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§fafom*ArTnjuattonei refolvend, <e funt. ^ > 

, * r ” «w ^ ^ , « 

P oftquam igitur in quxftionis alicujus folutionc ad aquationem pcN 
ventum eft, Sc xquatio illa debite ordinata eft & redudaj ubi quan- 
titates qua: per fpecies defignantur & pro datis habentur, revera dantur 
in numeris, pro lpfis fubftituendi funt numeri illi in xquatione, & habe- 
bitur xquatio numeralis, cujus radix exira&a tandem fatisfaciet quxftioni. 

• Ut fi in fe&ione anguli in quinque partes xquales , fumendo r pro radio 
circuli, q pro fubtenfa complementi anguli propofiti ad duos reaos, & x 
pro fubtenfa complementi quintx partis anguli illius, perveniflem ad hanc 
aequationem 


x * frrx' -t- f r’ x r« q =; o. 

Ubi in cafu aliquo particulari dantur in numeris radius r, 8c linea dati an- 

f 'uli complementum fubtendens q-, ut quod radius lit io & fubtenfa j, 
ubftituo numeros illos in xquatione pro r 8c q , 8c provenit xquatio nu- 
meralia * 

*’ f oo x J •+■ f oooo x — — joooa S o , 

7tm. II. A cujus 
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cujus ridix undem cxtu&i critx, fcu linea complementum quintae partis 
anguli il'ius dati fubtendens. 

C A P. II. 

©e tiatura radicum fi a nationis. 

ali* vero numerus tj! qui fi in fiquatione pro Utera vel fpecit radi.em fi- 
|V gnificante fui fit tuatur , efficiet t innes terminos < vane f ter e. 

Sic aequationis 

x* x' i pxx 4px )o S 0, 

unitas cft radix, quoniam feripta pro x. producit 

i i tp -t- 4P $ 3 , 

hoc eft nihil SeJ aequationis cjufdcm plurcs e fle poliunt radices. Nara 
fi in hac eadem aequatione 

x 4 x J tp.vx -f- 4px 30 “ o, 

prox feribas numerum 2, & pro potcftatibus x fimiles potcftatcs numeri 2, 
producetur 

1 6 8 — 76 -+- p8 jo , 

hoc cft nihil. Atque ita (1 pro x feribas numerum j vel numerum negati- 
vum y, utroque cafu producetur nihil, terminis affirmativis Se negati- 

vis in hifcc quatuor cafibus fe mutuo dcftruentihus. -Pj>oiwde -cum nume- 
rorum t, 2, 3& f, quilibet feriptus in aequatione prox impleat 

ronditionem ipfius x, efficiendo ut termini omnes aequationis conjun&ira 
aequentur nihilo, erit quilibet eorum radix aquationis. 

II. Et ne mireris eandem aequationem habere pofle plure s radices , feien- 
dum cft plures ejfe poffe folutior.es ejufdem problematis. 

Ut fi circulorum duorum datorum quxrerctur»»/er/eff/ot (fodiunt eorum in- . 
terfe &iones , atque adeo quaeflio admittit duorefponfa-, Sc proinde aequatio inter- 
fc&ionem determinans habebit duas radices, quibus interfe&ionem utramque de- 
terminet .fi modo nihil in datis fitquo refponfum ad unam inlerfeUionem determinetur. 

Sic fic fi arcus APB pars quinta AP invenienda cfTct, quamvis animum 
forte advertas tantum ad arcum APB, tamen aequatio qua quaeftio folve- 
tur, determinabit quintam partem arcuum omnium qui terminantur ad pun- 
£fa A&Bj nempe quintam partem arcuum ASB, APBSAPB, ASBPASB, 
& APBSAPBSAPB, aeque ac quintam partem arcus APB •, quae quintae 
partes , fr dividas totam circumferentiam in aequales quinque partes PQ, 
QR, RS, SF, FP, erunt AF, AQ, AFS, AQR. Quoniam igitur 
quaerendo auintas partes arcuum quos refta AB fubtendit, ad cafus omnes 
acterminanaos circumferentia tota fecari debet in quinque pun&isP, Q, 
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R, S, F, ideo xquatio ad omnes cafus determinandos habebit radices 
quinque. Nam quinta: partes horum omnium arcuum pendent ab liftem 
datis, Cc per ejufdcm generis calculum inveniuntur* ita ut in eandem fun- 
per xquationcm incideris ftve quxras quintam partem arcus AFB, live 
quintam partem arCus ASB , live alterius cujufvis ex arcubus quintam par* 
tcm. Unde fi xquatio qua quinta pars arcus APB determinatur, non ha* 
beret plurcs radices quam unam, dum quxrendo quintam partem arcus 
ASB incidimus in eandem illam xquationcm , fequeretur majorem hunc 
arcum habere eandem quintam partem cum priore qui minor cft , eo quod 
fubtenfa ejus per eandem xquationis radicem exprimitur. In omni igitur 
problemate necejfe ejl aquationem qua rcfpondetur , tot habere radices , quot Jur.t 
qu.cjitte quantitatis cafus diverft ab iifdem datis pendentes (A eadem argumentandi 
ratione determinandi. 

III. Poteft vero aquatio tot habere radices quot fur.t dimenfionts ejus , non 
pistres. 

Sic xquatio 

x* x * ipxx -4-49* - — 30 =5 0, 

quatuor habet radices r, 2, 3, 8c — non autem plutbs. Nam quili- 
bet ex his numeris feriptus in aequatione pro .v efficiet terminos omnes fb 
mutuo dcftrucrc, ut dimira cft * praeter hos vero nullus eft numerus cujus 
fublHrutionc hoc eveni? t. 

IV. Ceterum numerus natiora radicum ex generatione aquationis optime iit - 

telligctur. ; 

Ut fi lcirc vellemus quomo dp p c n « r«tw n x nn uo cujus radices fint 1, 2, 
3, p, fuppon«"Isnn^rTrvambigue figniheare numeros illos, fcu efl’e 

'*~= 5 - H * 3, & v s — f, 

vel quod perinde cft, 

x 1 a„o j x -- — i = o , x — | c o, Si jc -t- f =: o ; 

Et multiplicando hxc in fc, prodibit multiplicatione v r, in x 2 , 

hsec xquatio 

XX iX-j- Z — O, 

quae duarum eft dimenfionum ac duas habet radices 1 Sc 1. Et hujus 
multiplicatione in v 3 prodibit 

ac’. 6xx ■+■ 1 ix 6 s 0, 

xquatio trium dimenfionum totidemque radicum, qua: iterum multiplica- 
ta per x -o- f fit _ i _ 

X* X 1 ipx.v -4- 49X 30^0, 

• *e ■ • * / 

ut fupra. Cum igitur hxc xquatio generetur ex quatuor Faftoribus, 

A 2 * 
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x — i , x — z, x — 3, 2c * + f, 

in fe continuo duftis, ubi fa&orum aliquis nihil eft, quod fub omnibus fit 
nihil erit} ubi vero horum nullus nihil eft, quod fub omnibus continetur 
nihil cfle non poteft. Hoc eft , non poteft • 

x« x’ igxx ■+■ 4 px — 30 , 

effit nihilo aequale ut oportet, nifi his quatuor cafibus ubi eft x i so,' 

vel x a =3 0, vel x 3 o , vel denique x f =3 0 , proinde fo- 

li numeri 1, a, J, 8c p valere poflunt x feu radices efle aquationis. 

Et fimile eft ratiocinium de omnibus aequationibus. Nam tali multipli- 
catione imaginari pofliunus omnes generari , quamvis Fa&ores ab invicem 
fecernerc folet efle difficillimum , & ipfum eft quod aequationem refolvere 
& radices extrahere. Habitis enim radicibus habentur Faflores. 

V. Radices vero funt duplices , affirmativa, ut in allato exemplo 1, t, 6c 3, 3 
negativa, ut — — — f. Ex bis vero aliture non raro evadunt impoflibiles. 

Sic aquationis 

* xx — lax + W = o, 

radices dua , qua funt 

a V{aa — hb) , & a — V{aa bb) 

reales quidem funt ubi aa majus eft quam bb , at ubi aa minus eft quam 

bb, evadunt i ippojlib iles eo .quod aa bb tunc evadat negativa quantitas, 

tx. negativa quantitatis radix quadratica eft impoffibili». Omnis enim ra- 
dix poflibilis five affirmativa Ct, five negativa, fi pur feipfam multiplice- 
tur, producet quadratum affirmativum j proinde impoffibilis erit qua qua- 
dratum negativum producere debet. Eodem argumento colligitur aqua- 
tionem 

x» 4XX ■+■ 7* 6 zs o , 

unam quidem rcalcm radicem habere qua eft 1, duas veto impoflibiles, 

i s-V z , 8c 1 V — z. 

Nam qualibet ex his 
r, 1 -t - V — x, & 1, — y * 

feripta in aquatione pro x, efficiet omnes ejus terminos fe‘ mutuo deftrue- 
rc } funt vero 

1 -+- y — z , & 1 — y — * 

numeri impoflibiles , eo quod extra&ionem radicis quadratic* ex numero 
negativo 1 prafupponanc. 
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V I. JEquathnum vero radicet f rpe impoffibiles ‘ft aquam tjl , ne eafus prtilt- 
matun, qui fape impoffibiles funt , inhibeant ptjfibilts. 

Uc fi rc£cx & circuli intcrfc&io determinanda effiet, tc pro circuli ra- 
ea-* * ? cntro c -i l,s d ' ftantia ponantur litcrx dux; ubi aequatio in- 
terfectionem dchmcns habetur, fi pro litera defiguame diftamiam rettx a 
centro ponatur numerus minor radio, interfc&io poffibiliseritj fin maior 
fiet mnpoffibilis j &C aaquarionis radices dux qux intcrfc&ioncs duas deter- 
minant, debent effie perinde poflibiles vel impoffibiles ut rem ipfam vere 
exprimant, Atque Ita fi circulus CDEF, & cllipfis ACBF fc mutuo ie--r 
eer.t in punftis C, D, E, F, & ad rc&am aliquam politione datam AB viVi 
demittantur perpendicula CG, DH, EI, FK, & querendo longitudinem Pig , i 
ali cujus e perpendiculis, perveniatur tandem ad xquationem, xquatio illa 
ubi circulus lecat ellipfim in quatuor punftis, habebit quatuor radices rca- 
05 erunt quatuor illa perpendicula. Quod fi circuli radius, manente 
centro ejus, minuatur donec, pundis E & F coalefcentibus, circulus tan- 
dem tangat ellipfim, ex radicibus dux illx qux perpendicula FI & FK 
jam coincidentia exprimunt, evadent xquales. Et fi circulus adhuc mi- 
nuatur ut ellipfini m punfto EF ne quidem tangat fed lecet tantum in al- 
teris duobus punftis C, D, tunc ex quatuor radicibus dux illx qux per- 
pendicula EI, FK, jam fafta impoflibilia, exprimebant,, fient una cum 
perpendiculis illis impoffibiles. Et hoc modo in omnibus xquationibus 
augendo vel minuendo terminos earum, ex inxqualibus radicibus dux 
primo xquales , deinde impoffibiles evadere folent. Et inde fit quod radi- 
cum impoflibilium numerus femper fit par. 

VII. Sunt tamen radices aquat iora » «Uf mmm j t foffiU Us -ubi febema impoffibiles 
exhibet. Sed boc fit ebjmritatmbn ah quam in febemate quod ad aquationem nit 
Jpeftat. . • 

Ut fi in fcmicirculo ABD datis diametro AB, & linea inferipta AD' T*,. 
demiffioquc perpendiculo DC, quxrercm diametri fegmentum AC. forer V1U - 
ADq _ u , . Fifi- «a. 

AB • A< “’ fet P er “ anc «quationem AC realis exhibetur quantitas ubi 

linea inferipta AD major eft quam diameter AB ; per fchcma vero AC 
tunc evadit impoffibibs. Nimirum in fchemate linea AD fupponitur in- 
fcribi in circulo, «que adeo diametro circuli major effie non poceft; in 
xquationc vero nihil eft quod a conditione illa pendear. . Ex hac fola li- 
nearum conditione colligitur xquatio, quod fint AB, AD, 8c AC conti- 
nue proportionales. Et quoniam xquatio non complcftitur omnes- condi- 
tiones fcbematu, non neccffe eft ut omnium. conditionum teneatur/ limiti- 
. ‘ ^ U 'S? u ’d am plius eft in fchcmatc quam in xquatione, poteil’ illud li- 
mitibus arctare , hanc non iter»; Qua de caufa ubi xquationes funt impa- 
rium dimenfionum , adeoque radices omnes impoffibiles habere non poflunt* * 
ichemata quantitatibus a quibus radices omnes pendent , fxpc limites im- 
P °VTrV V°* t J ran / grcdl fcrvatIS fchcma tum conditionibus impoffibile eft. 

_ r,‘ r , radte,bus vert 1 U * rtales funt, affirmativa (fi negativa ad piaret 
Oppofitas folent tendere. * 

A j Sic 
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Sic in Figura nona quxrendo perpendiculum CG, incidetur in xquatio- 
nem cujus dux erunt affirmativa; radices GG ac DH a punctis C8c D ten- 
dentes verfus* unam plagam, Sc duse negativx EI Sc FK, tendentes a pun- 
ftis E 8c F verfus plagam oppofitam. Aut fi in linea AB ad quam per- 
pendicula demittuntur, detur aliquod punStum P, Se pars ejus PG, a pun- 
cto illo dato ad perpendiculorum aliquod CG fe extendens, quxratur, in- 
cidemus in xquarionem quatuor radicum PG , PH, PI , PK , quarum 
quxfua PG , St qux a pundto P ad eafdem partes cum PG tendunt (ut 
PK) affirmativx erunt, qux vero tendunt ad partes contrarias (ut PH, PI) 
negativx. 

IX. Ubi aquatioris radi es nulhe tmpoffihilet funt , numerus radicum affirma' 
tivarum& negativarum ex lignis terminorum xquitionis cognofci potelt. Tot 
enim funt radices affirmativx quot /iduorum in continua ferie mutationes de-r-in 
Sc in s- ■, cetera; negativx Junt. 

Ut in xquatione 

x 4 x ’ 19XX -4- 49* 30 =: o, 

ubi terminorum figna fe fequuntur hoc ordino 


variationes fecundi a primo-*-, quarti n tertio , & quinti a 

quarto -4-, indicant tres affirmativas efic radices ,'adcoquc quartam negati- 
vam efle. At ubi radices aliqux impofftbilcs funt regula non vaiet, nifi qua- 
tenus iiupoffilaiUs- illx , qux nec negativx iunt nec affirmativx , pro ambi- 
guis habeantur. Sic in xquatione 

x' -+- pxx -+- 3 ppx — yq iS 

figna indicant unam cfTc affimativam radicem Sc duas negativas. Finge 

x — ig feu x 1 p — o, Sc multiplica xquationem priorem per hanc 

x zp =3 o, ut una adhuc radix affirmativa addatur prioribus, Sc prodi- 

bit hxc xquatio 

X* px i ppxx ' x zpq =3 o, 

qux habere deberet duas affirmativas ac duas negativas radices, habet ta- 
men, fi mutationem fignorum fpeStcs, affirmativas quatuor. Sunt ergo 
du<c impoflibiles qux pro ambiguitate fua, priori cafu negativx , poltcriori af- 
firmativx efle videntur. 

Verum quot radices impoflibiles funt, cognofci fere poteft per hanc regulam. 

X. Conflit ut fer ion fratlionum quarum denominat ores funt numeri in hac progref- 
fione 1, z, 3,4. f, 8cc. pergendo ad numerum ufque qui efl dimcnfionum aqua- 
tionis i numeratores Vero eadem feries numerorum in ordine contrario. .* Divide 
unamquamque frailtonnn pojleriortm perprioicm. Fruitiones prodeuntes colloca fu- 

u per 
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per terminis mediis aquationis. Et fub quolibet mediorum terminorum , fi quadra- 
tum ejus duflum in Jrablioncm capiti imminentem fit majus quam reflantium ter- 
minorum ut rinque confift entium , colloca fignum -4- > fin minus , fignum Sub 

primo vero 6? ultimo termino colloca fignum Et tot erunt radices impofiibiles 

quot JuiU in J 'ubfci iptorum ferie mutationes dt -+■ in in 

Ut fi habeatur aquatio 

x' -f. pxx -t- 3 ppx 7 =3 o : 


— . fractionum 




J 

' I 1 

& tertiam — per fecundam *— , & ii «Ul 1UIIU o 

) 1 

fuper mediis terminis aquationis ut fequitur. 


z r r 


Divido feriei huius i . i- . — . 

1 z 3 ^ . 

“ fra&iones prodeuntes colloco 


i 

- pxx 


■ 3 ppx — 7 =s 


Dein quoniam quadratum f. eundi termini pxx dudum in imminentem fra* 
dionern nimirum , minus eft quam primi termini x 3 & tertii 
3 ppx rcftangulum ]ppx', fub t ermino pxx co lloco fignum At quia 


tertii termini 3 ppx > 


fumpp'*xx du&um in imminentem fradionem — , 

majus cft quam n iTriiv atque adeo multo majus quam fecundi termini pxx y 
& quarti g rcdtangulum negativum , colloco fub tertio illo termino fi- 
gnum Dein fub primo termino x J 8c ultimo 7 colloco figna -a-, 

J£t fignorum fubfcriptorum qua: in hac funt ferie h 1- - 4- mutationes 

dua: , una de -t- in , alia de in -t- indicant duas cfle radices impolli- 

b;ics. Sic & a: quatio 
» . 

x 3 — -t- 4* — 6 s o, 

duas habet radices impofiibiles. 


3 ? 

£pxx 4* — 6 — 0 


Aquatio item 
■ 6xx — 3* i s o,' 


duas 
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% 4 ? 

898 
x' * — 6 xx jx trso 


i « 2 T* 

Nam hxc fractionum feries ~ . — . — . — . dividendo fecundam per 

1 t j 4 

primam, tertiam per fecundam, & quartam per tertiam, dat hanc feriem 
i . i . fuper mediis xquationis terminis collocandam. Dein fecun- 
di termini, qui hic nihil cft, quadratum duftum in fra&ionem imminen- 
tem producit nihil, quod tamen majus eft quam reftangulum negati- 

O 

vum 6 x* fub terminis utrinque pofitis x« tc 6 xx contentum. Qua- 

re fub termino illo deficiente feribo -+-. In ceteris pergo ut in exemplo 

fuperiorij 6c lignorum fubfcriptorum prodit hxc feries •+■ -4-h H ubi 

dux mutationes indicant duas radices impoflibilcs. Et ad eundem modum 
in xquatione 

x’ 4*4 .+. 4*» txx fx 4 0, 

deteguntur impoflibilcs dux. 


x 

7 


% 

4x’-+- 4 -v’ ixm - — 


XI. Ubi termini duo vel pfures fimul defunt, fub primo terminorum 
deficientium collocandum cft fignum — , fub fecundo fignum-»., fub 

tertio fignum , & fic deinceps, femper variando figna, nifi quod fub 

ultimo terminorum fimul deficientium femper collocandum ell fignum 
ubi termini deficientibus utrinque proximi habent figna contraria. Ut in 
xquationibus 

x» +ax* * * * -».*» ~ o, 


* * * 


a' zS 0, 


quarum pfriorquatuor,poftcrior duas habet impoflibilcs radices. Sic&xquatio 

x> 
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L. 

9 

i **■ 


f 


r 3 


p 

* 


6 i 


J =so 


fex habet impoflibiles. 

XII. Hinc etiam cognofci poteft utrum radices impoflibiles inter affirma- 
tivas radices lateant an inter negatjvas. Nam ligna terminorum lignis fub- 
fcriptis variantibus imminentium indicant tot affimativas effe impoflibiles 
quot funt ipforum variationes, & tot negativas quot funt ipforum fucceflio- 
nes line variatione. Sic in xquatione 

x* /jjt 4 ixx — . fx 4 zs o • ■ 


S uoniam lignis infra feriptis variantibus • 
biles indicamur, imminentes termini 


quibus radices du* impof» 


4X 4 4* 5 ixx , 

Cgna habent 1 , qux per duas variationes indicant duas affirmati- 

vas radices» ideo radices dux impoflibiles intfcr affirmativas latebunt. Cutu 

itaque omnium xquationis terminorum figna 

• )• ** - * ' • 


per tres variationes indicen t trci i AT* ■flfirrwsiv»» radices, 8 c reliquas duas 
negativas efle, & iwxr aflirmativas lateant dux impoflibiles, fcquitur 
xquationi» unattLxfle radicem vere affirmativam, duas negativas, ac duas 
impoflibiles. Quod fi xqu.itio 


• 4v< 4-v 1 


zxx 


r* 


4=o 


tunc termini fubfcriptis fignis prioribus variantibus -t-- — imminentes, ni- 
mirum 4X 4 4-v 1 per figna fua non variantia & indicant unam 

ex negativis radicibus impoffibilem efle » & termini fignis fubfcriptis pofte- 

rioribus variantibus »- imminentes, nimirum 2xx — j-x per figna 

fua non variantia — & — indicant aliam ex negativis radicibus impoffibilem 
efle. Quamobrem cum xquationis figna 


per unam variationem indicent unam affirmativam radicem, ceteras quatuor 
negativas efle j fcquitur unam efle affirmativam, duas negativas, ac duas 
impoflibiles. Atque hxc ita fe habent ubi non funt plures impoflibiles ra- 
dices quam per regulam allatam deteguntur. Poliunt enim plures efle, li- 
cet id perraro eveniat. 


Ttm. II. 


B 


COM- 
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AD * . ' 

CAPUT II. - . • • -j 

Jam & ex rei naturi , £c ex tot fuperius evolutis exemplis conftat dari 
quxftiones, feu problemata arithmetica , & geometrica. 

Hic de arithmeticis agit Au&orj fcd qux dicam, utrisque poflunt ap- 
tari. 

i . Aquatio igitur eft aggregatum f Jurium quantitatum notarum , fj 1 quafita - 
rum quomodocunque mixtarum , quod totum eft nihilo par , & quod oritur ex omni- 
bus problematis legibus algebraift expr effis. 

, i. Igitur quantitas quxfita , ubi aequationis ope reperitur , fatisfacit om« 
nibus problematis legibus. 

3. Et fi plurcs fint quantitates ita comparatx, plures quoque pef xquatio* 
nem invenientur j ut vidimus fe&ione III. Cap. I. N". 17&C ..4f.pag. 109. 

4 Inventio autem harum quantitatum per xquationem dicitur xquatio- 
llis refttfutio. ' 

f. Quantitates vero fic inventae dicuntur aquationis radices. 

6. Sed cum tota xquatio nihilo par fit, nec datx quantitates mutentur $ 
quxfitx vero exdem fint ante, & po Aquam nobis notx fune (nos enim , 
non illx mutationem patimur) liquet quod G radix in aquatione pro Uter» vet 
/pede radicem fignificante fubftituatur , efficiet omnes terminos evantfcere 8cc : 
qux efi Ncwtoniana radicis deferiptio. N*. I. 

Hinc oftendendum fibi proponit Auftor. 

1. Aquationem tot habere pofle radices, quot dimenftonei, Jcnonplu- 

rcs. " ’ 

2. Aquationes generari per continuam radicum multiplicationem. 

3. Radices efle aut reales aut imaginarias j re alium vero alias efle affir» 
mativas feu veras, alias negativas feu falfas. 

» 4. Cur aliquando radices xquationis fint imaginarix. 
f. Quid indicent radices affirmativx, quid negativx. 

6. Quot radices affirmativas , quot negativas habeat xquatio ab imagi* 
nariis immunis. 

. 7. Si vero quas habeat imaginarias , quot imaginarias habeat. 

Horum capitum nonnulla jam explicavimus 5 alia melius & brevius me 
explicaturum confido , fi mutem Auftoris ordinem. Quare totum hoc 
caput, non per partes, ut ha&enus feci, fed explicatione continua ex- 
planare conabor. 

7. Potefias, cujus index eft numeras par, pofitiva eft, feu radix fit 
pojGtiva, feu negativa (Tom. I. Seft. I. Cap. V. N°. So. pag. 22.) Er- 

, 1» , 

g° omnis radix formx V e , eft impoffibilis, quod pro radicibus qua- 

dratis , vel quando 0 s t , fxpius jam obfervavimus. 

«' 1 8. Cum 
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r(. Cum autem pote/latis negativae, cujus index eft numerus impar, ra- 
dix inveniri poilit, confiat. i’ 

r. Omnem quantitatem impoffibilem efle radicalcm, cujus exponens e fi par. 
i. Omnes quantitates impoffibiles revocari ad formam bV i. Nam 

i» i». *» » ,, „ 

eft — a 3 a. - t , 8c V a s V-¥- a . V i. Semper autem 

io an 

poffibilis eft quantitu V-t- 4 j ea ergo exponatur per b, & fiet V—a zz bV~ i. 

in n 

Eft enim V—i s 3 V— i. 

j>. Aggregatum ex quantitatibus poffibilibus & ex quantitatibus impofli- 
bilibus eft impoffibile. Cum eaim adiit pars impoftibilis , patet aggre- 
gatum definiri non pofTc , atque ideo efle impoffibile. 

io. Quantitates impoffibiles algebraicx omnes revocantur ad formam 

a+^bY i. Nam bujufmodi quantitas concrefcit ex quantitatibus poffi- 

bilibus & ex impoffibilibus , vel additione, vel fubdu&ionc , vel multipli- 
catione, vel divifione j nam elevatio ad potcftatem cujus exponens eft nu- 
merus integer, recidit in multiplicationem. 

Jam e -t- e V— i V— i , facile revocatur ad indicatam formam, 

cum fit t -4rtV— i ±7 f+.g V— i ;=: f t/+ (e- 4 -^) V— l qux quantitas, 
ponendo 

t ± 7 / zz a ke-hg zz b, fit <a bV-? i 
Pariter 


(<•-*•> V- 1) \J+gV— i) zz — i — «t sa r/- 

4y/-s- sj? V'— i s n -+- b V— t 


I %. — ^ 


- ponendo 

«/— eg zz a k ef+cg zz b 
denique 

e -t- e ✓— i ^ (e -t- e v'— i) CA-^ 0 — 

i +gV-i ” (/•+•£ 0 (/— £ ^—"»5 ; 

Sf *VVT'= f t . « + 4 , 

t .> : . //•+« 

. > ponendo 


,*t- t • p; \ •» • 

3 .* .... 

c*. •. • 4 • ; 

.14- ; • 

r* . . . ; . • r • I ... 

r fTrns ejl fnftfitit et i an it quantitatibus tranfcenitntihs , fti it his nunc nt» 
J a njmur . 

B x 


C f~^zza k ^ a i. 


ii. Ra- 


Digitized by Google 


X» 


COMME NT Alt IUS 


ii. Radix xquationis eft inapoffibilis vel imaginaria, quando ejttt pirs 
aliqua eft imaginaria, cujus formula cft fupra inventa a+,b V— i.N" p. toi, 

ii. Radix cft poflibiii* vel rcalis, quando ejus nulla pars eft imaginaria, 
etiamfi contineat partem radicalcm, fcd poflibilcm. 

13. Radices reales efle pofle vel affirmativas, vel negativas, jam fxpe 
fuperius vidimus. Reales inquam, femper enim comparari potell pars ra- 
tionalis a cum irrationali Ve, quando hxc rcalis cft, fcd non cum irratio- 
nali bV — 1 , qux nullo paclo poteft definiri. 

14. Hinc patet optime diftribui radices. . 

1. In rationales, &C in irrationales. Rationalis eft qqx nullam hat et par- 
tem irrationalem; irrationalis qux vel tota^ vel pro parte irrationalis eft. 

2. Irrationales vel furdx dividuntur in pojjibiles, ut aj^Vb j a+?V+;b &e$ 
& in impcjjibiles , quarum forma eft a +7 b V— 1. 

3. In reales & imaginarias. Reales funt qux vel rationales funt, vel irra- 

tionales quidem , fed poffibiles. Imaginaria funt tantum irrationales & im- 
poflibilcs. . ' 

4. Tandem reales alix funt pofitiva aut vera , alix negativa aut falfa. 

if. Quid accidat in genere fi ex eadem incognita & ex fingulis cognitis 
* t a x o; *+;? s oj ac £• y — o , &c. efficiantur xquationes fimpli- 
ces, 8c hx invicem ducantur, vidimus Tom I. N« 111-114. pag. 28. 
Conftat autem aggregatum futurum xqualem nihilo. 

1 6. aEquatio dicitur affetta , quando alios habet terminos prxter altiffi- 
mum incognitx , & terminum omnino cognitum , qui a nonnullis vocatur 

bomgtneum comparationis. Sic x m ±T tfx* ... +T A en o cft xquatio affcfta, 

feu unus adfit terminus, pfxter primum x’” 6 C ultimum b , fcu plurcs. 

17. Si xquatio affedha conftat ex Faftoribus fimplicibus formx x +7 a 
(feu a fit rcalis fcu imaginaria) in Peduclis, <1 hxc xquatio exprimat 
omnes conditiones problematis, conftat ex xquationibus fimplicibus formx 
x +7 a en o. Nam cx continua multiplicatione xquationum fimplicium. 

x=;+l*}xen £- 3 ;&c. ad numerum m , oritur xquatio non affcftax"n; A, 
ubi A ne « 3 y &c. ad eundem numerum m. 

18. Ex continua multiplicatione xquationum fimplicium x-+-« en o, 
x -*- 3 en o ; 6ce. ad numerum pj & x -i- /x en >; x -4- 1 en &c , ad nu- 
merum n (pono autem p-*-n en w) oritur quidem xquatio affcfta 

j . V • 

W a W' " I T) W 1 f\ ep 

x +Av ■+■ B.v ~bCx .....+-T no, 

fed qux non exprimit omnes conditiones problematis-, quandoquidem ij «■) 
8cc, qux non funt in primo membro xquationum fimplicium, non funt 
in primo membro xquatloois affcftx hinc oriundx : nam hujus primum 
membrum conficitur ex primis illarum membris in fe du&is. Sed neque 
funt in fecundo membro, quia hoc cft eno ; fiqujdemx-*-i*enoiar-j- 3=3 0 
8cc, multiplicando dant faftum X en o> fcdx-t-jit en »> x-+-{ en n ice, 

: dant 
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'dnnt faftuni Z =1 &c ; 8? multiplicando ordine hxc fa&a , habetur 
XZ s o.i» fice. =; o. Defunt ergo prorfus in aequatione compofita ly- 
•ter* »j *i fifc> qu* ideo hon exprimit omnes conditiones problematis. 
Utrumque eft contra hypotbefim. Patet autem utruinqua fieri fecundum 
hypothefim , fi afliimantur Fa&orcs fimplices form* x +7 * ~ 0} id eit 
arquatio poteft habere tot radices, quot dimenfiones. ( , , ^ , 

ip. .Non autem poteft. habere plures; nam h* expreflx per tmidera 
aquationes fimplices inter fc multiplicari deberent, ut conficiatur aiquatip 
compleftens omnes lege; problematis (Tom. l.Scft. 111. Cap.l. N" 44. fite. 
pag. 1 rz. Sccjfiehmc oriretur arquatio plurium dimenfionum , quam propofi- 
ta. Quare propofita haberet minorem qimenfionum numerum, per hvpothc- 
fim, & non minorem quia exponere debet omnes conditiones problematis, 
.. zq. Nunc, fi xquationes. fimplices fint form* x — a ss o; id clt fi om- 
Qcs radices fint affirmativi» , [nam fi .v— a , profefto cft x =3»,) atqtie 
ideo omnes reales £N'; i i. & Tj.)} tunc xquatiq hinc'oriunda habe- 
bit omnes terminos aiiqftahv ledem hunfero imparem occupantes (primum', 
tertium, quintum, feptimma ,ficc.,) affirmativos } reliquos autem negativos. 
(Xom. I. Sedt. I. Cap. V\ N*. 1 14. pag. 185 fiC N" 77.7P. pag.za.). Nam 
omnis terminus, p&eter- ultimum , eft aliqua potcftas quantitatis x (Torp. 
I. Seft. I. Cap. V. N" ili. 8c I IZ. pag. 18.), qux cft femper pofitiva, 
quia radix x cft pofiriva x ».Cqefficiens 'prirpi^ termini eft unitas; coefE- 
ciens tertii, qyintj, feptimi, &c. termini , cft ordine aggregatum ex fii- 
&is binorum, qnafcrnni lim , fenorum fice. Factorum fecundorum (ibidem 
N°. 114I} qux fa&a lunt pofitiva, quia Fadtores funt quidem negativi, 
fed numero pares } & aggregaiunn^ac. £»£tis.polIuvis eft pofitivum. Sed 
cocfficicns te.rqiini fcsnuorj quarti, fexti, ficc, ell ordine aggregatum ex 
lingulis FafitoaubjuS fecundis, ex fadtis ternorum, quinorum, -feptenorunr, 
fice. Fa&orum fecundorum, qui .fqmpcr numerp impari fiunendi funt , at- 
que ideo femper prxbeflt fadta negativa. i 

zi. Si vero ^eqjyatipBcs .fimplices, fint form* x a =3 ; id eft fi om- 
nes radices xquatiortis afTcftx fint negativx, squatlo* habebit omnes- ter- 
minos pofitivos } quod ger fe patet. • 

11. aEquatio, cujus omnes radices funi pofitiv*, aut omnes negativx,' 
femper completa eft, vel nullo terminj fcaret, quia non funt in cocfficien- 
tibus fingulorum terminorum fadta pontrariis fignis affefta, qu* fc mutuo 
deftruere poflint. 

zj. aEquatio completa ordinis w, habet radices numero w, terminos au- 
tem numero m- 1. Quapropter fi ea omnes habeat radices pofitivaj, ha- 
bebit fignorum •permutationes ad numerum w > fit fi cn habeat omnes ra- 
dices negativas, habebit fucceffiones ad eundem numerum m. Signorum 
aptem fxrmutitionem voco duorum fignorum proximorum alternationem, 

3 itando nempe primum» fignum cft -t- & fcquens eft — , aut contra, quan- 
o primum cft — fic feqticns cft Succellioneru autem dico, quand^ 
figna duo proxima funt vel utraque pofitiva, vel Utraque negativa.' 

Z4. Sunt, inxquationc, cujus radices funt omnes pofitiv* , tot permu- 

B 3 tatio- 
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tationes, quot radices) & in aequatione, cujus radices funt omnes negati* 
'vx, tot fucceffiones quot radices. 

af. Sint numeri integri &pofitivi,& fit m non minor quam »-+-pi 

&- fit m numerus Fadorum omnium } ac habeantur omnia fada diverfa ex 
. Fadorum diverforum numero n , atque hate fingula ducantur in aliquod 
fadum u p Fa&oribus, qui non funt in multiplicandis faftis cx n Fado- 
ribus, hinc orientur omnia fada diverfa c x n-t-p F adoribus, qusc potiunt 
compledi Fadores poftrcmo fumtos, 

Ex. gr. fit m cs 8 , & omnes Fadores fint 

«i b-, e; ii f, f; jjj hi 

ponatur n r3 i r=J p; omnia fada diverfa ex Fadorum diverforum nu- 
mero n , erunt Fadores ipfi, c quibus eligatur unum <*> manebunt Fadores 
diverfi, prxtertf, ad numerum m— i k 7 j nempe 

* ’*• * ■ 4 ». . •• ' 1 I 1 

bi n d-, ti fi g-, hi 

qui fi ducantur in *, fient frptera fada in quibus eft a, nempe 

abi *'i “d-, ", afi agi ah. • '] 

■ Nunc • feptem reliquis eximatur b, manebunt fex Fadores diverfi, 

fi di d fi £, b. . 

qui finguli dudi in b dabunt fex fada cx binis Fa&oribus continentia b , 

td eft ; - ' -•..••• 

bf, id-, it-, bfi b gi ■ . 

. - - t f-., • . . ■> 1* 

. Pariter, omnia fada ex binis, in quibus non eft *, funt 




bf, bd-, bf, bf-, bgi Ib. 
td-, te \ cfi tgi (b. 
df, dfi dgi db. 
*f i tb - 

*»/*• 

& b - 


qus dufta in a, dabunt omnia fada cx ternis Fadoribus comprehendentia 
#. Idem facile intelligitur de fuperioribus fadis , qux fiunt multiplicando 
fadum aliquod per Fadorcm unius dimenfionis. 

Sumatur nunc fadum duarum dimenfionum ab j omnia fada ex binis fa- 

ftoribus carentia tum 0 , tum b , funt , 

• .... .... 


•di 
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« * • « r.o si: « > 3*0 # «» ‘l' 

• •■ •;, , . : , . «1 tfi dg-, dh. 

»7; I... tfi *»£: 

. ... .u.-. - ... ■..•:&»/*• 

&• 


1- 


:. *v<i : .* 1 ~ 


. ** .. > jj - 



qux fi multiplicentur per faftum ab , habebuntur omnia fafta ex quaternis, 
complcftentia faftum ab. Et fic de ceteris. 

Evidens autem in genere eft theorema propofitum. Faftum conflans 
ex Faftoribus diverfis, numero p, fit A i & omnia fafta diverfa, qua: con- 
fici poliunt ex n Faftoribus diverfis, ,fint Bj Gj D> Ej &c. Erunt 
profefto AB> AC; AD; AE; &c. omnia fafta diverfa, qux haberi po- 
terunt ex »-+-p Faftoribus diverfis,' & qux continebunt idem faftum A. * 
Omnes Faftores diverfi funt numero ni ; ex his auferuntur Faftores nu- 
mero p , ut conficiatur faftum A > fuperfunt ergo Faftores diverfi»»— p, 
•qui eni jungendi font, quot modis pofiunt, ut obtineantur omnia ta- 
fta diverfa ex » Faftoribus ■, B, C-, D» E; &c. Horum autem numerus 
cft 

m—p . m—p — I . m-p z m — f — n -f- 1 

«r. • . • 1 • ? ' 9\ 

. . . ' . : . " ’ . u r* 

ut confiat conferendo numeros iop. Sciit. Scft.I. Cap. V. pag. 17 . 3c z& 
Tpmi I. Ergo eadem feries 


m — p. m—p — 1 , m — p — z w-f-M-i 

* t . — * ■ " i • » • 

u ; *• . ' . ■ r * . 

exprimet numerum faftorum diverforum AB* ACj AD; AEj &c. 

zS. Si vero cunfta fafta diverfi B ; Cj D ; Ej&c- ex »Faftoribus, mul- 
tiplicentur per a unum ex p Faftoribus ipfius A , tunc habebuntur omnia 
fafta diverfa cxm+i Faftoribus, qux illum Faftorcm a complefti pof- 
funt v nec complcftuntur reliquos faftores ipfius A. 

Sint, ex. gr. 

ede, tdf-, cdgi cdbi cefi eegi ceh ; dtf-, dtg\ dth > tfgi ifb-, dfg ; dfhi 
tfg i *Jo i '&> dgbi ego ■, fgh ; 

omnia fafta diverfa ex ternis Faftoribus, qux obtineri pofiunt multiplican- 
do ex ofto Faftoribus 

- - ;• [ai biddi fi fi gib i ' ;r • - . 


fex pofterioresj & fit A =: ab. Illa fafta ex ternis dufta in a, conficient 
i omma fafta ex quaternis , qux complefti pofiunt Faftorem a, nec tamen 
complcftuntur Faftorem A. Si vero eadem fafta ex ternis ducanttfr in A, 
obtinebuntur omnia fafta diverfa cx quaternis qux complefti pofiunt b , 

ncc tamen complcftuntur a. * 

e ,, 
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Quod fi fa£tum A cflct unius dimenfionis, 9 c omnia fafta ex » Fafto* 
ribus , qux haberi pofiunt multiplicanda» .. ros ex m — i Fa&oribus, 
ducantur in A (aut a), habebuntur omnino omnia fa&a diverfa cx «*t-t 
Fa&oribus , qux complc&umur Fa&orcm A (aut a). 


«i yi ii 

, • -.3 • T '• . • i •; • -* 

17. Si omnia fa&a diverfa ex pFa&oribus diverfis , ducantur in omnia fa&* 
diverfa A •, B5 Cj D 5 &c. ex » Faftorlbus diverfis , qui non funt in prio- 
ribus faftis «} 0s y, t-, 8tc, unum idemque faflum repetitum inve- 
nietur toties quoties indicat frafitio ■ 

. i ■ 1 1 . . 1 . . . . . 


t: 

- 'i *'■ 


l . p-fr.» — 3 . . 



? 4-1 . 
» . 



1 


Ex. gr. fit p =3 3 ; » r- 4, atque ideo p-t-tt ss 7 faftum abedefg eX 
'feptem Faftoribus diverfis, componetur ex uno fa&o ternorum Faftorum, 

• .. 7 . tf . r . 4 

ce ex uno quaternorum, modis jf s ' — ^ — * s 7./., nempe ex 

abe . defg\ abd . cefg-, abe . cd/gi abf . edegy abg . edefj aed . befg-, ace. 
bdfg i acf . bdeg-, aeg . bdef, acie . befg-, ad/ . bceg •, adg . bcef, ac/ . bedty 

Ittg . bedf-, dfg . dede-, bed . aefgy bce . adfg-, bcf . adeg\ bcg . adef u bde. 

ac/gi bdf . ac egi bdg . acef, bcf . aedg-, beg . aed/-, bfg . aede-, ede . abfgi 

edf . abegi ddg . abef, ce/ . abdg ; eeg . abdf, cfg . abde-, def . abeg-, deg. 

a bcf i dfg . abee, efg . abed. 

Sic autem, dcinonlh ari pot&ft theorema. Hujusmodi fiiftum habebit 
omnino Fa&ores p -+-» , c quibus fumi debent » quot modis diverfis fieri 
poteft, (ut nempe habeantur omnia fafta diverfi^cx. » Fa&oribusj } led 
•c quantitatibus numero g-+-«, fumi pdflbnt », modis 
i r';r» ’• ’• "i ■ 

• . . '.v . p-v-ff .p -4-» — » -p- 4 - » — i -p-*- » — $ p- f- 1 


1 


1. z. 3. 



Harum combinationum quxvis dat fa&um ex n Faftoribus, quod du£tum 
in FaSum ex p Fa&oribus, qui non funt : in primo fatto, dat 1 fiiftam cx 
n -+-p Faftoribus, quod faftum^rit femper idem, quia iidem funt Faftorcs 
n-*-p. Ergo idem faftum repetitum invenietur modis &c. 

Obfervandum, quod idem modorum numerus inveniretur, fi confidcra- 
rerur faftum cx p Faftoribus, qui defumumur a totali Factorum numero 
n p. Tunc enim numerus hic effiet, ponendo 1* minorem quam p 


t-*-n .p+n— 1 . p-4-»— z ... p -t - 1 « J> ,• P — i . pf- 1- — » -t- z 
1 , . 1 .... 3 ... w— 1 . » . »-+- 1 . »-+-1 ... p+i 

• . ubi unitatem xquat fractio 


. n -t- I 

t • t 
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v y • P — r, .r. t ‘ — z • P — 3 ••• n ■+■ 3 . n + t ~. ti + t . 

qux unitas cum per multiplicationem non mutet numerum cuijunfta eft, 
is relinquitur qualis erat in N°. prxccdentc; cui facile aptatur «dem ratio* 
cinium quando p minor eft quam n. 

zj>. Si numerus alteruter » velp, puta p , fiat unitas, & fit»-t-i 
tunc omnia fafta divcrla ex»-i es n Faftoribus dufta in fingulos Fafto- 
res qui ab iis abfunt, prxbcbunt idem faftum m... ics repetitum. Quan- 
doquidem fraftio N'. z8. tunc fiet 

n ■+■ t . n . n — t . n — t . n—\ ...... f . 4 . .3 z 

1 V z . 3 . 4 . f ... n— 3.»— z.n— 1. n 

in qua ad unitatem revocatur fraftio 

* \- • v *•' V* . * 1 * 

n . n— 1 . » — z . » — *3 ~.._f . 4 ■ ? . 2 
. z.. 3 .-4 • f •••• »-}.»— i. »— 1. »’ 

* . •* * 

' ' n -+- 1 • ‘ * . 

manet ergo — - — — m. 

fO. Quando radices omnes funt rationales oftcnfum eft Scft. I. Cap. V. N°. 
114. pag. zB. Tomi I. effc cocfficicntem cognitum fecundi termini fummam 
omnium radicum; cocfficicntem termini tertii fummam omnium faftorum cx 
binis radicibus; cocfficicntem quartis t*wn«oi Tuintmm omnium faftorum 
ex ternis radicibus ; in-gCticrc coefficientcm termini locum «occupantis in 
aequatione efle fummam omnium faftorum cx n — 1 radicibus. Nunc vi- 
dendum eft quid accidat quando radices ali quse funt irrationales, Sc'quando- 
funt imaginari*. 

31. Ex eo quod coefficiens termini fecundi eft fumma omnium radicum , 
fluit hunc cocmcientem efle vere fummam , fi radices fint vel omnes pofitivx, 
vel omnes negativx; fed efle differentiam , fi radicum aliqux fint pofitiv* , 
aliqux negativae; & hanc differentiam habituram fignum fummx majoris; 
id eft negativum fi fumma radicum pofitivarum fit majdi- quam fumma radi- 
cum negativarum-, Sc contra. 

jz. Ideo, fi fumrtia radicum pofitivarum xquet fnmmam radictun negati- 
varum, coefficiens termini fecundi erit 0 , aut deficiet terminus fecundus, 
Et fi terminus fecundus deficiat , aequalis erit fumma radicum pofitivarum 
fummx radicirtn negativarum. Secus enim fepereflet harum lummarum dif- 
ferentia, & coefficiens fecundi termini non portet erte zz o. 

33. Idem, verbis mutatis , intelligitur de coefficicntibus reliquorum ter* 
minorum. 

34. Quando aequatio libera eft ab irrationalibus oportet ut irrationale* 
fe definiant in cocfficiente fecundi termini \ fi qux funt in Faftoribus. 

3f. Si eft a + bV A s erit a c; £c bV A =2 dvB. 

Tam. II. C Non 
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Non enim, fcd, fi fieri poteft, fit a zz c-t-e, & a-*t sq e. Qui* 
' erat ex hypothefi • 

• n n n n » • n 

*-+-bV\ ts c-^-dvV, i erit a — e ■+■ bV A dvB =3 o ~e-\-bvK — aVB. 

n n n n 

Fiat nunc ut b ad d fic t^B ad V^C } critquc bVC. 53 dVB $ ac 

e ■+■ b VC ) S o j vel’ y a t^C — V\ 

id cft differentia duarum furdarum aequalis quantitati rationali, quod cft 
abfurdum. 

ne n n 

3<J. Fortius vcracftpropofitiofiFBa FAtunc enim^-t-i/A— e— dvhzz oj, 

= ' - . ' 

37. Quare fi 'polynomium aliquod confiet e pluribus terminis rationali- 
bus, 6 c e pluribus furdis, fitque totum polynomium s oj fumma tum ra- 
tionalium tum irrationalium pariter feorfim 33 o. 

38. Eodem pafto ofiendemus quod fi polynomium confiet & pluribus 
terminis realibus & pluribus imaginariis, fitque totum polynomium oj 
erit fumma realium feorfim ss o> & fumma imaginariorum pariter feorfim =: e 

3P. Radices imaginarim revocantur (per N "». 10.) ad formam 

•• — t yelm-i-rtV — p 

& radices realcs, ut confiat, ad forman» ' ► 

m-t-nV+1 vel m+ttVp 

ubi trt & n funt quantitates quxlibet, vel rationales, vel furdae j complexas 
vel incomplcxa: , fcd reales. Earum foynara , qua conficere pollint mquatio- 
nem rationalem, nunc non quterimus, tantum folliciti de radicibus quadra- 
ticis. 

40. Omne fa&um ex pari numero Fa&orun , quorum finguli continent 
quantitatem hV - p, comple&itur rationalem ipiius nV-t-p expreflionem, 
nempe foffcum ex binis fecundam, e quaternis quartam, c fenis fextam &c. 
potefiatem ejus radicalis vel primam, fecundam, tertiam, ipfius p. 

41 Omne fa&um ex impari Faftorum numero complcftitur ipfam radi- 
calemj nempe fumma radicum, ipfam radicalcm ; fa&um ex ternis, qui- 
nis, feptenis, radicalcm eandem du&am in cjufdem fecundam, quartam, 
fextam &c. potefiatem. 

41. Si quantitas fui da cft rcalis, ejus potcftatcs omnes funt rationales po- 
filivtr, fcu fit -bnVp, feu — nYp. Eft enim (£; nVpY' =: -4 -n' p r . Sed 

.. r°- 
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poteftates impares funt irrationales pofitiva: , fi fit -4- nVp j nam ( +nVp) r 

=3 -*-»'p~ > & negativxfi fit— nVp, quia (— nVp) r =3 — n . p~. 

4j. Si quantitas furda eft imaginaria 3c r numerus par, quantitas n'p 
eft rationalis 8c pofitiva ; fccus vero rationalis negativa; ita ut ejus potefta- 
tes fecunda, quarta, fexta , o&ava , decima, duodecima &c; fint alterne 
negativx & pofitivx. Nam 

Ct»v'— O* — — i =! — »*; (±r nV—iy ~ -t-» 4 .- 1 is -+-»\ 

* • ' t • 

(±r«^— 0 S s (irwv'— O 4 . (irwv'— t)* 33 -t-» 4 . — =3 — »* &c. 
Harum vero exponentes funt 

* =3 i.ij 4 =3 1.2) d as i., j; 8 33 4.1». i£ =3 2.f> 11 =3 <J.i &c. 


itaque eft, ordine 

r 33 x } r =3 2 ) r =3 j; r 3 4; rS f; r =: d &c. 

* * V *' 

44. Si quantitas furda eft imaginaria, &. r numerus impar, eft (iznV—pf - 
quantitas imaginaria & alterne pofitiva & negativa. Sit enim r 33 zs-t-i, 

erit (±r nV— pf =3 . —p'~*~ Cum autem fit, ordine, s 33 • » 

s 33 i) s 33 $ &c. hi rrddrnj; ipfu i-rr 1, ~ 4 ~ 1 alterne negativas 5c pofitivas) 

fcd ipfas alterne pofitivas & negativas. 

4j-. Si xquatio ■ 

o 3 0 + N.v -+- M.v* -+- L.v’ -t- K.v 4 n- Ix* -4- Hx‘ -4- 8cc. 

. •’ • » . 

fit divifibilis per x -+- m + nVp 33 o , erit divifibilis etiam per x + m — nVpl 

/ ‘ 

Cum enim xquatio propofita dividi poflit perx-4-*» -*-nVp 33 o, eft 


• x =3 — - m tiVp , 8c eft m nV p 

una radicum xquationis. Ergo ea fubftituta pro x, dabit quantitatem 
nihilo xqualcm. Sed hxc fubltitutio prxbet 

q— 0 -Nw+ M (w» 1 -4- n'p) — L(tn J 4- ]mn'p) -4- K(a» 4 -\- 6 m'n' l p-+-n , p x ) 

— N nVp -4- iM mnVp — L( ]m'nYp -+-n'pVp) -4- K(4 m^nVp ■+■ \mnpVp) 

I(w>* -4- 10 m'a'p -4- f mn*p‘) -4- 8 cc. 

*. p • m 

iCf m*nVp ■+• \om l n'pV -4- n'p'Vp) -4- &c. 

. Eft ergo (N*. 35-.) 
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o zZ N njp -+■ ilAmnVp L^m'nVp ■+■ n'pVp) 

K(^m'nVp -4. /pmfpVp) — I ($m*nVp -4- io m‘n‘pVp ■+■ n'p ' Vp) .+. 5 cc.' 

qux xquatio dividi poteft tum per -t-nVp, tum per nVp. Eft ergo 

utraque radix hujus Xquationis. 

4 6. Obfervandum non ideo confici pofle, ergo nVp zz o, nam eadem 
sequatio non comple&itur omnes conditiones problematis , cum fit tantum 
pars propofitx, qux omnes compleftebatur. 

47. Eadem propofitio demonftrari poteft etiam cx eo quod ipfa pars 

o :=: O Nw -+- -4- »‘p) L(m' -4- 3 nm l p) -4- &c. 

continent tantum potcftatcs pares ipfius nVp j altera vero pars 

o =5 N»Kp -4- iMmnVp L(3*r l nVp -4- n^pVp) -4- &c. 

omnes poteftates impares ejusdem rtVp. Ergo hxc eadem pars altera 

divifa per — »Vp> continebit tantum ejtlsdem potcftatcs pares. •Tum vero 

utraque xquatio obtinetur omnino eadem, feu ponatur -4- nVp , fcu nVp. 

Ergo Scc. 

48. Si quantitas realis +7»Fp fieret imaginaria +7 nV- — p, xquatio ori- 
retur eadem , prxtcr aliquot figna mutata fecundum oftcnfa N'/ 41. 43. 44. 
Qux lignorum mutatio vim prxcedentis non infringit. Igitur 

49. Siqua xquatio Fa&orcm habet xtim- nVp zz o, eadem habet 

etiam Fafrorem nVp — o 8c fi qua aequatio Fa&orcm habet 

xiz m- 4- nV —~p zz o , eadem habet etiam Fa&orem x +7 m nV—p — o 

& viciflim. 

Idem etiam fic oftendi poteft. Quoniam xquatio propofita dividi poteft 
per v+r m -4- hV+z, p — o, unae quantitatibus folventibus xquationem pro- 
pofitam continetur in hac sequatione fimplicij ergo etiam alix quantita- 
tes, qux cum hac neceflario jundtx funt, fiqux funt, folvunt xquationem 
propolitam. Atqui fi X +7 m 4 - »/±7 p — o, neceflario x i' m zz — nV i py 
& xv +7 zmx +- mm zz nn . jjp. Hujus autem xquationis radices necefla- 
rio funt x zz +!.»/+- «F+7 p £c v zz p m »v'±7 p. Ergo &c. ' 

fo. Quare hujusmodi xquatio dividi poteft per FacVorem trinomialcm 

xx i7 isnx +- n:m p. unp zZ o zz (x£7 m 4 - r.V±: p) (x+7 m—nY±;p) * 

fi. Tunc autem, fi radices funt reales , habebitur nnp •, nam 

4 -wKp . nVp zz nnp. Sed, fi radices funt imaginaria;, habebi* 

tur +- nnp j quia -t — nV —p . uV — p zz — nn. p zz H— unp. 

ft. Fa&or trinomialis N». fo. femper eft realis 8c immunis a ralicali 
quadratica p. / 

f 3. Ex demonftratis fub N ; .47. 48. fluere videtur quod abfurda eft xqua- 
tio praebens unum e duobus Fa&oribus ibi deferipty, & non alterum. Ideo 
fi qua xquatio- comperiatur habere radicem -miam *=: £■ w 4 - +7 p , 

• . . aut 
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int neceflario habebit aliam 0 s ±T»» Wp; aut falfa erit hypothefis 

prxbcns « — ±T w +- « V ±r p , & excludens (3 s +7 m » ^±7 p. 

{•4. /F-quatio ordinis imparis ir+- 1 habet ultimum terminum conflatum 
cx Fn&oribus zs +- 1. Ergo tequatto ordinis imparis, fi rationalis eft, non ' 
poteft habere Fa&orcs omnes forma: 

x miz iz p zz o 

Nam ultimus tertninus neceftario eflet irrationalis. 

yf. Quare omnis aequatio ordinis imparis habet faltem unam radicem rca- 
lcm, &, fi plures habet rcales, carum numerus eft femper impar. 

76. Aquatio ordinis paris zs, habet ultimum terminum conflatum ex 
Faftoribus numero zs. liadem confici poteft ex s Faftoribus trinomialibus 
deferiptis N°. fo. Sed ubi radices fingulorum Fa&orum trinomialium funt 
imaginaria:, hi Factores ultimum terminum habent pofitivuni. ‘ Ergo 

f 7. Si xquatio oidinis paris zs habet omnes radices imaginarias, habet ul- 
timum terminum pofitivum. Et fi aequatio ordinis paris zs habet ultimum 
terminum negativum , ea habet faltem duos Fa&ores reales, formx 

x i: m +- ttVp zz o & x ir m — nVp So 

p8. Sed ultimus terminus Faftoris trinomialis hinc orti eft «w» *;/p, 

qui pofitivus eft quando m fuperat n\'p, vel quando utraque radix aequa- 
tionis 1+ m +7 «Vp, eft pofitiva; Sc fi hujusmodi eftent omnes ultimi ter- 
mini omnium Fa&ortim trinomialium , darent ultimum terminum aequatio- 
nis compofitm pofitivuuwr i»rgw~ Quando ultimus terminis aequationis 
compofit*, ordinis paris, negativus eft, ultimus terminus unius faltem 
Faftoris trinornnftis negativus eft, atque ideo m eft minor quam »Vp. Tunc 
autem x i t» >tVp o dat x rr 4! m — . n >Jp, qu.-c radix eft negativa* 

& x±;m n\p =5 o prxbet x s m -\-n\p , qux radix cll pofitiva. 

Igitur 

pp. Omnis aequatio ordinis paris habens ultimum terminum negativum, 
habet faltem duas radices rcales , alteram pofitivam , alteram negativam. 

60. Cum vero ultimi termini Faftorum binomialium, formae — <77 , dent 
fattum pofitivum, fi eorum numerus eft par, negativum fi impar; conilaf 
omnem aequationem ordini paris zs, habens ultimum terminum negativum, 
habere radicum rcalium numerum impariter parem, nempe duas, quod 
oftendimus, vel, fi plures, aut fex, aut decem, &c. nunquam quatuor, 
otto Sec-y 

" 

6 1. Quaevis radix realis v'A , geometriee poteft dcterminan, quaerendo 

• . ‘ 3 . • . 

h — 1 medias proportionales inter unitatem & A. Sic VA invenitur pri- 
ma duarum proportionalium inter 1 & A, eft cnim 

1 3 3 3 3 3 a 

1 ad VAut VA ad /AA ut t/AA ad v'A 3 ss A 

C j 
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Pariter </A-, v'A &c, eft prima trium, quatuor Scc. proportionalium 
intcr # & A. 

Hx medix proportionales vel per curvarum interfeftionem , vel mecha- 
nice per inftrumenta, poliunt femper inveniri. Licet ergo quamlibet quan- 
titatem realem exponere line figno, etiamfi non femper ex datis in xqua- 
tionc liceat exponere valorem incognitx fine figno , quinimo etiamfi ali- 
quando nullo pa&o polllmus exponere. Aliud cft xquationem folvere, 
ideft exponere per datas in xquatione valorem incognite, aut invenire 
quantitatem fimplicem, cuius poteftates pofitx pro incognitx pote 11 at ibus 
rcfpondentibus, reddant xquationem nihilo xqualem, aut tandem qux jun- 
£ta fimbolo incognitx per lignum aptum , xquationem dividat fine refiduo; 
aliud eft inquirere quid accidat quando omnes radices xquationis funt rca- 
les. . 

n n 

61. Cum poni pofiit V A er <x, quando V A eft quantitas realis, patet 

n r i t 

idem fieri poffc quando /A es v^B ±7 d C +r v^Dir 8 cc. Nam ex N". 
LXXXIII. Se&. I. Cap. VIII. Tom. I. pag. 7 6, omnes radicales revoca- 
ri poflunt ad eundem exponentem m. Singulx radicales exponi poliunt fi- 
ne figno per i, & harum aggregatum per unicum fimbolum, quo- 

modocunque ea junftx fint per ligna - 4 - & 

63 . Idem fieri poteft quando lunt radicales radicalium, ut fi eflet 

VA =3 ^(B±r tf(C— D-+- t/E)); ex gr. fi haberetur V(db-*- d (cd— ef-+- dG)). 

s r 

Nam inveniri poteft valor ipfius VE S «; deinde valor d(C — D-*-«) er f:-, 

n 

ac tandem valor ipfius v^Bjj.S). 

tfq. Ponamus igitur xquationem ordinis w , babentem omnes radices rca- 
les, conflari ex xquationibus fimplicibus 


x-4 -a er os x- 4 - b ero; x-\-c er oj x -\-d eso &c 

donec numeras Faflorum fimplicium fit m, quandoquidem hoc fieri poteft, 
fcu adfint radicales merx, feu radicales & rationales, feu merx rationales. 

rff. Conflat coefficicntcm fecundi termini, vel x" 1 , eflc haram fum- 
mam 

U ■+-, b -4— C -4- d “4— c + /'h- & C A 

& coefficientem tertii termini , vel ipfius x” 1 efle fummam fa&orum cx 
binis , nempe , . 

4(4-4-f-4-</-4-e-t-/-t-f-4-&c) - 4 - i(e-+-</- 4 -e-+-/-i-^-+- 6 cc) - 4 - 

♦ t(d ■+■ e -bf-bg -t- &c) -4- d[c -4-/-4-g-+.&c) -4- e -4- &c) &c. er B 

66 . 
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66. Nunc dico quod fi A =3 o , cric , in hac hypothcfi, B quantitas ne* 

gativa. Enim fic 

« + i+T + (/ + f+/+j + !cc £3 o 
erit 

a zz —b—c — d — c—f—g — £cc. 

& 

a(b-*.c+d-he+f+g+.Scc) zZ (-b-c—d—e—f—g— Scc) in 
(-i- t+e-b d+e+f-hg-i- &c) =3 
( b -+- e -+. d-r- e -t-f-t-g -+• Scc) 1 

Sed in hoc quadrato complexo & negativo, funt negative furota quadrata 

fimplicia, ideft — bb > tc-, M\ er, ff-, £g$ &c, 

Sc prxterca bina re&angula ex fingulis in fummam fcquentium , pariter ne- 
gative fumta, ideft * 

i {(f+rf+f+/+^ + &c) i e(,d+e-t-f-+-g-+.8tc) 

. id(e g ■+■ &c) te(f+g-+. &c) &c. 

Atqui eadem rc&anguhu. fisd fimph ' fle pofitive fumta, funt in reliqua 
parte cocfficicntis B. Manet igitur omnino in hac hypothcfi, pro B fumma 
quadratorum & re&angulorum negative fumtorum. 

6j. Hoc ratiocinium fc extendit ad alias hypothcfe» fecundum quas efle 
poteft A zz o ; quae tandem ad duas revocantur. Nam 

Primo fieri poteft ut quantitates «} A; c-, &c. in coefficieme A jun&x 
fint utcunque fignis -+- fic — . 

Secundo fieri poteft, ut eae fe deftTuant per partes, quemadmodum, fi 
bina;, ternae, quaterna: &c. fe dcftruant, ut fi fit a -i- b zz o zz c+-d = e-c-f 
zz g-*-b &c , vel a-\~b -\.c zz o zzd-\-e-*-fzzg-+-h-*.i fice vel 
a-i-b zz zz. c -*-d e zz f+g + h + i &c, & fic de reliquis. 

(58. Nam ftatim, quomodocumque hx quantitates fe deftruant, femper 
erit eorum aggregatum nihilo aequale ,. ut patet, quia fi a-*-b zz o, Sec+dzz o 
erit etiam , addendo xqualia xqualibus a -+- b .+. c d &c zz o. Cete- 

rum idem conftat ex hypothcfi, ex qua eft A zz o. Tamen non femper 
eadem invenitur fumma fattorum ex binis, ut poftea videbimus. 

<Sp. Quomodocumque juncfcx fint quantitates <J; b ■, c\ Scc in codficien- 
te A s o, ex omnes, prxter eam qua; reliquarum fumma: ponitur xqua- 
lis , ex. gr. prxter a , habebunt, in valore ipfius a figna contraria iis» 
qux habebant in ipfo cocfficientc A, ut patet per regulas mnfpofitio^- 
nis. Ex. gr. fit 

% A 


1 . 
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As os a -*-b — c->r- d — e -+. 8cc 

erit 

a zs ~-b-\-c — d-*-e+f—g — Sic. 

70. Scmper igitur rrftangula poft fubftitutionem valoris pro «, habebunt 
figna oppofiu iis qua: prius habebant. Quod ut pateat , ponatur fumma 
omnium 

a -\-b — x zs A 
fumma fagorum ex binis erit 

a ( b m) bx. 

Et quando 

A sS o ss * -t- b a , atque ideo V zs b ■ 4- <* 

fit 

a(b *) ZS ( b -4- «) (- 4 - b «0 ZS — ( b •)* SS bb ■+■ lxb «« 

. . t , « ‘ * 

Habent ergo bx in fumma faftorum ex binis, 8c-f-A*.in valore prioris 

partis a (b <*) invento per fubftitutionem , figna contraria j Se ha£lenus t 

fupercft 

B es bb-t-bx u. 

Cum autem fit bb ad bx ut bx ad <*<*, eft bb -t-«* major quam zbx,Si for- 
nus quam bx. Eft ergo bb -4- bx — . ** quantitas legativa. 

Ponatur nunc * 

■ — — a ZS — e • 4-0 

eft fumma faftorum ex binis , erit 

a(b f- 4 -/ 3 )- 4 -£( efi 

Quia vero eft * ZS — £-4- e / 3 , erit prima pars hujus fa&i, id eft 

4{b — ss C — b-*-e — P) (+b — e- 4-3) zs — (-4 -b — e -+-£)* ss 

— bb 1 b( — r-t-|8) cc + icfi — ( 5,3 

Habent ergo -t-b( e -4-/3) Se — eft in fumma faftorum ex binis, Se 

. — b( — e -4-/3) ac-4-c3 in valore prioris partis a^b f- 4 - 0 ) figna con- 

traria, & ha&enus fupercft 

B ZS . — bb - 4 - bc bfi ce -4- c /3 / 3/3 

ubi 
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ubi quantitas ce .+. icfi — /3/3 probabitur negativa, ut fupra. Sed, pe» 

idem ratiocinium cll 


bb ad b(— f -4- 19) ut £(— c •+■ fi) ad (— e ■+. fi)* 

arqup ideo • „ 

bb<+- (— c -f. /3 )* major quantitas qtum i3(— r+| 3) 

ergo quantitas negativa erit . . 

bb i£( c •+■ /3) ff -+- icfi /3/3 

& fortius, quantitas 

bb -4- £(— c-b fi) cc -t- e fi fifi 

in qua dimidiata pars quantitatum pofitivarum fumta eft. 

Conflat hoc ratiocinium extendi pofle in infinitum , ponendo utcUnque 
, / 
primo fi s 27 d +7 y ; deinde y zs +7 c +7 t & c. 

71. Quare oflcnfum efl id quod propofltum fuerat N« dtf. 67. & quod 
huc recidite 

Omjus aquatio carens fecunde termino , habet tertium negativum, fi omnes ejus 
radices funt reales. v ^ 

71. Quare, fi xquitio' car««* ■<WUH8b rtriflffio habet tertium terminum 
pofitivum, ea habet aliquot, faltem, radices imaginarias. 

Hoc necefiaTio fcquhur ex demonftratis. Tamen fic oflendi poteft. 
Quando fecundus terminus evanefeit, 'eft 

B ZS — bb -f- b * tus. (N°. 70.) 


Ea quantitas tunc erit pofitiva, quando <*« eft minor quam ba bb. Sit 

■ergo 

. • 0 1 

tta — b» bb cc , erit * zi — ir — v^( 4cc) 


qux quantitas eft imaginaria. 

7j Neque tamen dici poteft, fi.qux fint radices imaginarix in xquatione 
qux caret fecundo termino, ea habebit tertium pofitivum. Nam xquatio * 
quxvis 

* -t- Ax r 1 -+- Bx r 1 -4- Cx r 3 8c cao 

ducatur in Fadorem trinomialem , cujus radices funt imaginarix , & cujus 
formula eft 

1 Tom. II. D A** 


Digitized by Google 



16 COMMENTJRIVS 

x 1 -f- v»x •+- mm -4- nnp zz o 
fiet 

p ♦ 

x r * 4_ ' -4- Ax r ~*~ 1 -4- Bx r -4- &C 

-+-zwx” H ' -t-zwAx r -4- Cee 

-4 -mmx _t- 8cc 
-+.»»/x r -+. Cee 


in qua , ut evanefeat fecundus terminus , efle debet A ea zm } quare 

I ioncndo in cocfficiente tertii termini ^mm pro-*-zwA , is, deletis de- 

endis, fit 

B ]tnm -+- r.np 

& fieri poteft ut B •+■ mip fit major, vel minor, quam 


Sit 


Vel, ex N°. 70, erit B quantitas negativa fi «« eft major quam b * bb\ 


— bx bb-hcc-. Se ideo x rz ~ ±T — jbb ■+■ ^cc) 


fieri poteft ut ybb -j- ^ce) fit imaginaria, nempe fi 3 bb majfcr eft 

quam 4ff. Ergo xquatio habens terminum fecundbm evancfccntem , Ce ter- 
tium negativum’, 'habere poteft radices imaginarias. 

. 74. Ceterum , fi fumma omnium radicum A ae o quia radices fc de- 
llruunt binx, ternx, Cee; fumma faCloruar^x binis Bj ex ternis C; er 
quaternis D j Cee. libera erit a tot radicalibus diverfis , quot funt xquationes 
oriunda: ex radicibus fe dcftruentibus j fic fi fumma radicum fit 


A =: fl + f + f + (/+e+/-f^+4+i+l:+ Cee 

ad numerum »», & ponatur una a aequalis fummx reliquarum omnium, erunt 
in fumrnis Bj Cj Di Cee. m~ — \ radices diverfx. 

Si fit 

a =J b — fi d ea c — f — g\ h ea — i b — l — p ■, ita 

ut habeantur xquationes ad numerum », minorem quam w, erunt infum- 
mis Bi Cj D; Cee., m — « radicales diverfx. Quia nempe totidem ex- 
terminantur, pro iis ponendo valores fuos. 

7f. Prxterea in valore quantitatis B invento ad N«">. 70. ex generali hy- 
potbcfi quod A ea o, tot delentur fa&a ex binis, quot funt xquationes pe- , 
culiares nihilo xquales per hypothefim. Sic erat 
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B 53 — Ib — b{e J r-d J t-e J t-f^r-g J t-h J r-i ’t-k J r- &c) 

— CC — c{d-\-e 4- f J r-g J r- %+- /-t— &C) 

—dd—d{e+-f4-g J r-b+-i J r-k+- 8cc) 

— te — e{f->r-g +- A 4- * 4- k+- &c) 

—Ccc — Scc. 

Si nunc fit d-\r e-{-f s o s J+- /+- ^ "i - & c 
. delebuntur 


b(d 4— e^-f-h-g+- A 4— /4— A &c) 53 3 (o- 4 -o) S4 
<■ (</+- e+- /4— £+- A+- /’ -t - £+■ &c) — 
d (A +- i +- * 4 - &c) s e (h+- /+-*+- 8 cc) 8 cc. 

& fupererit omnino 

B =3 ib — bc — ce dd d{e+-f+-g) te — e (f-^g) &c 


7 6 . Quapropter fi bime fe 'deftruant, manebunt fola quadrata. Tunc au- 
tem neceflario radicum numerus eli par. Conllat autem hujusmodi mutatio- 
nes in valorc ipfius B , non infringere vim ratiocinii tuperius allati. 

Hinc etiam , xquatio rationalis nullum habens coctficicntcm iractum, nul- 
lam habet radicem tradam.- 
Nara fi elt 


p * ' A- 


Si eft 




m 

n 


** • • • » 

ftatim cocfficiens termini fecundi fradus eft. 




m 

n 


rd 

n 


•erit fradio — ' in B coefiicientc tertii termini 

nn 


Si una fradio fit aequalis pluribus, ut fit 
A 53 4- & 4- e4- .. 


m p r # 

i t- — — . — Jvcj 

n q i 


_ „ m 
Sc fit ~ =3 
* 


— +- ~ 4- Scc 


erit in B fradio 
D i 
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Dertionftratum cft N« 10. zi. quod «quatio cujus omnes radices funt 
affirmativx, habet terminos alterne pofitivos & negativos } & quod sequatio 
cujus radices omnes funt negativx, habet omnes terminos affirmativos. 

78. Neque tamen dici poteft, aequatio cujus figna alternant , habet omnes 
radices pofitivasj quia poteft habere radices imaginarias, qua: neque pofi- 
tivsc funt, neque negativx,- 

Nam xquatio quadratica forma: 


xx *x.- 4 - A 30 

habet duas radices imaginarias, quando cft aa minor quam 4A. Si plurcs- 
aquationes hujusmodi, in quibus coefficientes fecundi termini fint — 

i — j,; s- r &c. , & ultimi termini Cnt - 4 - B } +- C } -4- D 1 4- 8cc.,. 

inter fe ducantur, conficient compofitam , cujus omnia figna alternabunt, 
ut conflat e fuperiore demonftratione. 

7P. Poteft igitur hujusmodi xquatio oriri tum e radicibus realibus , tunti 
e radicibus imaginariis, quin ex aquationibus fimplicioribus , quorum ali- 
qua habeant radices reales, aliqux imaginarias. 

80. Aquatio rationalis gradus imparis habere nequit omnes radices for- 
ma « 4 - »*'/>, (N*. 54.) 

81. Omnis xquatio gradus imparis, cujus figna alternant, habet ulti- 

mum terminum negativum. Sit enim zr+-i exponens altiffimi termini, 
hxc xquatio habebit terminos numero zr- 4 - z. Ultimus ergo occupabit 
fedem numero parem , conftabit ex impari Fa&orura. numero , quod etiam 
conftat exeo quod ultimus terminus fit fadhim ex omnibus radicibus} at- 
qui hx habent omnes fignum m Faftoribtis fimplicibus. Ergo &c. 

8z. Omnis xquatki gradus paris habet in eadem hypothefi , ultimum ter-- , 
minum pofitivurm 

8}. Si omnes aequationis radices funt negativx , atque ideo omnes Fa£lo- 
res forrax. 

x-bf» 3; o 

Omnes termini erunt pofitivi. (N« zo. zt.) 


Sed cum radices quadraticx femper fint binx, xquales Sc oppofitx j bi - 
narum fadtum, ut omnia figna fint pofitiva, efle debet forrtix 

XX -t-px + q =: o 

cujus radices funt reales fi i- pp fuperat q , fecus imaginarix, xquatio cu- 
jus omnia figna funt pofitiva, habere poteft radices vel omnes reales, vel 
omnes imaginarias, vel partim reales, partim imaginarias. 
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84. Ergo aequatio cujus omnia figna nec alternant necjmfitiva funt, ha- 
bet aliquot radices pofitivas, aliquot negativas; aut omnes imaginarias. 

8p. /Equario quadratica oriri poteft ex duobus Fa&oribus rationalibus. 

fi ejus Factores fint imaginarii formae 
xir«-+-»v' — p =3 o, 8c*irw — — p =3 o, 

orietur xquatio 
x l ^7 awx -+- tum ■+• tmp. 

Si ejus F a&orcs fint reales , & formae 

x+;m-i-tiVp z2 O; x+rm — nJp o; 

orietur xquatio 
jf*j; wi + w tm nnp =t o 

86. Harum cquationum termini ultimi differunt quantitate 2 nnp. 

87. Aquatio quxvis. 

x* A.v” 1 Bx" * ■+■ Cx" 3 - 4 - Dx* 4 Nx + O s o > 

du&« *n Jt + »j fit 

+ AX--4- Bx—^Cx”- r + Dx"— E x*“ 4 ...^Ox^O=:o 

-4- * -+- «A- -t- *B -4- aC + *D -K»N 

88. Qua propter, fi xquatio propofita refolvi poteft in Faftorcs, erit. 

A es a 4 — (3 ;B ee 3 4— (ia ; G es r 4— fice 

ponendo a ; ij .r &c. cfle coefficicntes sequationis uno gradu inferioris 

x" 1 4- ax 1 4-* bx 3 exr 4 4 - fice ... p es o 

& hanc efle du£tam in x4- 3 , ut conficiat propofitam ordinis h. Hocra— 
tiocinium profequi licet quamdiu xquatio refolvi poteft in Fa&ores. 

89. Omnis xquatio, cujus radices funt reales* refoluta in-factores con« 
oipi poteft;. ut confiat cx terminis. Concipi inquam poteft,. non refolvi , 
quia latet adhuc methodus generalis determinandi. radices xquationum cx. 
earum coefficientibus/ 

po. Si xquatio habeat omnes radices reales, 5 c cx ea cxcrccrpantur tres 
termini continui, quorum primus & ultimus habeant eadem figna, femper 
faftum c coefficicntibus primi 5c ultimi termini cx excerptis, majus eric 

D 3, V*'- 
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quadrato coeflficicnte termini medii. Nam ex aequatione ordinis » excer- 
pantur tres termini continui 


L r: I+- *k i M a » 4 - i/j N = «•)-»»! &c 

ideft , quivis coefficicns propofitx conflabit ex duobus coeflficicntibus conti- 
nuis aquationis ordinis n 1, altero ut erat, & prxcedente du&o in ra- 

dicem realcm a. Quare 

LN s // -i- ak) In ■+■ a!m -f- atik .+- aaim 


MM rr.m ■+■ txlm ■+■ a«// 

Eritque LN minor quantitas quam MM, fi In minor eft quam tmtt , & 
ent minor quam alm vel nk , quam lm cc aukm minor quam «a//, vel km 
minor quam U. Sunt autem k ; i, m-, coefficientes aquationis inferioris, 
nempe ordinis n t j qui finguli conficientur cx coemcicntibus aquatio- 


nis inferioris & ordiuis n i, duitis in radicem realem 0> fiquidem xqua^ 

tio propofita radices omnes habet realesj & fic progrediendo per radicei 
rcales deveniemus tandem ad aquationem quadraticam 


in qua, fi fit minor quam «*, vera erit propofitio de aquatione trium 
dimenfionum} atque ideo de aquatione quatuor dimenfionum &c> cum ve- 
ritas propofitionis in aquatione ordinis », pendeat ab ejus veritate in aqua- 
tione ordinis n i, &c. 

Atqui aquatio quadratica, fi duo termini extremi habeant eadem figna, 
donari potclt hac forma 


X 


+- Jf* +C 
~ -i 


cujus radices funt 

t (*ra — 4<ty * ±T 1 ^ (« — 4^> 

- ii ii 

quae reales non funt nifi fit nn major quantitas quam 4^5 Ergo fortius cfl: «t 
major quam quando radices ejus aquationis funt rcales. 

,, px. Hxc autem propofitio converti nequit. Sic aquatio 
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#« -+. 4 j»v* -t- <Sw’.v’ .+. 4w’x -f-»/ 4 »<p* ~ a 

in qua pono mm majorem quam «#/>, ita cft conftituta ut i . 6m' fit minor 
quam ipn . jpn zz 6m' > St \m .4/»' =: »6to 4 minor quam 6m x . 6ra' ~ 
ac 6m x [m' w 4 p ) =5 — < 5 w»Vp ; minor quam — i6m 6 . Ta- 
men ea xquatio duas habet radices imaginarias x -4- «*-+-» V p — 0 Se 

x-4- m n V p. 

Si vero termini extremi xquationis quadraticx, ad quam tandem deveni* 
tur,. haberent figna contraria, nihil pollet confici, Nam xquatio 

• • * • • 

»x - — ? t 

xx ^— t 

habet radices femper rcalcs 

x r-t- (nr -4- 4*0 g. x ■) ^ (m -4- 4c\J) 

” 2/ 2J' 

feu fit m major feu minor qnam 4/^ 

p2. Ut indicarem duos terminos continuos, r.rmm, & r-4-1... tmm, ha- 
bere eadem figna,. dixi N°. 23. efle lignorum fuccejjionem ■, ut explicarem duos 
terminos continuos habere figna contraria, dixi mutationem j nunc fucceflio- 
nem vel mutationem ambigue vocabo ftgr.orum relationem. 

9 3. atquatio ordinis n habet n fiflnorum relationes : confiat ex N°. 23. 
P4. yEquatio ordinis wj xjuam dicam componentem, dufta in Fa&orem 
fimplicem fiormx x a , dat xquationem ordinis »-4-1, quam vocabo 
compofiram, in qua termini funt numero n- 1- 2 •, lignorum relationes «-*- tj 
& termini quorum coeflicientcs confiant duabus partibus, numero », Nam 
hsec xquatio compofita confiat duabu sferiebus, quarum una 

n- 4 -i . n r, n 1 _ n 1 ~ n 5 _ 

X Ax -4- Bv -1- C* -4- Dx -4- R.v 

e fi ipla componens . 

n , n 1 n n 1 n > n 4 _ 

X -4- A.v -4- Bv -4- C.V 3 -4- D.V * .... -t- R 
du&a in x. Altera vero feries 

ir ax K +r *Ax r 1 i* «.Bv" " £■ «Cx-T 3 +7 «Dv" 4 ... ir «R 

cft eadem componens du&a in <*. Ita vero difponendx funt hae feries ut pri- 
mus, fecundus, tertius Scc. terminus fecunda: ferici fubfic ordine, fecundo, 
tertio, quarto &c. termino primx. Hinc ultimus terminus «R fetundx 

feriei fcquetur ultimum Rv primx, ut primus v”" 4 " 1 primx prxccdit pri- 

mura 
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mum ctx” fecundx. Igitur primus & ultimus terminus compofitx funt in- 
complcxi; reliqui omnes complexi £c quidem duabus partibus. Omnium 
autem terminorum numerus in compofita eft n -h.z; ablatis duobus, primo 
& ultimo qui funt incomplexi, manet complexorum numerus», qui pari- 
ter eft numerus relationum lignorum in componente. 

Pf. Quxcunque fit relatio Ggnorum in componente, manebit omnino 
eadem , fi componens multiplicetur per quantitatem incomplcxam fcu po- 
fitivam, fcu negativam} Tcd in prima hypothcfi figna manebunt in fa- 
fto qualia erant in componente; in fecunda hypothcfi figna pofitiva muta- 
buntur in negativa, & negativa in pofitiva. Patet ex legibus lignorum 
in multiplicatione. 

96. Igitur tot & iisdem locis erunt tum fucccffiones tum mutationes in 
fado , quot & quibus locis erant in componente. 

97. Atqui componens prius ducitur in x, qux quantitas femper eft po- 

fitiva. Igitur tot & iisdem locis prima feries compofitac habebit mutatio- 
nes & fucccfliones , quot compofita, fi numerus locorum computetur ab 
altiifimo termino in utraque. Si vero confiderentur exponentes ipfius x, 
hi erunt in prima ferie compofitx aufti unitate , ita ut fi exponentes duo- 
rum terminorum fint n r, Sc n r 1, atque hi habeant eadem 

figna in componente ; termini quorum exponentes funt n — r ■+■ 1 & n — r 
in prima ferie compofitx habeant eadem figna. Si vero termini quorum 

exponentes fuftt » p & n p 1 in componente habeant figna 

contraria, termini quorum exponentes Tunt n p 1, & n — p, habeant 

figna oppofita in prima ferie compofitx. Et quidem eadem erit mutatio in 
Utraque; id eft vel e in n-, vel c -+- in . 

p8. Idem conflat de fecunda ferie compofitx, fiFaSor fimplex fitx-4-*. 

j>p. Cum autem termini fecundx Teriei in compofita uno loco promovean- 
tur finguli, dum fecunda feries jungitur primas ut compleatur xquatio com- 
pofita, conftat tot futuros in compofita coefficientes complexos, quorum 
partes habent figna oppofita, quot iunt mutationes in componente; & hanc 
lignorum oppofitionem accidere in iis terminis compofitx qui habent eosdem 
exponentes ac primi termini fingularum mutationum in -componente. Tot 
autem in compofita erunt termini complexi , quorum dux partes hAent 
eadem figna, quot funt fucccffiones in componente ; & hxc lignorum ftmi- 
litudo locum habebit in terminis compofitx, qui habent cofdcm exponentes 
ac termini fucccflivi in componente, prxter ultimos cujufquc fucccflionis. 
Ex. gr. fit componens 

*» -4- A* 8 -*- E.v r — Cx' — D.v* Ex* — Tx' -+- G.v' — H.v — I o 

in qua funt quinque mutationes, prima ex -+- B.v 7 in C.v®; fecunda ex 

* — Dx» in -i- Ex* ; tertia -t- Ex 4 in Fx’, quarta ex Fx J in-t-Gx 1 ; 

quinta denique ex -r- Gx* in IIx. Igitur primi termini fingularum mu- 

tationum, habent exponentes 75 f, 4; y, 1. Termini, qui in compofita 
ex hac & x -4- « habent hos eosdem exponentes , conflabunt duabus parti- 
bus oppofitis. Exponentes terminorum fucccflivorum in componente, funt 

. • 9i 8; 
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9; 8 ; 7 . & 6 ac f, & 1 ac o ; hinc demtis 7 ac f, (qui funt commune* 
his terminis ac primis Ungularum mutationum,) & o, (qui cft exponens ulti- 
mi termini,) manent p; 8; 6; i; exponentes terminorum conflantium duabus 
partibus fimilibus in compofita ut iupra. Revera compofita eft 



x'° 


-+- A 

* 4 “ * 


X 9 


B 

-+- «A 


x* 


- C 
-t- «B 



-♦- E 
- «D 


x* 


_ F 
-t- «E 


x* 



_ H 
-+- «G 


x 1 



=; o 


100. Si vero Faftor fimplex fit x «, qux diximus de prima ferie, 

huc repetenda erunt ; fed in fecunda pro fignis pofitivis lcribenda erunt 
negativa, & contra. Sic eadem «quatio novem dimenfionum multiplicata 
per x *, fiet , 


x'* 



-C 
— *B 


x' 


-D 
-f- «C 


-4- E 
-+- «D 


x* 




— H 

— aG 


x x 


— I 
- 4 - «H 


X -4- ai ™ O 



tot. Quapropter ubi erant fignorum oppofitiones in prima hypothefi, 
erunt fimuitudines in hac fecunda; & ubi erant fimilitudines , erunt oppo- 
fitiones. -~- 

Sic exemplum prxbcbat tcrnynos in quibus x habet exponontes p; S; 4; r, 
conflantes duabus partibusImiuiBus ; & cos in quibus x exponentes habet 
7i f> 4> -Ji 2 > conflantes duabus partibus oppofitis , quando nempe propo- 
fita du&a erat in .v-4-*: nunc', (eadem propofita dufta in x — *) termini, 
in quibus x habet exponentes p> 8; d; 1, ccnllant duabus partibus oppofi- 
tis } & termini, in quibus x habet exponentes 7) f; 4; 3; 2, conflant dua- 
bus partibus fimilibus. 

ioz. Una radix negativa addita aequationi ordinis «, ut fiat «quatio or- 
dinis »-*-!, addet unicam fucccffionem. Et una Tadix pofitiva unicam 
mutationem. 

Nam, quatenus exdem funt mutationes & fuccefliones in compofita ab 
altiffimo termino x’ ,-t ~ l ad pcnultimum Sx, qure funt in tota compofita, 

nempe ab ejus nliiflimo termino x” ad ultimum. S 5 fi radix ell negativa, 
una additur iucceflio in compofita, a penulumo termino sx ad ultimum a S, 
qui tunc' femper habet idem fignum ac ultimus componentis, aut pcnulti» 
mtis compofitx. lloc autem accidit. 

Primo quando omnia figna componentis funt pofitiva. 

Secundo , quando funt quidem ligna tum pofitiva tum negativa; fed eft 
femper « minor quam cocfficiens unius termini ex componente divifus per 
cocfficientcm termini procedentis pariter e componente defumti. Quan- 
Tom. 11 . ■" E Jo- 
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B C D 

doquidcm fi eft «minor quam Aj & quam ►- } Sequam — ; te quam — 

A 'U £j 

Scc ; erit pariter «A. minor quam B> «B minor quam C} «C minor quam 
D Scc. Igitur in compofita praevalebunt figna feriei fuperioris, qute funt 
eadem ac figna componentis (N°. P4.) 

loi. Sed quando radix eil pofitiva, ultimus terminus compofirte habet 
lignum contrarium ligno quod habebat ultimus terminus cpmponentis : hoc 
autem lignum idem clt ac lignum penultimi termini compofita:. Quare in 
hac hypothcfi addita ell compofita: una mutatio a penultimo termino ad ul- 
timum. 

•* . . 

iF.quatio multiplicata per Fa&orem x—u habet ab altilfimo terminox 
ad penultimum Se easdem fuccefiiones & mutationes quas habebat compo- 
fita, quando praevalent omnia figna feriei fuperioris (N°. rooj 

io?. In hac hypothcfi compofita habebit mutationes & fuccefiiones iis- 
dem loois , in quibus eas habebat componens. ' 

104. Qua: diximus de toto inulliguntur de parte. Tot funt termini in. 

compofita ab altifiimo x B "*~ T ad aliquem (F..*E)x” r " l_I , quot in compo- 
nente ab altilfimo x” ad F.v B Quare tot cfle poliunt mutationes Se fuc- 
cefiiones in compofiti, quot in componente, intra hos limites. Quod ubi 
accidit nulla neque mutatio neque fucceflio introdu&a eft in compofita, ut 
patet ex terminis. “ . • 

ioy. Neque mutari poteft relatio lignorum in aliquo compofita: termi- 
no , nili is conflet duabus partibus oppoiltis. Hoc autem ut accidat, quan- 
do Faftor ell .v-v«, aut radix negativa, neccflario duo termini continui 
xquationis coniponentis habebunt figna contraria. Sint ergo duo termint 
continui aequationis componentis 

* «r ... 

n — r n- — r — I 

4- wx Gx 

« 

vel pro fecunda hypotheB 

• + 

w ’ ■ “T n r 1 

— t X -4- Gx. 


e quibus & c termino praecedente .. Ex" 


x-4-«, duo termini continui compofita: 

. t?” — r-t- 1 

4 Fx 
... «E 


fiant multiplicando per 


G.v 

«F 


vel pro fecunda hypothcfi. 


— Fx 
... «E 


-t- Gx 
-«F 


totf. 
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io 6. Quando autem Faftor eft x <*, aut radix' pofitiva terminus 

compofitx habcbic duas partes aftc&as figno contrario, quando duo termini 
continui ex xquatione componente habent eadem ligna. Sint ergo duo » 
termini aequationi? componentis . 1 . • * - ' • • . ’ . ; 


Fx 


Gx" 


vel, pro fecunda hypothefi 

, u_Fx ,— "■ - Gx" — 


e quibus, & e termino prxcedente .. Ex”' 
x » , duo termini continui compofitx 


‘, fiant multiplicando per * 


Fx 

... «E 

♦ 

vel, pro fecunda hypothefi 


Gx” r 
■ «F 


Fx "* — r ~*~ 1 Gx" — r • 

... *E ° «F 

* . < , 

k nulla fiat mutatio in primo horum terminorum , fed ca fiat in fecundo 
tum N». tof. tum N». io<5.‘ 

«, • G 

107. Eft ergo «F major quam G, atque ideo a major quam —i&quan- 

* . . v ’ ' * „ 

do radix eft negativa, mutatio qure erat in componente ab ±7 Fx ad 
'51 Gx” r 1 N". ioy. fa&a eft fucceflio in compofita } quandoquidem 
ponendo * 

-r- F .. «E =:-»-/& — G+»F zz -r- g , 

• . » 

termini compofitx fient’ 

e n < -f- 1 n r 

• ■+/* •+** , 

vel pro fecunda hypothefi . . 

. * 9 . 


* i n — r 

-gx . 


•jo$.'At quando radix eft pofitiva, fucceflio qux erat in componente 

n+zVx” r ad ±r Gv” r 4 (N°. iod.) fa&a eft mutatio in comppfita , 
fiquidem, cx fuperiore denominatione, termini compofitx fient 


• » 


£ 1 
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+/* -i* • ... 

vel pro fecunda hypothcfi 

vii 


* 


-*-g* 


lop. Nunc dico aut, quando radix eft negativa, nullam aliam fucceflio- 
nem introdu&am ede in compofita } aut fiquie prsetcrca mutationes compo- 
nentis verlse fint in fuccefliones in compofita, viciflim totidem fuccdfao- 
nes componentis verfas ede in mutationes in compofita. 

Aut enim termini fequentes componentis habent eadem figna ac terminus 


G.v 


, aut funt qui figna habent contraria. 


Si omnes habent eadem figna, erit reliqua componens 

- H.y” l - Ix”" r -“ 3 - Kx* r ' ’ 4 _ Lx”- r - 5 ... -Qx' - R.v — S 

vel in fecunda hypothcfi 

-4-FU” - ' '“Vix" - ' r— ! +Kx’’“ r ~ 4 + La' ,_ 7~ ! -+Q*’+R*+S =J o 

* • 

unde fiet xquatio compofita, addende terminum prxccdcntcm 

U^- r l r i V 3 T 


-Hx —Ix — Kx — L.x* 

— aCr — «H — ot I — «K 


.. — Qx’ — Rx' -c- Sx o 


_£*’ r -+-Hx nr '+lx n ’“ + Kx 
-+-*S., -+-*H -*-*I 


aut in fecunda hypothefii * 

n r-x rr n.r.^ x ^ + ‘ Rx 


Sx 


... -4-Qx' -t- »v.v -t - ^ 
+aK -+- aQ_-H " ° 


ubi finguli termini condant duabus partibus habentibus eadem figna, & nul- 
lam patiuntur mutationem. Erat autem mutatio in componente a termino 

Fx” r ad terminum Gx" - ' 1 ; & cft mutatio in compofita a termino 

gx" r ad fcquentem. Tot autem funt termini in compofita quot in compo- 
nente , a termino cujus exponens elt n r—i ad ultimum inclufive. Ergo 

in utraque a termino cujus exponens cll n r ad ultimum inclufive, una 

cd mutatio, & idem fucccflionum numerus. Una ergo addita cft.fucceflio 

in compofita a termino fx ,H_I ad proximum gx” r . 

Si qui termini habent figna contraria , ita ut reliqua aequatio componens 
fit 




l -Ix” 


• f ~ 3 - ... Mx* r 1+, +Nx’ l_, ~ 5 ... -»-Qx’- 4 -Rx-t-S 

-+.H* 


. vel in fecunda hypothcfi 

• -v * < -t 
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V 


+Hx n r r ~ l +lx a - T -' M x 


n — r — i-f-r 


- Nx”~ r— 5 . . . — Q* *— Rx— S 
atque ideo compofita 


* — Hx” ' 1 — Tx* ' 2 


■ Nx" ... + Qx> + Rx'- h S* 


— *G — «H ... — «M ... -+- »P -+- «Q, -t- «R - 

vel in fecunda hypothefi 


■ «S 


n r — [-+-I 

H i-*M — _«Q^_«R 


... - Nx 

— G 


,.._Qx’_RxVSx 

• ' o n-«=; 0 


aut prxralebunt figna fcrici fuperioris, aut figna feriei inferioris in termi- 
nis quorum dux partes habent figna oppofita. 

Si przvalcnt figna feriei fuperiori», tot erunt ip compofita mutationes & 

fucceffiones a termino gx” r ad ultimum quot in componente, ut patet 
e fuperioribus. . . 

Si prxvalent figna feriei inferioris , fiet xquatio compofita 



u — r — ;-4-l ‘ n-r-j-t-1 nr-f 

_«X +IWV — OX -f 



• atque una erit mutatio totidemque fucccflloncs tum in compofita tum in 
component* a termino cujus exponens eft » — rad terminum, cujus expo- 
nens eft n r s-*- i. Pariter una eft. mutatio in utraque a termino cu- 
jus exponens eft n -rj 8c ab hoc termino ad > ultimum totidem funt 

fuccefliones in utraque. Ergo rurfus una eft in componente introdu&a fuc- 
cedio. Idem per Te intelligitut de altera hypothefi. 

Tandem quatehus alternant termini in componente, ab illo qui primam 
patitur mutationem in compofita, rurfus in hac nulla nova fucceflio intro- 
ducitur, quia alternant pariter in componente, mutatis fignis , quod con- 
flat e fuperioribus. Sit enim componens , fignis alternantibus ad terminum 
usque cujus exponens eft n r — s , 


-Fx' 


n r r, H r— — I . . n r z T n — r 3 .. » r 4 e , 

— Gx Hx — Ix 3 ■+- h.v ’ — 6cc. 


/ n — r- 4 -l /«i n — r » » 

./x — Gv -+- Hx 


Hx 

unde compofita 

L _Ix”- r - 1 


«F 


— »G 


«H 


- 1 - Kv* r 3 — Scc. 
— «I -+■ &c. 


,.Sc fit , per hypothefira , * major quam S . e rit fortiqs « major quam 

Sc quam i- } & quam — Sic. (N°. po). Pratv alent ergo figna feriei infe- 
tioris, & compofita fit 

e 3 +r* 


•v 
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. n — r 1 , »~ 

tx — kx 


-t &c.. 


& in utraque totidem funt mutationes a termino cujus exponens eft» r 9 

ad terminum cujus exponens eft n - — r — s. 

no. Sed, quando radix eft pofitiva, aut nulla alia mutatio introdudU, ■ \ 

eft in compofita •, aut fiqum prarrerca fuccefliones componentis faebse funt 
mutationes in compofita , totidem viciflim mutationes componentis fa&se 
funt fuccefliones in compofita. 

Aut enim fcquentes in componente termini habent eadem ligna ac termi- 
nus Gx” r * aut fimi qui habent figna contraria. 

Si omnes habent eadem figna, erit reliqua componens, in prima hypo- 
thefi, quam folam perpendifle fufficiet. 


- 4 - Hx" r 1 -+- Tx" ' 3 - 4 - Kx" ' 4 Lx”~^_ 5 ... - 4 - Qx* -t- R* - 4 - S 

unde, multiplicando per x «, & addendo terminum praecedentem, fiet . 

compofita 

% 

♦ 

— gx "~ %-H x”~ r ~ '-4-Ix* 1 -4 -Kx"~' 3 -4-Lx”£ 4 ...-4-Qx , --4-Rx , -4»Sx <J 
— «G — «H — «1 — «X. — *P — »Q_ — «R * 


r n — /-+-f n 

►/* -gx 


r . n—r — i . n — r — i 

—kx —tx 


in qua prxvalere debent figna ferici inferioris, quia pofita eft • major 
G . . G H I K L .. f 

quam •— , & quantitates >ri pt » r; > T •» p &c. femper dccrcfcunt 
r r O n 1 y K * 

per N 1 ?" 90. Quare lier compofita 

_i x n - r -~l-?x H Z-K. . gx’-rxVrx-«S 

tot autem funt fuccefliones in compofita quot in componente a termi- 
no cujus exponens eft» r ad ultimum} tot erant mutationes fle fuc- 

ceffiones in compofita ab altiflimo termino x" - * -1 ad fx' r ~*” 1 quot in 
componente ab altiflimo termino x ’ ad Fx” r . Una ergo fupervenit mu* 
tatio*in compofita a termino /x" r * +_I ad terminum fcquentem^x” r . 

Si qui termini habent figna contraria, ut fit arquatio componens 

• m K 

k — r n — r — 1 rT »«-r — 2 T r — r — 3 . a — r— 5 VT n-r-s-i c 

-4-Fx - 4 -Ga; -f-Hx • -f-lx — M.v VNx 

unde fiet compofita, retinendo primum terminum N'. ic8. 


r n — i-*-i _ n r , . r — r — i , » — r — i .. »-r-j-+-l ... ari - 

-4-/x 4 -CiX -4 -Hx - 4 -Ix ... — M.V - 4 -Nx - 4 -flec. 

- 4 -«M — &C. 

id 


— »F — «G 


*H 


— «L 
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id eft, qu : a a termino cujus exponens eft n r ad terminum cujus expo- 
nens eft n r j-*-i iuclufive, praevalent figna inferiora (N 0 . jo.j , & 

.duo fequentes conilam partibus fimilibus , 


t: — r+I *- 

r -+■/* ~i x 


er» 

—bx 


-r — I . » — r — i * — r— i 

— tX — ... — MX 


-t-fix”' r 'irSec. 


Tam totidem funt fucceflioncs in compofita ac in componente a termino 

cujus exponens eft » r ad terminum cujus exponens clt n — r r-+- 1 . 

In trtraque eft mutatio a termino cujus exponens eft « r s ■+■ i ad 

lequentcm cujus exponens eft » — r i > 6c in componente r«rfus muta- 

tio eft a termino cujus exponens eft » — r — s ad fequentem. Hac mu- 
tatio, aut iit fucceflio in componente, fi nempe fit -+-«*" r -t-ox K r ‘ 1 
& comnenfabTt mutationem jam introdu&arn -t- fx " ' ' —gx'~ r t aut ma-' 

nebit mutatio , ita ut iit. 


»x 


■ ox 


Tunc autem in omnibus terminis fcqucnnbus prxvalcbunt figna inferiora. 
Eruntque duo ultimi termini compofita: vel 


-+- S.x 
— «R. 


*S vel 


~Sx 

•+■ «R 


. «S 


qui, prxvalcntibus fignis inferioribus, habebunt fucceilioncm , qux com- 
penfabit novam mutationem introductam. 

Quatenus vero pergunt alternare termini componentis, alternabunt etiam 
termini compofitx, qui finguli conflabunt duabus partibus habentibus ea- 
dem figna. Ergo &c. • 

ni. Sit nunc (+: G " «P) x”~ r ~ o, terminus prxcedcns & terminus 
fequens habebunt figna contraria, quare feu ponatur -+- fcu— — pro termino 
evanefeente, femper habebitur una fucceflio fic una variatio. 

Subfumfimus terminos, quorum exponentes funt in compofita» — r-»-i 

& ff r i habpre femper figna contraria, qtiando nihilo xqualis clt 

terminus cujus exponens eft » r. Hoc autem fic probatur. 

ui. Si compofita multiplicatur per Faftorem x *, ‘vel fi riova radix, 
inrrodu&a eft negativa, duo termini continui componentis, e quibus con- 
ficitur terminus evancfccns compofitx, neceflario habent figna contraria. 
(N". iof.) Igitur tres continui termini sequationis componentis efle pof- 

funt. * 

I» 

^.Fx Gx +- HV 

unde tres compofitx termini 


-4- Ex 



COMMENTARIUS . ' 

r, n — r>+-i n — r r , ■ — r — i 

-4- Fx — Gx -+- Hx 

...«E -h<*F — «G 

I I. 


—Fx”~ r -i-Tix’‘~ r ~ l — 

unde tres compofitx termini 

-Fx^ + Gx^-Hr’ 

...«£ — «F -4- «G 

III. „ 

-4-Fx” _r - Gx”~ r— 1 _ Hx K_f_l 
unde tres compofitx termini 

- Gx”~ r _ Hx^-' 

...«E -t- «F — «G 

I V. 

— n — r _ » — r — i . . n — r — i 

— Fx -4- Gx -4- Hx 
unde tres compofitx termini 

x -+- Gx 4»Hx 

...«E — »F -+- «G . . 

tt j. Quando autem xquatio componens multiplicatur p.erFa&oremx— *, 
rei quando pofitiva eft nova radix introdu&a, duo termini continui xqua* 
tionis componentis , qui conficiunt evanefeentem compofitx terminum, ne- 
ceflario habent eadem figna (N°. io 6 .) Igitur tres continui componentis 
termini efle poflunt. 

. 

I. 


_ n r n r r • t , n r 1 

-4-Fx -4- Gx -4- Hx 

unde , in hac hypothefi , tres continui compofitx termini 

r. n r-4-i _ » r . r n r 1 

-4-Fx • -t- Gx +Hv 

...»E . — «F — «G 

I I. 
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Fx n ~ r Gx*— r ~ l — 1 

unde, in hac hypothcfi, tres continui compofitx termini 

Fx” - Gx"~ r 

... <*E «F -+- #G 

I I I. 

-i- Fx -+- Gx Hx 

unde , in hac hypothcfi, tres continui compofitx termini 

Fx -t- Gx Hx 

... aE — «F ~«G 


I V. 

‘ „ H — r „ n — r — I . T n — r — i 

— Fx Gx -+- Hx 

unde tres continui compofitx termini in hac hypothcfi 

Fx"-^ — <*?-' i H/“ r+ ‘ 

... «E ■+■ «F .+• «G 

, ’ 

G 

Eft autem * rr , quia ponitur evanefeere terminus, cujus in compo- 
• ^ 

fita exponens eft » — r. 

114. Sed in duobus prioribus cafibus tum N». nz. tum N ; . nj. eft 

H * „ h 

major quam — (N”. po). Ergo «e major quam Quare in termino ho- 
rum duorum cafuum prxvalet fignum inferius. Ponitur autem primus ter- 
minus nullam fubire mutationem & fervarc fuum fignum ; Se fignum feriei 
infetioris in hypothcfi N'. Mi. in tertio termino compofitx idem quod fi- 
gnum fecundi termini in componcntcy atque ideo contrarium figno primi 
termini, quod idem eft in compofita Se in componente i fed in fecunda hy- 
pothefi, fignum feriei inferioris in tertio termino compofitx, contrarium 
eft figno fecundi ternii in componente, quod idem eft ac fignum primi ter- 
mini tum compofitx tum componentis. Ergo in his duobus prioribus ca- 
fibus primus Se ultimus compofitx tcrnrnus habent figna contraria. 

In aliis duobus cafibus tutn N'. tu. tum N'. 11 j. fignum tertii termi- 

Tm. II. F ni 
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ni in componente ponitur oppofitum figno prioris termini tum in compo- 
nente, tum in compofita} Se tertius terminus compofitx condat duabus 
partibus fimilibus. Quare femper primus & ultimus terminus compofitx 
habent figna contraria. 

itf. Igitur, quando medius terminus eraneicit, figna trium horum ter- 
minorum fiunt , vel 


vel 


inter qux , ficu pro termino deficiente ponatur ficu — , erit una fuc- 
ceffio 8c una variatio. Quam etiam in hac hypothcfi radix negativa intro- 
ducet in xquatione unam fiucceflionem , & radix pofiriva unam mutationem. 

ii fi. Quapropter, fi xquatio habens omnes radices pofitivas , atque 
ideo omnia figna alternantia', multiplicetur per Fa&orem .< + *, vel au- 
geatur radice negativa, unam acquiret fiucceflionem. Si hxc rurfus multi- 
plicetur per fimilcm Fa&orem, adhuc unam acquiret fiucceflionem. 8cc. 

117. Si vero aquatio habens omnes radices negativas, atque ideo omnia 

figna pofitiva, multiplicetur per Fa&orero x> *, vel augeatur radice 

pofitiva , acquiret unam mutationem. Si hxc rurfus multiplicetur per fi- 
milem Fa<5torem, adhuc unam acquiret mutationem &c. Ergo 

1 1 8. aEquatio, cujus omnes radices fiunt reales, tot habet radices pofi- 

tivas quot mutationes fignorum continuorum, & tot radices negativas, 
quot lignorum continuorum fiucceflioncs. Si quis autem xquationis termi- 
nus defit , licet pro eo ponere -1- vel ad arbitriilm. 

119. Sed fi qux fiunt radices imaginaria; in aequatione, fallit regula, 
tum quia deficit propofitio demonftrata N’’.po. tum quia radices imaginari* 
neque pofitivx funt, neque negativx. 

Atque hxc efl: notiflima regula CARTESII, vel, ut alii volunt HAR- 
R10TTI,de qua NEWTONUS artic. IX. Hanc fallere affirmat Hallejus 
(in Addit, pag. 47.), fied nunquam fallit, quando xquationis radices omnes 
junt poflibiles. Hanc conditionem difertis verbis apponit NEWTONUS 
art. IX. CARTESIUS autem (Epill. LXIX. part. III. pag. iSfi. Edit. 
Blavianx Amflelodami tfiSj. datam ad D. de CARCAV 1) ait, fecunda ejus 
objeOio mera falfitate nititur •, neque enim pag. 37}. dixi quod me dixijfe vult, ni- 
mirum totidem veras d.ni radices quoties figna -t- (<j inveniuntur mutata , neque 

uxquant id dicendi animum habui. Dixi [altem poffe dari totidem ■, (fi difertis ver- 
bis demonftrarji pag. 580. quando totidem non habeantur , nimirum, tum cum ali- 
qu.e harum radicum funt imaginal ius. Addere potuiflet , cum noflro & omni- 
bus recentioribus, veram cile regulam, etiam ubi funt imaginari*, dum- 
modo illx, quae neque pofitivx fiunt neque negativx, habeantur pro am- 
biguis, id cft vel pofitivx cenfeantur, vel negativa: , pro re nata. 

Hanc regulam primus, quod fciam, dcmonftravit Joanncs Andreas SE- 

GNER, 
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GNER, poftea Celeberrimus Profeflor in Academia Gottingaiia, In epifte- 
la data «d cclcberr. Gtorgium Erhardum HAMBLRGERUM , anno 1718. 
atque edita -Jenx apud Cbriflianum Francifcum Buchium. Id, ut vAdetur , 
nelcicns acutiflimus Abbas </eGUA, anno 1741. fuam concinnavit demon- 
ftrauonem, qux anno 1744 edita fuit in libro, cui titulus Hifloire de PA- 
cademic desfciencts , omne e 1741. &c. A Puris de P Imprimerie royale. 

izo. Quantitas imaginaria fpeciem quidem prxbet quantitatis, quando- 
quidem exprimi poteu , fed quantitas non cft, quia neque arithmetice, ne- 
que geometrice poteft definiri, uno verbo quia eft impoflibilis. Igitur 
aequatio qua: omnes habet radices imaginarias, nullam habet radicem, id 
ell nulla quantitas eft qua: problemati rcfpondeat, vel quxftionis leges 
implere poflit. Cum autem proponi poflint quxftiones, quarum leges in- 
ter fe pugnent , ctiamfi fortafle alte recondita jaceat repugnantia, eae ad 
aequationem dcduftx prxbcre debent xquationem omnino radicibus caren- 
tem , vel nullas habentem radices nifi imaginarias. Et quando leges qux- 
ftionis pugnant in certis cafibus, non in aliis, xquationes certis in cafibus 
habebunt radices imaginarias} in aliis rcalcs ■, ut Ncwtonus N / V. & VT. 
pag. 4, y. hujus. 

izi. Mirum videri poteft quod omnis aequatio gradus imparis unam fal- 
tem habeat radicem realem , cum nequeat intclhgi cur proponi non poflint 
quxftiones deducentes ad xquationem gradus imparis, quarum leges inter 
le pugnent. Tamen res eft demonftrata. 

izz. Veteres Algcbrx feriptores, verfati circa quxftiones arithmeticas, non 
agnoverunt radices negativas. CARDA NUS primus eas obfcrvnfle dicitur. 
Recentiorcs omnes illas admittuntVf^tcr 'acutiflirmim MAZERE, qui in 
libro anglice feripto Sc in gallicam linguam verto a Filio meo, eas rcipuit. 
Quid fignificent quantitates negativx in bonis, motu, & lineis, docuit 
NEW TONUS Art. VI. Scft. I. Partis I. pag. 4. ubi videri peflunr ob* 
fervationes noftrx fub N°. 11. pag. 4. & fub N a . 77. pag. zi. 8t fub N°. 
78. 7P pag. zz. 

tzj. In genere dici pofle rcor quod radices negativx indicant Problema 
alio pafto proponi pofle , quam quo propofitum fuerat. Rem explicemus 
exemplis. 

In XII. Probi. Arithm. part. I pag. 1 zz. quxrur.tur motus duorum cor- 
porum fphxricorum in eadem refta motorum fibique occurrentium. Ubi 
corpora fibi obviam eunt ante confli&uni , accedunt unum ad aliud diffe- 
rentia velocitatum. Differentiam pariter velocitatum poft confiiftum aflu- 

• • • & \ X 

mit Auftor; 8c ponit velocitatem ipfms A poft coofli&um cfle — — - — • 

id cft velocitatem minutam quidem cfle, fed tendere ad easdem plagas: 
atque ideo fic proponit problema. Datis fpbtericorum corporum in eadem repla 
motorum , ad easdem plagas tendentium , fibique occurrentium , magnitudinibus PA 
motibus ^determinare velocitatem , qua unumquodque pergit tendere ad easdem plagas 

poji conflittnm. Problema fic propofitum folvit x ea unde 


A-r-B 


F 1 


pro- 
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prodit velocitas ipllus A poft conflidlum a — — ^ j velocitas 

ipfius B pariter poft conflidlum - a ^~ g~*~ ~ '• S C( ^ ** velocitas ipfius 

A poft conflidlum invenitur negativa , redle monet audior hoc indicare 

3 uod corpus A poft conflidlum tendit ad plagat» contfitriarn , vel retroce- 
it. Tunc autem non differentia, fed fumtna velocitatum recedunt cor- 
pora A Sc B ; Sc fic proponendum eft problema. Datis qu<e fipra , determi- 
nare velocitatem , tum qua poft con/liflutn corpus B pergit tendere ad plagas eas- 
dem, tum qua corpus A retrocedit. In hac hypothefi celeritas corporis A poft 

x — — A i 

conflidlum exponenda 'eft per — ^ — , quia celeritas , quam corpus A, 

habebat ante conflidlum , minuit celeritatem quam habebit poft conflidlum. 
In prima hypothefi, ut A pergeret ferri ad easdem plagas, oportebat ut x 
effet minor quam cit\. In fecunda, ut A retrocedat, oportet ut x fit ma- 
jor quam a A. Hic obiter obfervandum quam harc conveniant cum dodlri- 
na quantitatum negativarum ac pofitivarum. Nam, in prima hypothefi 

eft quantitas pefitfiva» tendens nempe ad easdem plagas; ea fit ne-- 

gativa in altera hypothefi , in qua tendit ad plagas contrarias : quare poficiva. 

erit - — e — — - . Nunc ponendo 


— a A 

~A ~ B _ ~ * 


* =: 


erit rurfuj 

zaAB — lAAB 


B 


fed 

<jA aB — -^ad B — a\ 
~ A -+- B 


quae quantitas eft oppofita quantitati inventx in prima hypothefi ; & pofi- 
tiva eft quando corpus A retrocedit, fed viciflim fit negativa quando pro- 
greditur. Hxc facile accommodantur ad alterum cafum , corporum nempe 
obviam euntium. Aliud exemplum videbimus intra N°. itp. 

114. Pofitivx radices aequationis indicare filent , non autem fimper indicant . 
(vide infra N* w 118.) quantitates inxqunles Problema propofitum folvcn- 
res Exempla videri poffunt in parte I. Probi. XIII . pag. iji. Probi. 
XIV. pag. 1?}. ubi duo numeri, major & minor, ad unum, nempe ad 
ad eorum differentiam , revocati fuerunt in nota. Item Probi. XV. pag. 

M4- 
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rj4- & feq. , ubi vitandam cffe ambiguitatem monet Au&or, qui eandem 
regulam affert £c cxpiicat pag. ivi j Gt ejus utilitatem oftcnJit exemplo 
ad Probi. XLI. pag. 164. 

iif. Certum eft xquationem oriri (altem tot dimenfionum , quot funt 
quantitates diverfae idem problema folventes. Sed viciflim dici nequit , tot 
funt quantitates diverfx problema folventes, quot funt xquationis dimen- 
fiones. Nam 

116. Primo effe poffunt cafus, in quibus problema eft impoffibile. Hos 
etiam comple&i debet xquatio, qu;c habebit aliquot radices imaginarias. 

127. Secundo , fieri poteft ut problema proponi poffic alio pa&o , quam 
quo propofitum fuit, ut vidimus N°. 125. Tunc xquajio habebit radices 
negativas. 

128. Tertio , etiam radices pofitivx aliquando indicant non quantitates 
folventes problema propofitum, l‘ed quantitates folventes aliud problema 
propofito affine. Exemplum prxbet Probi. V. Geometricum partis 1. 
pag 1 61. & fequentibus. Ibi, datis trianguli reftanguli bafi =s b, 8c 
& fumma laterum ac perpendiculi es a , queritur perpendiculum 3= x , & 
laterum differentia r quibus cognitis cognofcitur triangulum. Prima 
folutio dat xquationem finalem. 

xx es ix ( a 4- b) — aa -+- bb 

cujus xquationis dux funt radices pofitivx 

a-+-b V{iab-\-ibb) Sc a -+.b ■+■ VCtab 4- ilb) 

Harum prima fola folvit problema propofitum , ut oftenfum eft in nota 
pag. 165. Altera autem folvit affine problema datis trianguli re&anguli 
bafi se b , ac perpendiculo =3 quxritur fumma laterum & perpendiculi 
=3 x. Tunc enim fumma laterum fupereft 33 x a ; 2c, pofin ut in 

loco citato, laterum differentia es y , eft latus majus =3 — , & 

X __ d , V ' 

latus minus =3 J j unde, premendb Au&oris vcftigia, deveni- 

tur ad eandem xquationem finalem. 

xx =3 2x (<*-»-£) aa -r- bb. 

129. Pariter in Probi, fequente pag. itf3., ubi datis trianguli rcdangtrli 
fumma laterum s 3 <*, & perpendiculo 33 quxritur latus unum s= .v, & 

alterum 33 a x, devenitur xquationem finalem quatuor uimenfioKum, 

cujus tres funt radices pofitivx. 

Ii 

- — 4- bb — lV(ta 4- bb)). 

■ 4 F ? 1 I. 
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I I. 


~ - 4 - V( a ~ + bb — bV (<m + bb)). 

I I I. 

" — V( ~ -4- bb ■+■ bV{«a - 4 - bb)) 

1 . 4 

I V. 

49 47/3 

-- -4- ^( — ■+■ bb -4- bV{*a -4- Mj) 

Has efle dico pofitivas , prxtcr tertiam. Conflabit, fi conflat dc prima ; 
quod facile oflenditur. Eft enim 

. a a -4- bb major quam bb •, ergo 

V(aa -t-bb) major quam b , & multiplicando per£, 

bV(aa-+-bb) major quam bb: quare negativa eft quantitas -t-bb — ~lV{aa-*-bb). 
Hinc 


Cd dd # j 

— major eft quam — -+ -bb W(aa + bb ) , & extrahendo radicem, mi* 

dd 

jor quam V'(— -4-ii — bV(aa -4- ii). Igitur &c. 

Nunc dux priores folvunt problema propofittim } dux pofteriores fer- 
viunt problemati datam ponenti laterum differentiam — a , & quxrenti eo- 
rum fummam zs x-, ut obfervatum fuit ad pag. 170. 

Sed pag. J71. quxfita fuit bafis =5 x, & deventum ad 

x zZ b-$zV(bb + *a). H,arum radicum fola pofitiva 

x zz b-t-V(bb-i-aa) folvit problema propofitum. Altera, qux 

jn hoc problemate negativa cft, infervit problemati in quo bafis x qux- 
ritur datis perpendiculo zz b & laterum differentia zz a. 

Tunc enim,pofita laterum fumma zz y, devenitur ad aquationem 

xx zz ibx - 4 - aa 

cujus radix pofitiva eft b-t-V{bb-i-aa), qux erat negativa propofiti, & 

viciflim hujus negativa radix b V(bb-t-ad) fit pofitiva propofiti. Idem 

accidit in problemate VII. 

’ .50. 
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f$o. Cafus tertius Problem. XIII. pag. i8j. exhibet eju&em rei exem- 
plum obfervatione dignum , quia radix negativa pertinet ad aliam lineam 
pariter problema folvcntem Problema cafus tertii noc cft. Angulum redum 
CBD ,data reda CD 33 a , ita (Tab. a Fig. i.) fubtendere ut reda DA duda Tab. *. 
ad datum pundam A, conjiciat angulum CDA pariter redum. Ibi diximus Fl S- »- 
BA 33 a Sc BD s & (notaij invenimus sequationem 

x* 33 bbxx-tr-aabb 

* cujus quatuor funt radices 

Prima & fecunda reales 

bb , bb 

x =3 +7 Y{ — 1- bV( > — i- aa)) 

1 4 

tertia & quarta imaginariae * 

x =3 i.- F( — bV{ ~ aa)) 

a 4 

A. 

quarum dnse prima: folvunt problema, pofifiva pro BD> negativa pro B</. 

Sed fi, reliquis manentibus, dicatur AD =3 x, quia cft BA ad AD ut AD 

ad AC, erit AC 33 Eft autem CA‘ =; AD^DC*» id cft 
» ~ 33 x l -*-a‘, Sc x* 33 b*x l -t- a'b\ 

9 

cujus quatuor funt radices 
Prima & fecunda reales 

» * 

bb b x 

x — ±T V{~ -4- bV{ — aa)) 

1 4 

tertia Sc quarta imaginaria: 
x =3 £■ »'(— £F( — -4- <M)) 


Patet ergo, radices qux erant reales in prima hypothefi, fieri imaginarias' 
in fecunda, Sc contra. Hoc autem accidit quia quantitas 


XX =3 — 


bb 

l 


.„bb , 

bV{ — - 4 - aa) 
4 


quse 
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quae eft radix negativa xquationis pertinentis ad primam hypothefim, fit 
radix pofitiva aequationis pertinentis ad alteram hypothefim} nam ea aqua- 
tio probet 



M .bb \ 
— -+- bV [ — * -\-ua) 
1 4 


Ex hia patet quam caUtc procedendum fit in radicum eleftione. 

151. Ut . rem paucis abfolvam, diftinguendtim puto inter quantitates 
problema folventes, & aequationis Faftores. Qua: quantitates , vel ima- 
ginariae vel realcs} pofitivx vel negativx , xquationem propofitam red- 
dunt evancfccntem , pofitx pro incognita ; ex junftx cum incognita per 
figna apta, dividunt xquationem propofitam, & viciftim xquationem ean- 
dem rellituunt multiplicatione continua, aut tandem prxbent xquationis 
Faftores } fed non omnes Faftores xquationis folvunt problema propofitum. 
Quantitates folx reales problema folvunti Sc five pofitivx five negativx , funt 
xquationis Faftores ; led radices negativx folvunt direfte problema diver- 
fum a propofito , & in alia xquationc fiunt pofitivx, ut melius videbimus in 
capite fcquente N". xi .. 14. Neque femper omnes radices pofitivx folvunt 
problema propofitum} fed aliquando pertinent ad aliud, priori quidem 
affine, fed diverfum tamen } aliquando ad quantitates diverfas, qux lqlvunt 
idem problema. Hic aurem diftinguimus quantitates diverfas ab ime qualibus. 
Jn N°. 1 30. fi refta BD habere poflet duos valores inxquales , haberen- 
tur dux radices inxquales xquationis. Sed cum etiam DA folvere pofiit 
problema, rcftx BD & DA funt dux quantitates diverfx. 

Multis aliis modis, (quis enim omnes rccenfcbit?) fieri poteft ut non omnes 
radices xquationis, etinmfi pofitivx fint, folvant problema propofitum. 

i$i. Sponte patet Faftores fornix x m =; o per continuam multipli- 
cationem gignere xquationes omnium graduum, fecundi fi r duo funt Fafto- 
res} fi tres, quatuor, quinque, .. n , tertii , quarti , quinti , ... n ... mi. 
Sed non quxvis data xquatio conficitur Ax Faftoribus realibus , cum fint 
xquationes quarum radices funt imagtnarix. Neque confiat quomodo ex 
datis xquationis coefficicntibus detegi poflint Faftores vel reales vel ima- 
ginarii, fic enim haberetur generalis xquationum folutio. Fieri poteft ut 
fint xquationes , in quibus relatio inter cognitas & incognitas nullo alio 
pafto poteft exprimi , quam pCr xquationem ipfam. 

Regula qua detegitur tmmeius radicum impofiibiljum , explicata repe- 
ritur in Additamento. 


CAP. 
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CAPUT III. 

*De tr an [mutationibus aquationum. 

I. {~\eierum aquationis cujufvis radices omnes affirmativas in negativa} (fi ne- 
gativx in affirmativas mutari pofiimt, idque mutando tantum figna ter- 
minorum alternorum. 

Sic aequationis 

x’ 4* 4 ■+■ 4v* ix x fx 4 — o , 

radices tres affirmativx mutabuntur in negativas, & dux negativx in af-. 
firmativas, mutando tantum figna fecundi , quarti , 8 c fexti termini ut hic fit, " 

A 5 -4-4A-* 4*' -t- ix x fx -+- 4 a o. 

Eafdem habet hxc xquatio radices cum priore, nifi quod hic affirmativx 
funt qux ibi erant negativx , & hic negativx qux ibi erant affirmativx 
ic radices dux impoffibiles qux ibi inter affirmativas latebant , hic latent 
inter negativas, ita ut his dcduftis reflet unica tantum radix vere negativa. 

II. Sunt & alix xquationum tranfmutationcs qux diverft* ufibus infer- 
viunt. P ojfumus enim fupponere radicem aquationis ex cognita (fi incognita aliqua 
quantitate utcunque componi , £5? perinde pro ea fubftituere quod aquipolltns ejfe fin- 
gitur. Ut fi fupponamus radicem xqualcm efle fummx vel differentix co- 
gnrtx alicujus & incognitx quantitatis. Nam poflumus hoc pafto radices 
aequationis cognita illa quantitate augere vel diminuere, vel de cognita 
quantitate fubduccrej atque ita efficere ut carum aliqux, qux prius erant 
negativx, jam fiant affirmativx, vel ut aliqux ex affirmativis evadant ne- 
gativx j vel etiam ut omnes evadant affirmativx. Sic in xquationc 

x 4 x’ ip.vx -+- 4p.v jo — o , 

fi radices unitate augeri vellem , fingo x-*- 1 zs y , feu x i: y f , & 

perinde pro x feribo in xquatione y — 1 , & pro quadrato, cubo, qua- 
drato- quadrato de x fimilem poteftatem d ey 1 , ad hunc modum. 


X 4 . 

y 4 — 4r’ •+• fyy — 47 *+- 1 

— X*. 

— j' -*• 3 7J - 37 + * 

— ipxx. 

- l V7 ■+■ 3*7 — >P 

•+■ 4P*- 

•+•497 — 49 

- 30 . 

- 3° 

Summa 

y' — yy' — 10 yy -t- 8 oy — p<5 


• Et xquationis prodeuntis .... 

ftm. 11. . G ' . ‘ / 4 
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y' j -j 1 icyy + $oy p 5 S3 o, 

radices erant i, 3, 4, 4, qux prius erant 1, i, 3, f, unitate jim 

fadhe majores. Quod fi pro x feri p fi flem y -+- 1— prodiiflet xquatio 


+ v' — * yy — ~v l6 


P _ 0 

« • 

, / 

cujus dusc fuiflcnt radices affirmativae, i-, & } ac duae negativx , -i 

& 6— . Pro x vero feribendo y — — <5 prodiiflet xquatio cujus radices- 

fuiflent 7, 8, 9, 1, omnes nimirum affirmativae, Sc pro eodem feribendo 
•y-h 4 radices jam numero quaternario diminutae evafiflent — 3, —2, — i, — 9, 
negativae omnes. ’ ’ . 

Et hoc modo augendo vel diminuendo radices, fiqux impoflibiles funt, 
bx aliquando facilius detegentur quam prius. Sic in xquationc 

x 3 3 aax — 3<a' — 0, 

radices nullx per prxccdcntem regulam apparent impoflibiles. At fi au- 
geas radiees quantitate a feribendo^ — pro x , in xquationc refultante 
7’ ^ayy u' o, radices dux impoflibiles jam per regulam illam de- 

tegi pofliint. 

III. Eadem operatione pojfitmu! etiam Jecundot tefminos aquationum tollere. Hoc 
enimiict fi cognitam quantitatem fecundi termini xquationis propofitx per 
numerum dimenfionum xquationis divifam , fubducamus dc quantitate qux 
pro novx xquationis radice fignificanda aflumicur, & refiduum fubftitua- 
mus pro radice a-quationis propofitx. Ut fi proponatur xquatio 


4xx -+. 4V . 


<5 53 o,* 


cognitam quantitatem fecundi termini , qux eft 4, divifam per numerum 

dimenfionum xquationis , 3 , fubduco de fpccie qux pro nova radice fignifi- 

| A 

canda aflumitur, puta de 7, & refiduum y ~ fubftituo pro x,& provenit, 

, 1 6 64 

y' •+■ *+■ -y -+- - 

31 64 

i(S 

- 4 - 41 ■+■ - 
— 6 


y' 


4 146 • 

— — j _ —i — O. 

Y z 7 


IV, 
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T* 


IV. Fidem methodo poteji & tertius aquationis terminus tolli. Proponatur 
«quatio 

t , 

X* -+- ]XX f.V Z — O, 

& finge x a/ —— r, & fubftituendo y e pro x orietur hxc xquatio. 


6te 

S>e 

i 




— 4 f’ 

see 

& e ' ' i 

— t t?J 


j 4 ¥ y tm *r * yj JT * ■+■ i" f - 0 


Hujus xquationis tertius terminus eft 6ee ■+■ pe -i- 3 duftum inyy- Ubi 
fi 6<f-+-peH-J nullum eflet, eveniret ipfum quod volumus. Fingamus 
itaque nullum e(Te , ut inde colligamus quinam numerus ad hunc effe&um 
fubftitui debet pro e, & habebimus xquationem quadrat icam 6ee- i-pr-4-3 a o, 

qux divifa per 6 fiet ee-b 2 - e ■+• — s o , feu ee a — e — , Sc 

cxtra&a radice e a — ' — ±r Vf— — ) , fcu a ±T * , hoc eft 

4 16 a 4 nS’ 

a ' — t — , atque adeo vel a — — — vel a - — 1 . Unde Jt-—fi 

4 4 1 

erit vcl^ -+. ** vely 1 . Quamobrcm , cum y — - e feriptum fuit pro x, 

vicc y e debct^-4- ~ vel y~\- t feribi pro x, ut tertius xquationis re- 

fultantis terminus nullus fit. Et in utroque quidem cafu id cvenict> Nam 
£ pro x feribatur y orietur hxc xquat io 

f— f— — s a »< •' 

s in feribatur y-b j , orietur hxc . . , 

y'-hy 3 — 47 — 6 a o. 

V. Poffunt & radices ecqualioris per datos numeros multiplicari vel dividi j y 
hoc patio termini aquationum diminui , fraftioncfque y radkalcs quantitates ali- 
quando tolli. » • . 

Ut fi xquatio fit . 


» 4 14« _ ‘ 

y ' — -3 y — a 0 , 

3 »7 

G z 


ad 
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ad tollenda» fraftiones fingo cflcjr s — s, S c perinde pro y fubftituendo 
i 

— e provenit aquatio nova • * 

z 1 i iz 14 6 _ 

*7 17 27 ~ °» 

♦ 

tc rejcfto terminorum communi denominatore , 

J 0* 12« 145 ZZ O, 

cujus «quationis radices funt triplo majores quam ante. Et rurfus ad dimi« " 
nucr.dos terminos aquationis hujus fi feribatur iv pro z, prodibit' 

8v’ 24V 145 zz o, 

t 

fit ditdfis omnibus per 8, fiet 

/ 

• I 

V ] IV 18— s o,' 

’ 4 

cujus aquationis radices dimidia funt radicum prioris. Et hic .fi tandem irt- 
veniatur v, ponendum erit zv zz z, ~ z zz y, Scy-t- zz x, & aqua-r- 
tioms primo propofita 


x>— 4 KX + 4 X- <5. =1. o 


habebitur radix x. 

Sic & in aquatione 


x ' — ix -i~ V $ zz 0 


ad tollendam quantitatem radicalem. Kj , pro .v fcribo^Kj , & provenit* 
aquatio. 

* 3=0, 

qua, divifis omnibus terminis per fit 

' J7 1 - 27 ^.1 zz o. 

* f 

VI. Rurfus aquationis radices in earum reciprocas tranfmuiasi ftjfant , (f hoc 
paRo aquatio aliquando ad formam commodiorem reduci. 

Sic aquatio novifiima 

; . * ’ 
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fcribendo — projr evadic 


n 


3 


b I 53 O, 

& 


feu terminis omnibus multiplicatis per **>, & ordine terminorum mutato' 

x.} — icn-t- 3- =3 o. • 

Poteffi etiam xquationis terminus pemiltimus hoc pafto tolli-, fi modo fe- 
cundus prius tollatur, ut faftum vides in exemplo prxcedentc. Aut fi an- 
tepenultimum tolli cupias, id fiet fi modo tertium prius tollas. Sed & ra- 
dix minima hoc pafto in maximam convertitur, & maxima in minimam j. 
quod ufum nonnullum habere poteft in fluentibus. Sic in aequatione 

X* — x’ — I px.v -4- 4 PX — 30 =3 o , . 

cujus radices funt 3* l, 1, — fi feribatur ~ pro x rcfultabit xquatio- 


i* 

r 


i- 

^4 __ 

yi- 


IP 

ly 


— T.. + :- l aso ' 


49 

7 


qux, terminis omnibus multiplicatis pcrj* ac divifis per 30, fignlfque mu* 
tatis, fiet. 

y *' — - r’ -+- ~ yy -+• — ' 7. — — ' =3 0,. 

J 3« 30 J ' 30 ^ 39 

cujus radices funt , 1,. i* j radicum affirmativarum maxima 3' 

jam converfa in minimam — , & minima 1 jam fafta maxima, & radice ne- 
gativa f qux omnium maxime diftabat a nihilo, jam omnium maxime 

accedente ad nihil. 

Sunt & alix xquationum tranfmurationes , fed qux omnes ad exemplum 
tranfmutationis illius, ubi tertium xquationis terminum' fuftulimus, confici 

] >oftunt, ut non opus fit hac de re plura dicere. Addamus potius aliqua 
imitibus xquationum. * - 

VII. Ex aquationum generatione confiat quod cognita quantitas fecundi termini 
aquationis , fi fignum ejus mutetur , aqualis fit aggregato omnium radicum fub fignis 
propriis j ea tertii aqualis aggregato reftangulorum fub fiugulis binis radicibus j ea 
quarti fi fignum ejus mutetur , aqualis aggregato contentorum fub fiugulis ternis ra - 
. . G 3 dici* 
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DE TRANSMUTATIONIBUS 

dicibus j e* quinti aqualis aggregato contentarum fub fmgulis quaternis j & fic in 
infinitum. 

Aflumamus x 53 a , x =2 b, x ss e, x — d, &c. fcu x <s =3 0, 

x b — o,x+-c— ,x d — o, 8 c ex horum continua multiplica- 
tione geneicmus aquationes, ut fupra. Jam multiplicando x a per x~b 

producetur atquatio 

* a , . 

xx b x -4- ab — o $ 


ubi cognita quantitas fecundi termini, fi (igna ejus mutentur, nimirum 
a-t-b, cft fumma duarum radicum a &£, & cognita tertii ab illud uni- 
cum quod fub utraque continetur reftangulum. Kurfus multiplicando hanc v 
acquatjpnem per x-4-f producetur aequatio cubica 

a -4- ab 

x’ b x $ — ac x+abe =3 o, 

■4- c bc 

ubi cognita quantitas.fccundi fub fignis mutatis nimirum a^-b—c cft fum- 
ma radicum a, b &c — c-, cognita tertii ab — ac — bc , fumma refhngulo- 
rum fub lingulis binis a & o, d& — c, b & — c-, Sc cognita quarti fub 
ligno mutato — abe illud unicum contentum eft quod omnium continua 
multiplicatione generatur, a in b in — c. Adhaec multiplicando cubicam il- 
lam atquationem per x — d producetur haecce quadrato-quadratica 


x 1 



-+- ab 

ac 

bc 

-4- ad 

- 4 - bd 

cd 


XX 


-4- alc 

abd 

-l_ bed 
-4- aed 




ubi cognita quantitas fecundi termini fub fignis mutatis a-+-b — c -s-d , eft 
fumma omnium radicum \ ea tertii - 

ut . . • 

ab — ac — bc •+. ad -t-bd — cd 

fumma rc&anguloruoa fub lingulis binis } ea quarti fub lignis mutatis 
— abe -4- abd— bed — aed 

♦ 

fumma contentorum fub fmgulis ternis j ea quinti— abed contentum unicum 
fub omnibus. Et hinc primo colligimus omnes tequationis cujufcunque, 
terminos nec fraftos nec furdos habentis, radices non furdas , & radicum 
binarum re&angula, ternarumque aut plurium contenta effe aliquos ex di- 
viforibus integris ultimf termini •, atque adeo u|?i conftiterit nullum ultimi 

• ter- 
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termini diviforem efle aut radicem- aquationis, aut duarum radicum re- 
fiangulum, plunumve contentum, Gmul conflabit nullam efle radicem, ra- 
dicumve re&angulum aut contentum, nifi quod fu funium. 

VIII. Ponamus jam cognitas quantitates terminorum aquationis fub lignis 
mutatis efle p, q, r , J, t, v, fice, eam nempe fecundi p, tertii q , quarti r, 
quinti J, Se fle deinceps. Et fignis terminorum probe obfervatis fit 

P-* 1 " 

pa -t- i q es 6 

pb -+- qa -t- \r. — e 

, , •# * 

pe -+-<j£-f-r<J-»-4f =5 

pd-y-qc^-rb-\-sa + ft as e 
pe qd -h re + :b -i- ta 6v as/ 

8c fle in infinitum , obfervata ferie progreflionis. Et erit a fumma ra- 
dicum , b fumma quadratorum ex Angulis radicibus, e fumma cuborum, 
d fumma*quadrato-quadratorum , e fumma quadrato- puborum ,/ fumma 
cubo-cuborum, & fic in reliquis. Ut in atquatione 

x 4 x 5 ip.vx -t- 4 9X - — jo es 0‘, 

» *• 

tibi cognita quantitas fecundi rtrmini cft i , tertii 19 , quarti 49, 

quinti ponendum erit 1 es p, 19 es g, 49 as r, 50 as f. Ee 

inde orientur 

a es fp se) 1 

b =3 (p<7 -i- ig sS 1 -t- 38 se ) 39 

e ee* (fi -hqa.-h 31- es 39-1- 19— 147 =3 ) — S9 

d es ( pr - k 56 -h ra -t- 4f es -89-1-741 — 49-t- 110 es ) 713. 

Quare fumma radicum erit 1 , fumma quadratonlm radicum 39, fumma cu- 
borum —89, 2c fumma quadrato-quadratorum 713. Nimirum xquationis ' 
illius radices funt 1 , z, 3 & — p, & harum fumma 1 1 -»- 3 — f cft 1 ,> 

fumma quadratorum i-t-4-*-p-4-zp cft 39, fumma cuborum 1-H8-+-17— 1 zp 
cft — 89, Se fumma quadrato-quadratorum i-«-i6-t-8i-+-5:p cft 713. 
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A D 

■CAPUT III. 

• • 1 

j. Si i-, t-, d-, Ccc exponant valores ipfius x in xquatione 

x ■+■ Ax” 1 -t- IW” 1 -+- Cx " 3 h- &c. — o 

8c ponatur 

A 

0 zZ b ->r d &c; vel fummx radicum reliquarum, prxtcr <J 

0 i'f-4-d-4-r-»-&c.) -t- r(d-i-f-»-&c} -t- &c , vel furomx fa&orum ex 

binis , prxtcr fafta in quibus cft a. 

z. Pariter y xqualis fummx fa&orum ex ternis •, i fummx fa&orum c 
quaternis, prxter ea fafta in quibus cft a , & fic de reliquis* erit 

A ZZ d~ 4-«» B ZZ Aa-t-, 3 } C S <J|S-f.yi D s ay-\- ti &c. 

Conftat ex reculis multiplicationis, & cx N“. 114. Sett. I. Cap. V.‘ 
Tom. I. pag. 18. & patet idem accidere Teliquis litteris, ex. gr. b } po- 
nendo a zz a^-e-i-d^-e-i- &c. ; & fic de reliquis ,fcribcndo A ubi eftnunc 
* , & a ubi nunc ell b. In fcquentibus retinebimus litteram a. • 

$. Pariter conftat pro x & ejus potdlatibus poni poffe valorem a, & 
ejus poteftates. t 

4. Hxc littera habebit ligna contraria in coefficicntibus & in fubftitutto- 

nc. Sit enim x zz ■*- a. Fa&or xquationis ergo x a = o ( & littera 

d debet in coefficicntibus habere fignum , & in fubllitutionc Qua- 
propter xquatio fiet, • 

x" — ax” 1 — atx 1 — a^x 1 3 — ayx 4 — Scc _ Q 

-t-» -4-0 -+- y •+■ i -k fice — * 

fi nempe «; 0} >■, <f 8cc. fint quantitates pofitivx ■, liqux vero effient negari- 

vx, fiifta cx earum lingulis in a, effient pofitiva; & frmpcr eadem 

littera , ex gr. y habebit ligna contraria in duobus terminis contiguis 

(«0 t >0 x"~^ 3 Sc (£- «yt <0 x”~~ 4 . . 

f. Quando vero eft x =r — a, Fa£tor xquationts cft x + a zso. Qtta- 
propter littera 4 in coefficicntibus habebit fignum -t-, & in fubftitutione 

fignum > quod tamen in poteftatibus paribus fiet -4- (N n . 80. partis I. 

pag. zz). Tunc aquatio fiet 

x n -*-ax n J -t -a*x n ^-*.ayx 4 -t-&c __ 

- 4- 4 - 4-0 - 4 -y -H&C ~ 
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G «I 0} yj & 8cc. funt pofitivx, 5c G qux carum fynt negativa:, Gngu- 
larum fa&a in-t-a erunt negativa ■, & femper eadem littera, ex. g'r. y, 

habebit eadem Ggna in duobus terminis contiguis (<»/3+r yjx” 3 fc 

(±7 <Jy £' «0 4 . 

6 . Nunc fubftitucndo pro x & ejus poteftatibus, valorem 8c ejus potc- 
ftates, quilibet terminus habebit partem unam quantitate parem ied fign» 
oppofitam cum una parte termini prxcedentis j & alteram xque quantita- 
te parem, ligno oppofitam, cum termini fcquentis' parte. 

Nam, quando x =3 -*-tf,tres termini continui erunt formx (— a t+{)x”~ r i 
(—ac-*-T)x" (N°. 4). 

Quare ponendo -4- a r pro x r in horum primo ; +a n ~ r ~ ' pro x"~' r ~~ l 

in fecundo } &-+-<*” r " prox'' ' ' in tertio, quandoquidem omnes po- 
teftates cj-adice pofitiva funt pofitivx, fient r 

Primus (_ an ■+■ {) a~ r =3 — *a r ‘~ r " + ‘ I $a K ~^ r 


Secundus (— -+- c) a 


— - (a 


- r — 1 


— ca 


n — r — 1 


■ r a 


T ertius ( — a<r .+. t) a 
Sed, ubi eft x —a, tres termini continuij erunt formx 

( .+. ar -+- { ) x~ r ; (-t-a;- 1- r) x”~ r ~ J •, ( -+- ac ■+■ t) x n ~ r ~* (N°. p). 

Potcftatcs autem e radice negativa a, pares funt pofitiva:, impares 

negativxj & fi n r eft numerus par, impar erit n r 1, & rurfus 

! >ar n — r — t. Si vero eft impar n r, par erit n — r 1 , & rur- 

us impar n r z. Igitur, quando n — r eft numerus par, fiet 

horum terminorum 1 

Primus (+tfirn- () a~* =3 -4- ara” - rw *’ 1 ? a"~ r 
Secundus ( + i« + f) — /“ ,_I — _ ^a~' r — ,a”~ P “‘ 
Tertius (-4- tfv -4- r) 4 n ~ r — 1 ca ~ r ~' 1 + 

& quando eft » — r numerus impar, illi fient 
Primus ( an .+. j) — a~ r xj 

Secundus ( a% -t- ») a 


n-r-lrl 

na — (0 


»— r— I n — r 

33 -4- 


- ca 


Tertius (-+- - 4 - T ) — a * r 1 = - ra m ~ r ~ 1 ta " -4 " -1 

//. H 


Er- 
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Ergo femper prim^ pars termini medii dcftruit fecundam praecedentis, 8c 
fecunda medii primam fequentis. 

Hinc, pro x &c. fubftitucndo valorcm &c. primus sequationis terminus 
deftruet prim.im partem fecundi: fecunda pars fecundi primam tertii > fecun- 
da tertii primam qturti, & fic femper. 

Exemplum primi cafus fit xquatio 

x ’ _ <jx* — »*x’ — a&x* + ayx'-b(iix l — a*x — a£ S o 
-4-« -h & — y — i' •+■ e -+- £ 

in qua eft x zz: ■+■ a. Haec fubftitucndo fit 

4 t — a 7 —aa* - (ia* -t-ya* ia' — ta l — o 
, -+.»a 4 -*-0a’ — ya 7 — Ja^ta* -+-£j 

Exemplum cafus pofterioris fit 

x 7 ■+■ ax * a*x 7 — alx 4 — ayx 5 ■+■ aSx 1 — atx ■+. zZ o 

-+;• — /3 — y -+- — • -t- £ 

in qua eft x er — <s. Haec fubftitucndo fiet 

. — a 7 ■+■ 4 . <» s ■+■ a . * . — a' — a .(i. a* — a .y.— a'-*-a.i.a x — a.t. — a-*-a{ 

— /3 . — <s’ — y . a' ■+■ i — ».a * — a — » 1 « 

• 

in qua — a 7 s- a . a 6 zz — a 7 -+• a 7 tr o . a e s-a . 0 . -a* rs -+- na* — aa 6 &c. 

Hinc intclligitur. 

7. Primo , quomodo valor incognitae fubftitutus in aequatione, eam red- 
dat nihilo xqualem. 

8. Secundo , quomodo radices quales funt,vel incognitae valores quales funt 
fubftitutf in xquatione pro incognita, non mutent (igna terminorum. Sed 
radices iis oppofitx mutent ligna terminorum alternorum 5 & hoc de nomi- 
ne transformetur xquatio. Vide Au&orem Cap. hujus N*. 1 . pag. 40. 
Nam xquatio 

x " _ Ax” — ' _ Bx* 1 -a- Cx° 3 -+- Dx n ~W Ex” - 5 _ Fx H ’~ 6 - &c.= o 
ponendo x, & ejus poteftates pro-4-x, fit, fi » eft numerus par 

ac"-*- A.v"‘ r — Bx" 1 — Cx* 3 -+-Dx" 4 — Ex* 5 — Fx* 6 -t-&c.:ro 
in qua mutata funt figna terminorum parium: Cc, fi n eft numerus impar 

— x" — Ax” ‘-t-Bx" -v.Cx”~ 3 — Dx” — 4 -s-Ex”~ 5 -t-Fx* — 6 — &c. rs ® 

in qua mut mtuf figna terminorum imparium , vel tranfponendo 

o jr 
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S 3 -*- Ax B “ r - Bx* -1 - Cx B ~ 3 -h Dx”“ 4 _ Ex* -5 _ F**“* &c. 

in qua mutantur figna terminorum parium, ut antra 
p. Tertio t quod «quit io transformata per fubftiiutioncm radicis negativa' , 
reftituitur eadem rurfus fubitituendo aliam radicem negativam. Rurfus enim 
mutantur figna terminorum alternorum. . 

10. Jam ergo, qfiatenus propofitx , ex. gr. 

x — Ax — Bx -+-Cv J -t-Dx -4- Ex — Fx — & c. so 

.radix quxvis pofitiva tf , manet pofitiva, xquatio manet eadem. Quando 
radix pofitiva a mutatur in negativam , propofita transformatur in 

r — Bx" — Cx*~ 3 -»-Dx* 4 — Ex*^ 5 — Fx* 6 -+-&c. =:o. 

Hac autem reftituit propofitam fi ponatur radix negativa b. Pro- 

pofita pariter invenitur fi in ea ponatur radix pofitiva — b. (N°.8.) Ergo. 

1 1 . Mutantur figna terminorum alternorum , quando omnes radices . aquationis , 
qua erant pofitiva , fiunt negativa , (fi qua negativa erant , fiunt pofitiva. 

iz. Vicififini , mutatis fignis terminorum alternorum , omnes radices pofitiva 
mutantur in negativas , (fi negativa in pofitivas. 

Nam fi qua radix c , maneret in transformata qualis erat in propofita, 
eadem, fubftituta pro x, pneberct duas »quationcs diverfas, propofitam, 
& transfojmatam. Quod eft ablurdum. 

ij. Rurfus fi c eft pofitiva, duo termini continui propofit* fint 

, , n — r-+-i . . n r 

( f*-+-?)X — Cf-*-<r)X 

qui politis c* ' pro x” ' , fiunt 

1 n — r-H 1 a — r-+- : a r-*- 1 n r 

nC -+- ( e — -t- ex 

ubi {<■” r ~*~' / '~ i ~' fe dcftruuut. In transformata alterutrius 

fignum mutatur, & manet 

a — r-4-1 , r,— r- 4 -r 

t; $c ir 

qui termini fe non dcftruunr. Non ergo eft -+-c radix transformat». 

Sed quando e eft negativa, duo termini continui propofit» luut 

(ctc +r t ) x (ir t ( ±r 0 x 

• • 

quorum alteruter pofl fubfiitudoncm fignum murat, eft enim alteruter 
exponentium impar. Ergo hi 1’e deftruunt in propofita. Sed in transfor- 

H z niata 


* 


Digitized by Google 


4o COMMENTARIUS 

nata, alterutrius, puta primi, fignum mutatur, & termini fiunt 

, _ « x n — r-f-i ,, . n — r 

(e w 4- X (±T <r) X 

atque horum alteruter fignum mutat poft fubftitutionem } igitur dux par- 
tes +1 { e +L f e ‘ '~*~ i fc^non deftruunt. 

Idem fic demonftrari folct. Quoniam in propofita ftmt radices pofitivx 
fit 

A s; a a ; profefto erit A xi a « t 

& mutando fignum fecundi termini radices negativa: mutantur in pofitivas, 
2c contra. Nunc dico terminorum imparium figna efie fervanda, parium • 
efle mutanda, quia cocfficientcs terminorum imparium habent parem Fafto- 
rum numerum, qui, feu pofitivi feu negativi, dant fa&um pofitivum * 
fed cocfficientcs terminorum parium habent imparem Faftorum numerum , 
qui dant f.iftum pofitivum quando funt pofitivi, 8c negativum quando ne- 
gativi. Hoc ratiocinium evolvent & fub oculum ponent exempla hsc. 
Sit 

« zz b -t- /3 , Sc A — -t- a - — b-i-fiy ac — A ra a-*-b — <3 

Erit 


B zs a ( b •+■ 0) — b . ■+■ Ii a - — <*(-+- b — /3) -+- 3 . — /3 

Ergo exdem quantitates binx dant eadem fafta , feu pofitive fumantur feu 
negative ; & mutato figno ipfius 'A non mutatur fignum cocfficicntis B 

Sit nunc 


H- |3 =5 — c-T-y; 8c A =3 * — 3 — f-f-y j ac— A — -a-t-b-t-e — y 
Quando A pofitive fumitur, erit 

C =5-*-<x 3 ( e-t-y)-4-tf r.-t-y i e -+- y 

-t- <j3r <i3y tfry -4- bcy 

fed quando A negative fumitur, erunt fafta ex ternis 
— a . -t- 3 (-t-f — 0) — a .-+•* — y-+-3.-*-c . — y ss 
abe •+■ aby ■+• aey — bcy 

qux prioribus funt oppofitaj & mutato figno coefficientis A mutatur etiam 
fignum coefficientis C. Et gradatim augendo litterarum numerum , idem 
eodem pafto patebit de reliquis. Hinc, obiter, explicantur, qux docet 
Au&or N°. VI. Cap. III. pag. Tom. II. 

14. 
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14. Mutatis autem fignis terminorum alternorum , ubi erat Cgnorum 
mutatio in propofita, ibi ett fucctflio in transformata, & ubi erat lignorum 
fucceffio in propofita, ibi e A mutatio in transformata. Tot ergo (iuu fuc- 
ceflioncs & mutationes in transformata, quot viciflim erant mutationes 8c 
fuccefliones in propofita. Atqui tot funt in xquatione radices pofitivx 

2 uot lignorum mutationes, Sc tot rauices negativa: quot lignorum fuccef- 
ones (N*. IX. Cap. II. pag.tf. & N". 118. pag. 4i.Tom. II.). Ergo trans- 
fcrmata habet radices politivas quot negativas habebat propofita, & contra. 

if. Alia ell transformatio , # qua radix xquationis componitur utcunque' 
ex cognita 8c incognita. Vide Au&orem N°. II. Cap. III. pag. 40. 
Tom. II. * ...... 

Hxc compofitio fieri poteft per additionem ,per fubduftioncm, per mul- 
tiplicationem, per divifionem, per cve£tionem ad poteflatem, & per ex- 
tra&ionem radicis. • 

Transformatio per additionem vel fubdu&ionem nihil habet difficultatis. 

Nam, fi ponatur x =r y-*- e, & per theorema binomialc quxrantur (y-t-e) } 
(jr-t-e)" - 1 j (y-*-e') n ~ l Sccj atque hx poedtates ponantur pro x” •, x'~'-, 
x 9 ‘ &c., in xquatione 

x" Ax* 1 -+- .+• Cx” 3 •+■ Dx" 4 -t- Scc. -+-S ~ o 

• habebitur transformata 


'n n — ! 

n . n — t. . <1 — 1 *» •• 

n — l .n — Z~ . n- 

-3 fl. 

y +nty 

- a ** 

H 

ey 

J -h flec. 

A * * 

-+- Ay 

4 » 

-t- n — 1 A ey 

n — 
■+■ — 

1 n — t 

— Aey 

2 

3 -t- 8cc. 

— 0 


T> 

B/ 

n - 

— l . Be;*' 

3 -t- &c. 




Cjr- 

~ 3 -t- &c. 


• 



-r- &C. 


In hac transformatione hxc funt obfervanda. 


1 6. Ultimus transformatx terminus, qui conflat cx ultimo termino pro- 
poiitx & ex ultimis terminis iplarum 

O' -+-*)”» My -+■ t )"~ l , B(y-*-e )”~ S C(y + e ) H ~ } j D(j-t-r)" - 4 &c. 

... 

erit 

/ •+. Ae”“’ n- Be" -1 •+■ Ce"" 3 -+- De"" 4 -t- &c... Re S 

* H j id cll 
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id eft iplit propolita , in qua pro x polita eft e. 

17. Knultimus transformata; terminus, qui conflat cx pcnultimis termi- 
nis earuadem poscftatum, erit* 

'y 1 -i- »— 1 Ae' -+./»- aBf* 3 -r-w— 3CV 4 -r-» - 4D/ s Scc.) 

• * 
ubi quantitas per quam multiplicatur 7, vel primus transformatx coeffi- 
ciens, incipiendo ab ultimo termino per ordinem retrogradum, ywm adhihehi 
in fejnentiius , eft ultimus terminus complexi» transformata; nuper- inventus, 
cujus termini finguli multiplicati funt ordine per terminos progrellionis 
arithmeticae 

n n _ — 1 n 2 » — 3 n 4 1 


18. Secundus transformatae cocfficiens, conftat cx tertiis, ab ultimo, ter- 
minis potellatum 

{y + e”; \'y +f)*" 1 B (7 n- e)” -1 .... P(jr r)‘ 
vel ex tertiis terminis earundem , ordine pariter inverfo, id-cft 

(«■-+ -y"i B(e^-y) K ~ 1 .... P(e-i -yj‘> R(e+y) 

Hic fecundus transformatx coefficicns , eft ipfe primus , cujus termini lin- 
guli ordine multiplicati luat per terriiinos hujus progrellionis arithmetica: 


n — i n — 1 n 3 n — 4 n — f 

te ’ ze ’ ic ' 2e~ i te 



ip. Ex boc leeundo invenietur tertius ope progrellionis 


n 2 n — 3 

~~Y e ~ 5 3 ' 




Et lic femper. In genere transformatx coefficicns ,r..mus , invenitur ope 
prxcedcntis r~i..mi , & progrtffionis arithmeticx 


n — r -r- 1 n r n — r 1 n r — 2 

re ’ re ’ re ’ re 



Hxc non difficile deducuntur e termino generali theorematis binomialis 
Part. I. 

Vide etiam Addit, pag. 83. Lem. X. 

20. Ex his inveniuntur transformatx termini etiam facilius quam per 
evolutionem. 

Ex. gr. 
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. Ex. gr. Transformata ipfius 

x' -a- Ax 5 -4- Bx 4 -+- Cx' -+- Dx 1 -4- Ex -b F =s o 
habebit primum, ternjinum ( ordine retvogado ut jam monui) 

**.-+- Ac’ -+- Be 4 -4- Ce’ -+• De' -+. Ee -4- F 
Primum cocfficicntem 

- e t + i Be 4 -+- ~De+- - Ee 4 - o. F s 

e te e e e 

6 r* .+. f At* -+• 4B ^ 3 -4- jCf* -4- zDr - 4 - E. Hinc multiplicando per 

r . 4 , ? , * • * 

ic ic le ze . ic 
fit fecundus coefficicns 

ipe 4 _i- ioAe'-+- 6 Bf* -+- jCe -4- D. Et multiplicando per 

* * 

4 * * . « „ 

— > •— j •— » •— i o 

Y Y Y Y 

tertius coefficiens 

zoe 1 -i- toA«‘ -+• 4Br C } & multicando per 

$ z i 

— i ~ i —j o 
¥ Y Y 

quartus coefficicns 

_ I 

iff*- 4 - f Ae -4- B. &c. multiplicando per 

z i 
— } — i o 
je ft 

quintus coefficicns 
6 e -b A. 

zi. Si poneretur x =3 jr rs mutanda effient in transformata figna ter* 

minorum, in quibus impares funt exponentes ipfius e. Et fi poneretur 

x =: e y, in transformata mutanda effient figna terminorum , in quibus 

impares funt exponentes ipfius y. 

12 . 
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ii. Quando eft x =s 7 -t-r, pariter eft x e — y. Sed y exponit 

omnes radices transformat® , Sf x omnes radices propofit® : ergo omnes ra- 
dices transformat® deficiunt a radicibus propofit® data quantitate e. 

i]. Tunc autem vere minuuntur radices pofitiv * , fed >itgatir<e augentur. 
Sit pnim a una radicum pofitivarum , & b una negativarum. Erunt ergo 

x — a s o, & x +4 =; o . 
duo Fa&orcs propofit*. Sed quia ponitur 
x =2 y -h e erit x — a zz y + e a ss o , 6c y =2 t — e 

Ergo radix pofitiva propofit® minuta eft quantitate e in transformata. 

Pariter erit 

x - 4 - b ^z y -4- e +- b , & y — — b e 

ergo radix negativa propofit® aufta eft in transformata quantitate e. 

14. Ergo quando e ®quat a unam e radicibus pofitivis propofit® , fit 

A e 22 05 & ultimus terminus, qui conftat ex fafto omnium radicum, 

evanefeit, atque ideo transformata uno gradu deprimitur. 

lf. Quando e eft major quam mnxin^a radicum pofitivarum propolis®, 
negativa fit h®c maxima radi* pofitiva, atque ideo rcliqu® minores & po- 
fitiv®. Ncgativ® autem manent, qu® erant negativx. h rgo transfoi ma- 
ta tunc habet omnes radices negativas , & ideo omnia terminorum ligna po- 
fitiva ; 8c contra fi transformata habet omnis terminos pofitivos,cft e major 
quam maxima radix pofitiva propofit®. 

16. Quando e eft minor quam minima radicum pofitivarum propofit® , 
radices in transformata manent quales in propofita. 

27. Quando eft v 22 7 4 - e, eft etiam x e “ y , quapropter radices 

transformat® fiiperant radices propofit® data quantitate e. 

28. Tunc autem augentur radices pofitiv® , 8c minuuntur ncgativ® ; quare 

lp. Si e ®quat aliquam radicem negativam, ultimus transformat® termi- 
nus evanefeit. 

30. Si e major eft quam maxima radicum negativarum, ea fit pofitiva, ut 
& rcliqu® negativ® qu® funt minores ; & ®quatio transformata habet omnes 
radices pofitivas, & omnia figna alternantia: &, fi transformat® figna al- 
ternent , quantitas e major eft quam maxima radicum negativarum propofit®. 

qt. Sed, quando e eft quantitas rcalis , quantitates imaginari® auct® vel 
minut® quantitate f, manet imaginari®. Ergo radices imaginari®, qu® 
erant in propofita, manent etiam in transformata. 

$2. Si pr®tcrea eft t quantitas rationalis, radices furd®, qu® erant in 
prQpofita, manebunt etiam in transformata, fcd audi® vel minut® quan- 
titate e. 

}$• Hinc regula generalis, qua fecundus aequationis terminus extermina- 
tur. Nam cocfficicns termini fecundi (ordine direfto) ; id eft corfficiens 

ipfius y" 1 in transformata, eft ne-t-A. Hic evanefeit fi»e-t-A 2= ti\ 

id clt 
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id eft t =3 — • Eliminabitur ergo terminus fecundus , fi cocfficiens 

termini fecundi in propofita dividatur per exponentem primi 8c altiflimi 
termini, & mutato figno jungatur novx incognitae, atque haec quantitas 
compofiia ponatur pro x in aquatione propofita. Vide N". III. Cap. 111 . 
pag. pz. Tom II. 

34. Hinc confirmatur quod afleruimus N". 71. pag. 2p. Tom. II quod 
omnis aquatio carens fecundo termino, balet tertium legativum, fi omnes ejus ra~ 

A A a A 

dices funt reales. Nam, ponendo — pro ee, & — pro Ae in coef- 

ficiente tertii termini transformat* , fit 

ee (» — 1) Ae h- B a ( M — ) A A (- r ) AA-+-B a 

v z ' z» n ' 

AA-t-B. 

' z» 

Quoniam autem eft A fumma radicum, ad numerum», xquationis pro* 
pofitx, & B fumma fitftorum ex binis; erit AA fumma quadratorum Un- 
gularum radicum, una cum dupla fumma rcftangulorum. Eft autem fa- 
ftum' ex duabus quantitatibus medium proportionale inter quadratum pri- 
ma: & quadratum alterius (Eucl.i t . VII I.) atque ideo fumma duorum qua- 
dratorum major quam bis faftum (Eucl. zp. V.) Et in noftra hypotnefi 
quadratum unius radicis additur ordine quadratis reliquarum ad numerum 
n 1. Erit ergo» — I... es fumma quadratorum ex omnibus radici- 
bus major quam zB. Sed, ut habeatur A A « 1.. es , fumma: quadrato- 
rum addi debet zf» 1) B, ergo addendo hanc quantitatem hinc inde, 

erit (» 0 A A major quam zB -t- z(»— 1) B zB-*-z»B zB ss z»B 

atque tandem 

n — 1 . . . _ 

C — fjf) A A major quam B 

& coefficiens termini tertii erit negativus. 

Ut exemplo illuftremus hoc ratiocinium, fit 

A 55 <*-+-£ 

erit 

AA =3 aa c-t-ds- e) -t-bb-+-ib(c +d-i- e) + cc ic(d+ e) +dcl-t- 

ide+ee 

B =3 a (b+c+d+c)-*- b (< -+- d-c-c) .+- e (d+e) -+- de 
Tom. II. I Hic 


Digitized by Google 


46 


COMMENTAR TUS 

Hic eft » 53 f. Sed poni debet 

aa nd ab ut ab ad bb ac aa-t-bb major quam i ab 

aa ad ac uc ac ad cc ac aa-t-cc major quam me 

aa ad ad ut ad ad dd ac aa-^-dd major quam 2 ai 

aa ad ac ut ac ad ce ac aa + ee major quam lae 

bb ad bc ut bc ad cc ac bb-^-cc major quam ibe 

bb ad bd ut bd ad dd ac bb-+-dd major quam 2 bd 

bb ad bc ut bc ad ce ac bb-t-ee major quam ibe 

cc ad cd ut cd ad dd ac cc-^-dd major quam icd 

cc ad ce ut ce ad cc ac cc+ec major quam ice 

dd ad de ut de ad ce ac dd-t-ee major quam 2 de 

ubi aa\ bb\ cc-, dd\ 'ce inveniuntur in quatuor, vel » 1, fummii 

duorum quadratorum f ergo addendo majora majoribus fic minora mino- 
ribus 

4 (aa+bb-i-cc-t-dd-t-ee) fuperant la(b-t-c-r-d-t-e) -+- ib(c-+-d-+-e) -+- 
ic (d -+- e) ■+- 2 de 33 zB 

Ut autem habeatur4AA , vel (» — 1) AA,addi debent fumm* quadrato- 
rum 4 . 2B =3 i(» — 1) B» ergo 4AA major quam 10B =3 f.iB, & 
(» 1 A A major quam 2»B. 

jf. Quando radices funt reales & formx +7 »» -t- nVp ac t* >*Vp, 

eft earum fumma +7 11» " A, ac \mm — A A. & B =3 (t»+ nVp) 

(±7 m nVp) 33 -+- mm nnp ; patet autem efle 4»»»» 33 (2 1) A 

majorem quam zB =3 imm inop. Sed quando radices funt imagina- 

ri*, form* 

*Z m -f- nV p ac +7 m nV p 

eft iterum 

I 

A S +7 1 M-, A A =3 -*-4 mm 
fcd 

B =3 -f- r*m-*-nnp tc iB 3 + imm + imtp 

erit-. 
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eritque A A major aut minor quam iB, cum efTc pofllt nm major aut mi- 
nor quam nnp. 

3 6. Ponendo coefficientem, non fecundi, fcd tertii, quarti, quinti ter- 
mini , &c, aequalem nihilo, exterminabitur tertius, quartus, quintus, &c* 
terminus. Sed tertius terminus eliminatur folutionc xquationis quadratic* 

lAe iB 

ee-t- ■+■ - =s o 

n n .n i 


qua: dat 

__ A^ .A A iB 

n *- ' nn n . » — 


quartus folutionc xquationis trium dimenfionum , quintus xquationis qua- 
tuor dimenfionum &c. Vide N". IV. Cap. III. pag. 73. Tom. II. 

37. Ponendo coefficientem fecundi termini transformatx xqualcm dat* 
quanticati, nempe 

a _ a A 

nt K s tf, « < S 

7 n 


propofita transformabitur in aliam cujus fecundus terminus habebit coeffi- 
cientem datum a. Idem, mutatis mutandis intclligitur de reliquis coef- 
ficientibus. 

38. Reliqux transformationes facile perficiuntur. Ponantur in propofita 
pro x 8cejus potcftatibus, ^ & hujus potcflatess 2c propofita fiet 


n 

Z, 





-f- &c. so. 


3P. Quare fias— erit a ad i ut x ad 7, 6c radices transformat* ad 

radices propofitx in data ratione b ad a. 

40. Ergo fi a zs 1 , erit y = bx t & radices transformat* xquabunt ra- 
dices xquationis propolitx multiplicatas per datum numerutn b. 

41. Tunc, multiplicando per b ”, transformata fiet 

j n -+-bAy n 1 -h ^Bjr* *-i-biCy a 4 -+-ficc. o 

Quare omnes termini prxter primum, dividi poterunt per b. 

I 1 4 1. Hinc 
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41. Hinc, fi propofita habet non unitatem, fed b coefficientem altiffimi 
termini, transformatur in aliam, cujus terminus altiffimus coefficientem ha- 
bet unitatem. 

43. Rurfus, fi fit b fa&um ex denonunatonbus , d\ r, / &c., terminorum 
propofita: 


n _i_ 
X ^ 




8 cc. 33 o 


transformata orietur libera a fraftionibus. Ea autem erit 


n 


y_ 

b n 



By" -1 C/ 3 
**” ].b n 3 
id cft 


Scc. =3 o 


/ + Ar//“ 1 -+■ B d‘efy 1 3 -+- Ccc. 33 o 


I 


44. Et fi J S transformata fiet 

n m m m tn 

j A jVa -+- B yVa' -t- Cy/a’ DyVa 4 -+• &c. 33 o. 

Quapropter fi A 33 tVa m ** 3 B 33 i C 33 3 &c.* 

orietur transformata libera a furdis. Hsec autem feries toties redire de,- 

m 

bet , quoties in Vd fit r xqualis w aut ejus multiplex \ oC coefficicntcs 
propofita: , qui multiplicandi funt per aliquam potcftatem rationalem ipfius 
<i, efle debent rationales. Sit ex. gr. 

3 3- 3 3 

x‘ + A V9.X' -t-Bl^j.x* -+- Cx’ ■+■ DVs> • x* -4- E^ j.x + F 33 o 

& ponatur x 33 - , transformata liet 


iL B .f C£ D*V_V‘ 

3 *** 3 * 4 ' 3 3 3 

V i 6 Vj’ Vj-» V} 5 Vj* 

qux multiplicando fit rationalis. 


v' 3 


3 


4f. Si 
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«5 


* • X 

4 f. Si b 33 i, erit ay =3 x\ y 33 ~ , & radices transformata aqua» 
bunt radices propofita divifas per datum numerum a. 

Tunc transformata erit 


n n . n — n 1 /-> » 1 » 1 _ 

a y ha y -+-L.a y S a: o 

quare G fit » :3 w-f-r , 6t S — a" T, tota aquatio dividi poterit per 

& orietur transformata, cujus ultimus terminus minor. 

46. Hinc etiam aliquando auferuntur radicalcs e propofita. Sit enim 

n n m * 

a — b Vc , fiet transformata 


b % 1c n y n +K.b n 


•I m , n- 
.VC 


-t i>- 

y 


B.3” 


'1 m . »- 
. Vf 


-i n- 

■y 


..-+-S s o 


qua, fi A =3 «Vo B =3 0 vr*> C 33 jrVf*. &c. S 33 T . </c ", 

” n 

dividi poterit per Ve , & erit libera a furdis. Ex. gr.. fit 
x* ■+. A 3 .x’_*- B v' $ . x 4 -+- C V3 J . Dx* E / $ . x -4- F v' j =3 o 

4’ 

8 c ponatur x 33 7 V}, propofita transmutabitur in 
5y‘ / 3 -+- jAjr> ✓ j -t- jBy 4 V $ $ 0 / V 3 -t- Djr' ✓ j -t- Ejr ✓ j -4-F v ' y =j q 
qua per divifionem liberabitur a furdis. 

47. Radices aquationis mutantur in reciprocas, feribendo ultimum ter- 
minum propofita du&um in y n coefiicicntcm. pcnultimum in y' 1 Scc. 
Sic propofita. 

x* -+- Ax" 1 -+■ Bx” 1 -4- Cx* 3 .+. Dx” * .... -t- Px‘ -i- Rx -4- S 33,0 

t -t- A7 ■+■ By' ■+■ C y 1 -+- D y* -t- .... -+- Pj * 1 -t- Ry” 1 -t- S y’ =3 o. 

48. Eft 8c alia transformatio ponens pro incognita propofita aliquam al- 
terius incognita potefiatemj ut x 33 y m \ tunc propofita, qua fxpius ufi, 

, ; \ \ 

m m 4 mn m n mn iny ^ nn \m » 

y -t- Ay ■+■ By -4 - Cy 3 -4- &c. — o 

1 } .4 9. 


* 


Digitized by Google 


COMMENTARIUS 


7 «. 

49. Hoc p3&o deprimuntur scquationcs, in quibus exponentes funt ejus- 
dem numeri multiplices. 


Sint exponentes xquationis propofitx 
pr r j pr zr } pr y •> pr 4 1 &c. 


ponendo in/”N'. 48, mzz — , vel x r ~y\ exponentes transformat* erunt 


Pi P — * > P — 1 i P — J i P — 4 5 P — f & c - 
Ex. gr. propofita fit aequatio 

a* -4- Ax*-t- Bx'-4- Cx 1 ■+■ D zZ o 

ponendo x> rs j atque ideo a* zz jr 1 j x‘ ’ j x* 33 jr 1 j propofita 
transformabitur in 


y* -+- 1 E/ Cy -4- D —0 

. Sit pariter 

/ 

*"+A< , ' + Bx» Cx*-*- Dx»-t- E 53 o 

ponendo x* s r, ac x s =3jr’; x» =3 jr’j x 1 * 3 /*j x** — y' , ea fit 

y' -4- Ajr*-+- Bjt 1 -+- C y' -h Dy-t- E zz 0 

fo. Nunc demonftrandus eft Artic. VIII. hujus Capitia, agens de pote- 
ftatibus radicum xquationis. Theoremata huc pertinentia revocabo ad unum 
generale, fequutus, quantum potero, notationem Auftoris. Ex ea patet 
alium 1 polle aequationem generalem hujus formx. 

n n — I » — 1 n — 3 r — 4 „ h — 5 R— 6 » 

X -t-px -+-JX - 4 -rX -4-fX -+-/X -+- MX -t- ... CCC. =0 

fi. Pono terminorum fequentium, fiqui funt poft *x" coefficientes 
ordine cfle 

a-, b-, c i d ■, e-, fice. 

te litteras^} h-, i, indicare in genere tres coefficientes continuos, qui per- 
tinent ad x* * 1 } x* r ; x’ r Ideo hi coefficientes continebunt 

fummas faftorum ex xquationis radicibus fumtis , ordine , ad numeros 

r 1 i fi r+l. 

fi. Pariter pono k effe cocfficicntcm termini penultimi, (qui ideo conti- 
nebit 
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nebit fa&a e radicibus {uratis ad numerum n i j) & / efle terminum ul- 

timum (vel faftum e radicibus omnibus j) atque f-, z, j f coefficientes in- 
> * n i-t-i n — j. * — < — i 

determinatos x J * > * * ... 

et. Hos autem coefficientes fumo cum lignis, qu* habent in aequatio- 
ne' recedens ab Auftorc, qui accipit cognitas quantitatis terminorum aquatio* 
nisfub /ignis mutatis , & figna muto in theoremate. 

/4. Radices aquationis exponamur litteris grateis 

*; y ; S } t j £; 5 cc. 

ad numerum », qui 8c aequationis gradum exponit, Sc quarratur fumma 
potcllatum m ex his radicibus. 

5f. Potcftatcs radicum, quarum potcllatum exponentes funt 

i») m 1 i m — 1 } m — J > m 4 > 

in unum coa&z , exponantur litteris latinis majufculis 

A} Bj C } D> E O. 

& fumma potcllatum primarum , vel, quod idem cft, fumma radicum, ex- 
ponatur littera p : hanc enim pofuimus coefficicntcm fecundi termini aqua- 
tionis, idelt fummam radicum. Sed fummx potcllatum, quarum expo- 
nentes funt generales & indeterminati , fed continui , 

m r+i > » — r i t" — r — * 

exponantur litteris 

G > H } I. 


ftf. Tandem fumma potcllatum quarumvis, quarum exponens cft m — t t 
exponatur per M. 

Ut fub oculos ponamus has notationes, Ct 


m m -> ,m « 

A =3 cl -f -y -s-i -+- i -r-£ -t- Ccc. 

_ m — I n m — r m — I .m — i m— I I . 

B =1 a. -+-|3 -by -bJ -+-« ~bg -bCCC. 

_ m — 1 _a > — 1 m — l .m — i m — i /a — 1 « 

C = » -4-/3 -t -y -bi -b* -bi -b «C. 

&C. &C. 


G =3 ."-'-'-.(•r 
I 8* 


— r-*-l m— r-4-l r-4-j m— r-4-I y» — r-t-t . 

-*-y J -4-« -4-( -+-OCC. 

m — r ,n> — r m — r m — r «, 

-j- y -b t -»-• -b( oU.. 

—r— I m — r — l m—r—i m — r—i .m — r— I o. 

*by -bt H-» -b( -b «C. 
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m—t . n m — > m—t .m — t m—t ,m~t , 

-t-P -t- y A- $ -4- 1 ■+■ £ -+- Scc. 

f7- His pofitis, conftitunntur feries 

B j C } D j E } F j Scc O J> m 

Sc 

pi q-, r-, ii t .... Jfj z } f . 

Dico cflc 

A — />B — ^C-t-rD — sE-t-/F .... +77O +L zpizwf. 

Hoc cft generale theorema, ad quod revoco theoremata Neu/toni. Pro 
cujus demonftrationc, obiervo quod . 
f8. Omnes termini 

pB ; qC-, rD } sE j /F Scc. 

habent eundem dimenfionum numerum m. Nam ipfa B eft dimenfionum 

numero m 1 (N" ff. Se ffi.)j cft autem p unius dimcnlionis : ergo 

numerus dimenfionum fafti pB cft m. Sed in ipfis p-, q\ r 5 sj /; Scc. nu- 
merus dimenfionum femper crefcit unitate , qua decrcfcunt exponentes 
infarum Bj C; D> Ej F> Scc, ergo fingula la&a habent eundem dimen- 
uonum numerum m. 

fS>. Sumamus nunc tria quaevis fafta continua 

±T gG J+AHtil 

fecundum N" fi. Se ff, prima pars ipfius AH deftruit fecundam prtcce- 
dentis^G) Se fecunda pars ipfius AH deftruitura prima fequentis /I(N°.d. 
Comment. ad Cap. 111 . pag. da). Penultimi autem termini 4I z.p pars de- 
ftruit partem prxccdcntis; pars altera deftruitur ab ipfo wp : Sc pars ipfius 
q C deftruit partem ipfius pB i pars reliqua deftruitur ab rD. Manet er- 
go tandem prima pars ipfius pB , qux cft ipfa quanlitas A. 

do. Dixi prim » , medium e tribus faftis continuis dcftrui partim a par- 
te prxcedcntis, partim a parte fequentis, Sc appellavi ad ea qux fupra 
dcmonftravi de quavis sequationis radice, qux in xquationc fubilituitur 

prox” x ” r 'j x" l . Id nunc accidere patet; quod cum 

verum fit, feu fubftituatur « ; fcu / 3 ; feu quaevis alia," etiam verum erit 
quando fubfticuuntur omnes, una poft aliam. Rem licet pcrfpicuam , exem- 
plo tamen illuftremus. 

•f . • 1 . . 

Sit xquatio generalis fex dimenfionum 

X 4 
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x*+-px'+- qx*+- r* ) 4-xx , 4-/.x4-« — « 

hujus radices fint qua: fupra fN*. 7 - 4 .) & fit exponens m r =3 m 4 . 

Em w r+- 1 =; to 3 ; & m r — 1 = m r . Quapropter* 

G s +- /S”* - 3 4 — y m 3 4- «T" 3 4- , m -3 +. 

Harc fumma debet multiplicari per 

r =J «0(j'+-^4-f4-O-t-«^4-*4-^4- «;(.4-^4- «^4- 
0>(<* +-»-+- 0 +- Hi{t 4- i) 4- 0.{4- 
>^(* 4- 4- 4- 

Hinc conficietur 

* (%4-^ -4- »-*-0 -4-yO* -4- /(»-1- £) ■+■ iQ ■+■ 

C 3 W +‘-+-0-+- /W(t -+- y* (• -4-fl-f- K 4- Afl -4- 

$*~\<y + i4-i+()+^4-i+fl + ^(i+^) + i0 + 

0 3 («^(<f -+-«-+-£)-+- <*/(« -4- £) -4- at( -t- -+- yi{ - 4 - jig) 

y 1 («(0 -+- <* 4- «-+-£) 4-0(<f + i4-f)4-«f(t 4-£) 4-«C-*- 
y 3 («0((^4-«4-£)4-«J(«4-£)-+- < “£-+-0‘*( t 4-£)4-0f£4- <ft£)4« 

* ( a (fi-+-y -*-*•+-£)-*- &(y 0 -*->(* -*- {)-+- *0 ■+■ 

3 (“0(>4-«-4-O4-®J'(f4-O4-«*ir4-0>(*-+-O4-0^-4->«^)-t- 
‘0(0 4 - >- 4- <J 4 - £)4- (s(>. 4- <14- $ 4- }-(<f 4- £) 4- <i£) 4- 
'• 3 C«0iy 4- #4- £) 4- **(<f 4- 4 — 0y(<f4- £)4- 0<f£4- 4- 

<f~ *(<*(0 4- >-4- #4— 1 ) 4— 0{y 4- <f 4— 0 4- y( <14— «J 4- i») 4— 

£* 3 (<*0(>'4— <f 4- •) 4- «)>(J4-04— «Ji4-0j-(<f4- 1 ) 4 — 0Je4- 4— 

Hic vides quam partem voco fummam fadtorum e potellatibus , qua* 

rum exponens eft m 3 , in fuos Faftorcs. 

# 

Pariter erit 

H s « m- 4 4- (l n ~* 4- y m 4 4 - i m ~* 4*- 1 m 4 4 — C~ 4 
Ha:c fumma debet multiplicari per 

0 ^(» 4 - £) 4 - 0 y«£-+- 

unde fit 

Tcm. //. K • 
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• 1(0} (J4— « 4- £) +- lii(t +- £ ' 4- 0s£4- iy(% -h-{) 4- Jif4- 4— 

• 4- f) 4— 0}.s£ 4— /iJfi— yhf) 4— 

0 4— 1 4- £) 4— aif(t 4— £) 4— «»^4— yi(t 4— 4- yi£ 4- /f£) 4— 

0 ^(ayi!t 4— £) 4— tth£ 4— ay<£ 4— 4— 

y a ~ 3 (*W+- . 4- 0 4- «■>(« 4-^4- «<4- 3J (« 4- 0 4- 0.^4- <h£) 4- 
4- () 4- «01^4- *^4- 0Jt£l 4- 

• 3 (*0( y 4— 1 4— £) 4— *y(f 4— £) 4— »J£ 4— 0}(f 4- £) 4— /3J£4— /»£)4— 

« 4 («0yfrf 4-£)4- «0<f^4- 4- 0}J{) 4— 

3 (*0(y 4— t 4- «) 4- «j (<f 4- f) 4- «St 4- 0^(J 4- *) 4- 4- y<fi) 4- 

£ 4— t) 4 — OL^oii 4 — ttyit 4— /3j«Ii} 

cujus pars prima, nempe fnmma fa&orum e poteftatibus, quarum expo- 
nens clt m $, eadem cft ac fecunda pars ipfius rG. Habent autem 

rG & i H figna contraria. Ergo hae duas partes fe dcftruunt. Si nunc 
evolvatur 1 1 , invenietur ejus prima pars' «qualis fecunda: parti ipfius jHj 
fed jH 8c /I habent figna contraria. Igitur &c. 

6 1 . Dixi fecunde partem pcnultimi termini x,p deftrui a parte prseccden- 
tis, quod confiat e fuperioribus. Addidi alteram partem ipfius x,p deftrui 
ab ultimo termino wf. Demonftrandum eas efle «quales j oppofit* enim 
f»£tx funt. 

Cocfficiens x. continet fumntam faftorum c radicibus fumtis ad nume- 
rum m i (N°. f8.)s atque horum faftorum numerus cft m. Haec 

fumma debet multiplicari per fummam radicum. Conficientur ergo primo 
fecundx potcftates lingularum radicum , dvchs lingula: in fummam fafto- 

rum ex m t radicibus, prarter eam cujus poteftas fecunda fumta-eft; 

& deinde produfta ex omnibus fa&is diverlis m t Factorum , vel ra- 

dicum „ in lingulas radices, qua: ab iis abfunt} id cft fa&um ex tn radici- 
bus, qui w .ies repetetur (N“. ip. Cotument. ad C»p. II. pag. 17.) id cft 
Wf. 

65. Dixi tertie primam partem ipfius pB efte quantitatem Aj quod con- 
fiat; cft enim 


B . m — t „m — t m— I ,w>— I « 

=3 • 4-0 4 -y 4“ i 4- &C. 

• • * 

Hxc quantitas multiplicari debet per 

p — «4— 0 +• y +- i 4— &C. 

conficietur ergo 

*" -4- (P-+- p-t- !+• &c) +(l m 1 (»*.+. y +. /_j. &c )4-j/*4- 

y 
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y m—1 («+• P +“ i +• &c)+- J m 4- (*-t-P+y +&c)-f-&0. 

Quare patet propofitum. 

64. Nunc autem, fi eft m , ("exponens poteftatum e radicibus,) xqualis 
n (exponenti altilfimi termini' aquationis,) eundem terminorum numerum 
habebunt feries 

B} C; D) Ej F> .... O} f j m 
Pi q i n s -, t y, & ■, f 

eritque f ultimus xqtfationis terminus. 

6f. Si m cit minor quam », feries prior habebit minorem terminoVum 
numerum, quam pofterior} cadet m fupra aliquem coefficientem xqua- 
tionis, qui ultimum prxcedit , & ibi abrumpetur feries produftorum , quas 
erit, ex. gr. 

pB } jCi rD } sEj /F .... vu. 

66. Hinc oriuntur peculiaria Newtoni theoremata} in quibus nos po» 
nemus majufculas italicas A ■, B ■, C &c. pro minufculis a-, b, e Sec, qui- 
bus ille utitur. 

Sit enim m s? z i erit 
Summa z. Pot. pA — ig s 5 
Si m = 3 , eric 

Summa 3. Pot. pB qA -t- 3 r c C 

‘Pariter ponendo pro m ordine numeros 4-, f} 6\ &c. erit 

S. 4. Pot. pC qB +- rA 4 s ~ D 

S. f. Pot. pD — qC+- rB sA +- f t S 3 E 

S. 6 . Pot. pE qD rC sB -t- tA 6 u F 

Et fic femper. 

67. Si tandem cfl m major quam », cadet ultimus xquationis terminus f 
fub aliqua furama poteftatum M, atque ibi abrumpetur feries , qua: erit 

pB qC +rD sE tF .... +7 (M. 

68. Hocaflertum, 8c quod habetur fub N s . 6 f., facile patent, fi poft 
ultimum fcrici brevioris terminum feribamur aliquot e; fic pro N". 6f. 

* 

B} C} D-, E; F; .... p ■, m\ o-, e-, o\ «} &c. 

Pi q i r i ii fi "i *i b-, n d i c, & c. 

K z unde 
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unde conflabitur feries compofita 

pB> qC-, rDt s E> /F .... pu } ma\ oj oj o &c. 

& poft ma abrumpetur. At pro N°. 67. feries erunt 

Aj Bj Cj E} F; .... M> Ni O .... p; m 
fl 9» r s s ■, t j .... f i o •, oj.„. oj o. 

unde orietur feries compofita 

pB ; <jC j rD j rE } /F .... f M > o j o &c 

& 'ea poft fM abrumpetur } nullus ergo hujus termipus erit multiplicatus 
per nJ, quandoquidem m cadit fupra o, & m . o =3 o. Sed ultimum com- 
pofitx terminum fM non ducenaum efie in m alio pa&o dcmonftrari poteft. 

69. Eft enim f fadhrm unicum ex oipnibus arquationis radicibus 
quod duftum in M, ex notatione N'. jkS. , dabit 

. . *” " <_I . B ySi£ Scc. -4- p'" '"*" 1 . »yit £ &c. -4- y m '~*~ l . e£ 8cc. -4- &c. 

hujus autem fummse quaevis incomplexa pars diverfa eft ab aliis, & deftruit 
refpondcntem incomplcxam partem praecedentis. Nulla ergo eft pars re- 

E ctitajqiix repetitio inveniebatur in hypothcfi N». 6f-, ut patet ex N® 64. 

iemonuratio ibi allata transferri nequit ad hypothefim quam nunc prx ma- 
nibus habemus, quia nunc eft f faftum ex omnibus radicibus, 5 c in N*.tf4. 
habebamus fummam faftorum ex omnibus radicibus, una demta. 

70. Nunc dico feries allatas N. 66. ita cum Newtonianis concidere, ut 
prima, tertia, quinta, &c. etiam fignis conveniant ; fecunda , quarta, fex- 
ta 6 cc, habeant figna contraria. Nos enim fumimus p 3 A cum figno 
quod habet in aequatione, NEWTONUS fignum mutat} ille igitur ha- 
bet +7 p, & ±7 A , quando nos contra 4I p, & +1 A. Sed p . +7 A ts; 
+-pA =3 +-p.+- A, & quantitas q utrinque fumitur cum figno contra- 
rio. Ergo prima feries utrinque eadem eft, 6 C etiam fignis congruit. 

Sed in fecunda, ubi ille habet ±7 pB, nos contra habemus +lpBj ille 
q . t A ; nos q +1 A ; ille +1 jr } nos ±7 jr. Ergo figna funt con- 
traria. Ratiocinium prima: feriei fponte aptatur tertia; , quintx 8cc., ra- 
tiocinium fecunda: ultro fe accommodat quartx, fextx &c. Nam ille ha- 
bet f C, & nos rp. C ; fed p . +r C 33 -1- pC =3 Z+. p . 4I C } uterque 

+7 B , ac q ille +7 A & +7 r 5 nos +L A ; & +1 r > fic de reliquis. 

71. Ceterum neque imaginaria: fallunt vim theorematis. Exemplo efle 
poteft aequatio 

X* 8x* •+- J IX 1 fOX’ -4- S>x‘ - 4 - 78X -4-338 33 O 

• cujus radices funt 
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— r— V— 1$— n-V— i; -4-1-3 V-t s -4- z-4- 3 V—i } +i-il/-ii+)4-t/-i 

omnes imaginariae. In hoc exemplo, tum elevando has radices- lingulas ad 
potellates, tum ex theoremate, invenientur 

fumma t. Poteft. “ o. fumma 3. Pbteft. 53 — io5 

fumma'4, Poteft. =3 —484. fumma p. Poteft. z 3 — 9 41 

fumma 6. Poteft. =5 o.. fumma 7. Poteft. =: -4-4154 &c. 

Hoc theorema in Addit, pag. 110. & feq. invenitur alio pa&o demon- 
ftratum a Ccleb. BAERMANNO , cum quo demonftrationem meam, an- 
tea inventam, communicaveram anno 1749. Item alio pafto demonftratum 
fuit ab illuftri Colin MAC-LAURIN in ejus Algebra anglice edita anno 
1748. cap. XII. pag. 186. & feq. Ufum tradet Auftor in capite fequen- 
te, & multiplex clf in Mathcfi fublimiorc. Vide, fis, Clar. EULERIin- 
troduftionem in analyfim infinitorum Lib. I. Cap. X. pag. 128. Sc feq. 

71. Eft & alia transformatio, qua datum binomium 

W 1 tX 

a ir b 


E er multiplicationem transformatur in aliud , in qtto quan;itas 4 datum ha* 
eat exponentem », & quantitas b non multiplicata fit per a. 

Leges funt i°. ut qutefiti binomii primus terminus exponentem habeat 
datum =: n. 

2 0 . Ut termini medii fe deftruant: 

Quxrendum cft polynomium, per quod fi multiplicetur datum binomium, 
obtineatur propofitum. 

7». Sint duo termini continui defumti e polynomio quxfito 

rV + srV 

Ex horum & binomii propoli ti multiplicatione oritur faftum generale 

m-4-x ,y , *./-4*y m-4-z,m . *.l-4-* 

a b ir a 0 - 4 - a b t: a b 

4 

73. Jam primus fafti terminus debet elTe 4”. Ergo 

. w + r 3 »j * s » «i & y 53 o 

quare primus multiplicatoris terminus eft 

n — m • 

a ' 

& fa&um, per fubftitutioncm , 

K 3 « 


« 
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* n , it — jn ,1 m-4-l ,u . « , i-4n< 

4+74 o -»-4 4 ta 4 

* Sed efle debet 

, » — m ,1 m-t-r ,u 

+74 0 -4- d 4 SO 

quare primus horum duorum terminorum femper elt negativus j bc fi bino- 
mium propofitum eft 

m A 

a - 4-6 

fecundus terminus multiplicatoris, eft negativus} at pi/fitivus eft fi propo* 
fitum binomium eft 

’ b m —b l . 

74. Praeterea efle debet 

• m es m-b Ci Cc / =s «} unde 6 — » — iwj atque z/ es u-bl 

Et jam eft multiplicator . . 

n — m , n — im .1 * — iw.i/ 

4 4 b -4-4 0 

• 

Faftum autem 

a n — m hi it — m,l , » — Im ,ll 

* 4 " -4-4 0 ±7 <* 0 

7f. Ponatur nunc ultimus hujus fafti terminus aequalis primo termino fa&i 
generalis} quia hi termini le delituere debent, erit 

+7 4 0 =3-4-4 0 

ftaflmque recurret obfervatio N'. 7J. pro figno quarti termini multiplica^ 
toris. Erit praeterea 

n tm ss «s-4-Xj hinc x es » 31» > atque j s 3 z/, ac /-4-7 es 3/ 

& fubftituendo, fa£tum evadet 

f H ‘ t b*iza'b 1 *’* 
ubi debet efle 

• — 3 «* =3 »»-4-z> ac z s » — 4«) & » =3 3/, ac /-4-« ss 4/ 

74. 

' 

« 

* 
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76. Hinc invenitur multiplicator 

a 4 1 a o -+- <* J s A’ 

77. Itaque manifefta eft lex progreflionis. Eadem autem progreffio in- 
venietur iubftituendo in fafto generale, ut jam fecimus. 

78. Ultimus autem produ&i terminus efle debet liber a poteftatibus ip- 
fius a. Hic ultimus produ&i terminus oritur ab ultimo termino multipli- 
catoris dufto in ultimum terminum propofiti binomii. Si ergo ultimus 
multiplicatoris terminus fit ejus terminus p...mus. Erit ergo ex lege pro- 
greflionis, Sc ex obiervaus, exponens ipfius a in ultimo fa£ti termino 

n — pm o ; unde p =3 — s z. 

TH 

eft autem z exponens ipfius a in ultimo termino fa&i generalis. 

79 - Item ex Lege progreflionis , exponens ipfius b in ultimo fafbi termi- 
no eft 

(p 1) / =5 ftinc — 

Eft autem iterum /-+-« exponens ipfius b in ultimo termino fa£ti genera- 
lis, Sc u exponens cjufdem b in ultimo termino multiplicatoris. 

80. Sed, fi binomium propofitum eft. 



multiplicatoris terminus fecundus, quartus, fextus , & reliqui pares funt 
negativi. (N" 7$. 7f. hujus). 

81. Erit ergo multiplicatoris terminus ultimus negativus fi cadit in fc- 
dem parem 

8a. Si vero, vel ultimus multiplicatoris terminus cadat ia &dcm imparem* 
vel fi propofitum binomium fit 

• a — b 

femper ultimus multiplicatoris terminus erit pofitivus. 

R$. Hujus transformationis ufus duplex eft. Et primo quidem dato bi- 
nomio irrationali invenietur polynomium, per quod fi ducatur datum bi- 
nomium irrationale , producatur binomium rationale. 

Sint enim dati binomii irrationalis exponentes dati m, & /j &C quxratur 

minimus numerus integer »> ita ut fit — numerus integer, dati erunt ex- 

M 

ponentes polynomii quxfiti. 

Sit 
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Sit binomium datum \/a — V 3 . Hic cft 

1 , i . , 1 ^ 1 

b S - j / j atque ideo — =: — , ac » 33 3 

i 3 ««3 

' Quapropter 

1 _ f _ 3 3 

m — m 33 3 — — = ~ — zm s 3 — x 33 i j »— 3 « =3 3 — i — 2- 

«r*— 4w - 3-i 3 ij »-5« 3 j-i 3 i * — 6 m ~ 3 3 — 3 33 o 

fepofito ultimo exponente, manent quinque exponentes ipfius a-, quinque 
igitur inveniendi fune exponentes ipfius b quod facile fit. Elt enim 

/ = X > t/ 33 i j 3/33 1 } 4/ 33 5 f' = y 

Quare polynomium quxfitum eft 

X L J t L i X 

a i -f- a'b 3 + a z 3 3 ■+- ab a 1 b 3 +33 
& binomium produ&um cft 
— 3 *. 


Quando eft w 33 /j utique cft - 3 1 3 ». 


84. Hinc fra&iones furdis implicat* ftrpe raducuntur ad fimpliciorcm ex- 
preffionem, qu*rcndo polynomium quod, multiplicatum per fra&ionis de- 
nominatorem lurdum, det f.i&um rationale, 8c per idem polynomium mul- 
tiplicando etiam numeratorem. Stic invenietur ' . 


v r f+ ^3 

v f — V 3 


4+Vtf 


Nam binomium transformandum cft — Vj. Quare 


1 

z 


/> 8c n zz 1. Ideo» — m 




n — zm 33 o 


& 


/ 33 


Digitized by Google 


AB CAPUT II I. 


8» 


/ = j -i j zl — i> atque multiplicator qusefitus Vj* ■+■ V J. 
£11 autem 

(Vf— /}) <Vf -I- V5) 3 f-t-Vif- V IJ- — 5 =J t 
. & numerator multiplicatus 

(tf f -4- V}) =3 f-HiVlf-t-J 33 8 -t-lVlf 

8f. Alter ufus eft hic. Dato fafto 

nl 


a n +7 b m 

& Fa&orum uno 


a m ±T b l 

invenire alterum Fa&orem 

a” m +L «■—***' -t- 3 V' a n —* m b il + &c: 

vitatis divifionis ambagibus. Exempla defumemus e poteftatibus unitatis; 

85. Ponamus x =3 1, vel x r — 1 33 o. Conftat efle x 33 1 , fi r eft 
numerus impar, 5c x 33 +T 1 , fi r eft numerus par s id eft x — 1 =0 
in prima hypothcfi, & x ±r 1 in altera, efle unum e binomiii fimplicibus, 

quibus conflatur xquatio x' — 1 =3 o. Eft ergo * 


nl 


n r 

a — b m 33 x 


- 1 , Sc a” +r b l 33 x ±7 1 
Quare 


rw 33 1 5 / 33 o ; »33 r. 


Igitur alter Fa&or eft 


' 3 Tl* r “ 4 - 


j — ; — 


8cc =3 o 


Ubi ultimus terminus erit x 33 x 33 1 

Sit r 3: 3 i Fa&or x* -t-x •+■ 1 , habebit omnes terminos pofitivos (N*. 
yj. & 8i. hujus pag. 77. & 7$). Sed 

V«*. //. L . ' * 
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ac+j+i 22 o dat x 22 ~ ^ — 3 

Igitur radix cubica unitatis cft triplex, una realis, & dux imaginarixs 
nempe 



Sit r 22 4. Fa&or erit x 3 -4- x* -r- x 1 =5 o quando alter eft x t j 

Quando vero is cft x -r- 1 , habetur Fa&orx 3 x’-+-x— t =2 O (N’.8o). 

Sed prior divifa per x-r- 1 } vel poftcrior divifa per x — 1 , dant zz o, 

atque ideo x 53 +7 V 1 j & quarta unitatis poteftas quatuor habet ia* 

dices , dius reales , & duas imaginarius 

1 i — 1 1 -4- V — 1 5 — V — 1 • 

Sit r s fi FaSor unus erit x 1 22 o, alterantem 

X 4 + * , + X' + *4.| — O 

Sit r zz 6 . Fa&or x 1 e 0, dat alterum 

x 5 )( ( +x l +x , Vx+ 1 =20 
& Fa&or x -+- 1 22 o , dat 
x’ x 4 -i- x 5 *‘+ 1 =2 o 

fed tum prima divifa per x+i =2 0} tum fecunda divifa per x 1 , dant 

x 4 -+■ x' ■+■ 1 22 0} vel x 22 ir i / ( — — +r ■- V — 5) 

Z fc 

Habet ergo fexta unitatis poteftas fex radices , duas reales, & quatuor ima- 
ginarias 

•+■ Ii - 1 i -+-~ $)j — V^( V-3)} 



7 ^ — 3) i — \’( — - — r ^ ~ j )• 


87. Et fic de reliquis exemplis. Condat autem in genere , quando r eft 

• x r — 1 ... _ 

numerus impar, quotum dindi non pofte nec per x-t-t, nec per 

x — 1. Nam, prxtcr obfervata N°. 8tf., quotum illud habebit terminos 

numero r, impari, & fi dividi poflet per binomiurn, quotum hinc ortum 
* 

habere deberet terminorum numerum — . (N°. 149. Nota ad Seft. I. Cap. 

VJ. Tom. I. pag. 41.) Hoc autem cft abfurdum. 

. * . CA- 
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I. 'IT N t -hinc colliguntur limites inter quos confident radices aequationis, 
1V ubi nulla carum impoflibilis cd. Nam cum radicum omnium qua- 
drata lint affirmativa, quadratorum fumma affirmativa erit, ideoque qua- 
drato maxima: radicis major- Et eodem argumento, fumma quadrato- qua- 
dratorum radicum omnium major erit quam quadrato- quadratum radicis ma- 
ximx, & fumma cubo-cuborum major quam cubo-cubus radicis maxima:. 

ffjuamohrem fi limitem de fideres quem r «dices nullae tranfgrediuntur , quate fum • 
mam quadratorum radicum (fi extrahe ejus radicem quadraticam. Hac enim i adix 
■major erit quam radix maxima aquationis. 

II. Sed ad radicem maximam propius accedes fi quaeras fifmmam quadra- 
to- quadratorum (fi extrahas ejus radicem quadrato- quadraticam , (fi adhuc magis 
fi quaras fummam cubo- cuborum (fi extrahas ejus radicem culo- cubicam : Et ita in 
infinitum. 

Sic in aequatione praecedente radix quadratica fumma: quadratorum ra- 
dicum, fcu /3 p, cd 6 ~ quam proxime, & 6 ~ magis didat a nihilo 
quam ulla radicum 1, 1, 3, f. At radix quadrato-quadratica fumnne 

4 j 

quadrato-quadratorum radicum, nempe 1/713 qux ed circiter , pro- 
prius accedit ad radicem a nihilo remotiffimam f. 

III. Si inter fummam quadratorum 2c fummam quadrato-quadratorum ra- 
dicum inveniatur media proportionalis, erit ea paulo major quam fumm3 
cuborum radicum fub Ggnis affirmativis connexorum. Et inde hujus me- 
diae proportionalis & fummse cuborum fub propriis fignis, ut prius inven- 
tee, femifumma erit major quam fumma cuborqpi radicum affirmativarum, 
& femid i (Ferentia major quam fumma cuborum radicum negativarum. 

I V. at t que « deo maxima radicum affirmativarum minor erit quam radix cubica 
illius femifumma , (fi maxima radicum negativarum minor quam radix cubica illius 
femidijfier entia . 

Sic in aquatione praecedente, media proportionalis inter fummam quadra- 
torum radicum, 39, &c fummam quadrato-quadratorum, 723, ed irf8 circiter. 
Summa cuborum iub propriis fignis fupra erat — 89. Hujus & n>8 fe- 
mifumma cd 39 — , femididerentia ti8~ . Prioris radix cubica, qua: ed 

3 i- circiter, major ed quam maxima radicum affirmativarum 3. Poderio- 

ris radix cubica, qux ed proxime, tranfeendit radicem negativam — f. 

L 2 Quo 


DE LIMITIBUS 


>4 

Quo exemplo videre eft quam prope ad radicem hac methodo acceditur, ubi 
unica tantum radix negativa eft, vel unici affirmativa. 

V. Et tamen propius adbuc accederetur , fi, inter fummam quadratorum ra- 
dicum fummam cubo-cuborum, media proportionalis inveniretur ; atque ex 
hujus & fumrnx quadrato-cuborum radicum femifumma £c femid i (Terentia 
radices quadrato- cubicx extraherentur* Nam radix quadrato-cubica femi- 
fumma: tranfccnderct maxituam radicem affirmativam, & radix quadrato- 
cubica femidifterentix maximam fcu extimam negativam , fed cxccfiu mul- 
to minore quam ante. Cum igitur radix quxlibct , augendo vel diminuen- 
do radices omnes, fieri poflit minima, dein minima in maximam converti, 

& poftea omnes, prxter maximam , fieri negativae , contlat quomodo radix 
imperata quam proxime potell obtineri. 

VI. Si radices omnes , prater duas , negativa funt , pojfunt illa dua fmul hoc 
medo erui. 

Inventa, juxta methodum praecedentem, fumma cuborum duarum illarum 
radicum, ut & fumma quadrato-cuborum & fumma quadrato- quadrato-cu- 
borum radicum omnium j inter pofteriores dua» funi mas quxre mediam pro- 
portionalem, & ea erit differentia inter fummam cubo-cuborum radicum 
affirmativarum, 8c fummam cubo-cuborum radicum negativarum, quam, 
proxime j adeoque huius medix proportionalis & fumrnx cubo-cuborum 
radicum omnium femifumma erit fumma cuborum radicum affirmativarum, 
& femidifferentia erit fumma cubo-cuborum radicum negativarum. Ha- 
bita igitur tum fumma cuborum, tum fumma cubo-cuborum radicum dua- 
rum affirmativarum, de duplo fumrnx pofterioris aufer quadratum fummx 
prioris, & reliqui radix quadratica erit differentia cuborum duarum radi- 
cum. Habita vero tum fumma tum differentia cuborum habentur cubi 
ipfi. Extrahe eorum radices cubicas fic habebuntur xquationis radice» 
dux affirmativx quam proxime. Et fi in alcioribus poteftatibus opus con- 
firaile inftitueretur, magis adhuc accederetur ad radices. Sed hx limita- 
tiones ob difficilem calculum minus ufui funt, & ad xquationes tantum fe 
extendunt , qux nullas habent radices imaginarias. Quapropter limites alia, 
ratione invenire jam docebo, qux Sc facilior fit ad omnes xquationes fe 
extendat. 

VII. Multiplicetur aquationis terminus unufquifque per numerum dimtnfionum. 
ejus i & dividatur faRum per radicem aquationis. Dein rurfus multiplicetur unuf- 
quifque terminorum prodeuntium per numerum unitate minorem quam prius , & fa 
ffum dividatur per radicem aquationis. Et ftc pergatur femper multiplicando per 
numeros unitate minores quam prius , & factum dividendo per radicem , donec tan- 
dem termini omnes defruantur , quorum figna diverfa funt a figno primi feu al- 
ti /fimi termini , prater ultimum. Et numerus ille erit omni affirmativa radice major , 
qui in terminis prodeuntibus fcriptiis pro radice , efficit eorum , qui Jingulis vicibus per 
multiplicationem producebantur , aggregatum ejufdem femper effie figni cum primo feu. 
ctltiffimo termino aquationis. 

Ut li proponatur xquatio 

x ! — IX* IO.\ J -4- liO S3 o. 

• .. ‘ 1 Hanc 
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Hanc primum fic multiplico 

f 4 3 ^ i • o 

X* 2X 4 IOX 1 -*- JOXX-t- d}X 110. 

Dcin terminos prodeuntes, di vifos per x,rurfum multiplico fic 

4 i t ‘o . 

• fx 4 ex’ joxx-i- 6 ox -+-63, 

8c terminos prodeuntes rurfum dividendo per x, prodeunt 

zox 3 14XX — dex -t- do , 

quos minuendi giatia divido per maximum diviforem 4 fiunt 
f.v 5 6 xx ifx-t- if. 

Hi itidem multiplicati per progrclfionem 3. 2.1 .0, Sc divifi per x,fiunt 

IfXX 1 2X If , 

& rurfum divifi per 3 fiunt 
fxx — 4* f- 

Et hi multiplicati per progreflionem i. 1. o, & divifi per ix fiunt, fX — 2. 
Jam, cum terminus a:quationis altiflimus x* affirmativus fit, tento quinam 
numerus feriptus in his produftis pro x, efficiet ea omnia affirmativa efle. 

Et quidem tentando 1, fit fx— 2 =3 $ affirmaturum) fed fxx 4X f, 

fit 4 negativum. Quare limes erit major quam 1. Tento itaque nu- 

merum aliquem majorem, puta z. Et in lingulis fubllitucndo 2 prox, 
evadunt 

J-X z S 8 . 

f xx 4X f = 7 

fx 1 — 6xx IfX -+-tf =3 1 

pc 4 8x* JO XX-t-dOX H-d} =3 7J> 

X ? IX 4 iox’ -t-pxx-t-d jX 120 32 4 <S. 

• • 

Quare, cum numeri prodeuntes 8. 7. 1. 75. 4d, fint omnes affirmativi, erit 
numerus 2 major quam radicum affirmativarum maxima. Similiter fi limi- 
tem negativarum radicum invenire vellem, tento numeros negativos. Vel, 
quod perinde elt, muto ligna terminorum alternorum Sc tento affirmativos. 
Mutatis autem terminorum alternorum fignis , quantitates, in quibus nume- 
ri fubltituendi funt , fient 



L ) 



* 
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f* -t- i 

fw^-4v 

f.V J -4- 6 V.V 

X -4-1X' 

Ex hi; feligo quantitatem aliquam , ubi termini negativi maxime prxvale- 
rc videnturj puta rx 4 -f-8x' joxx < 5 ox-+- 6 }, & hic fubdituendo 

f iro x numeros t Sc z prodeunt numeri negativi 14 Sc 95. Unde 

imes erit major quam z. Subflituendo autem numerum 9 prodit nu- 

merus affiritiativus 29 4. Et fimiliter in ceteris quantitatibus fubdituendo 
numerum 2 pro x , prodit femper numerus affirmativus. Id quod ex in- 
fpe&ione folu colligere licet. Quare numerus 9 tranfeendit omnes ra- 
dices negativas. Atque ita habentur limites, z Sc 9, inter quos radices 

omnes confidunt. 

VIII. Horum vero limitum inventio ufui ed tum in redu&ione xqua- 
tionum per radices rationales, tum in extra&ione radicum Turdarum ex 
ipfis} ne forte radicem extra hos limites aliquando quieramus. Sic in 
zquatione noviffima fi radices rationales, fiquas iorte habeat, invenire vel- 
lem } ex fuperioribus certum ed has non alias ede pofle auam divifores 
ultimi termini xquatioais , qui hic ed tio. Proin tentanao omnes ejus 
divifores, fi nullus c^rura feriptus in xquatione pro radice x, efficeret omnes 
terminos evancfcerc} certum ed icquationcm non admittere radicem mfi 
qux fit furda. At ultimi termini tio, divifores permulti funt, nimirum 

1. 1. z. 1. 9. 9.4. 4. f. p .< 5 . — 6 8. 8.10 to. 

iz. — 12. ip. tf. to. — io. 14. 14. 90 90.40. — 40. 60. — fio. 

lio. Sc — 7 tio. Et hos omnes divifores tentare^ tzdio edet. Cognito 
autem quod radices inter limites z Sc — 9 confidunt, liberamur a tanto 
labore. Jam enim non opus erit divifores tentarc nifi qui funt inter hos 

limites, nimirum divifores 1, z, Sc z. Nam fi horum nullus radix ed, 

certum ed aequationem non habere radicem nifi qua; fit furda. 


f 

I fX 'f 

JOXX — 60 x -4- ( 7 9 

ro* 1 90XX-4-<5jtf 120 . 
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CAPUT IV. 


t. Omnis quantitas , infra quam continentur radices xquationis, dicitur 
times <equationis. Igitur 

2. Quantitas, qua: fuperat maximam xquationis radicem, cft xquatio- 
nis limes , & vocabitur timet maximus. 

$. Quantitas, quam fuperat minima radix aquationis, cft pariter ejus 
limes, Se dicetur limes minimus. 

Radices hic intclligo po/itivas. Pro vexativis fufficir mutare negativas in 
pofitivas, & contra, ut tradidit Audior N°. I. Cap. III. pag. 49. hujus, 
8c nos demonftravimus N ' 8... 1 J. pag. f8...fio. hujus. 

4. Dux quantitates , quarUm altera major cft, altera vero minor quam 
eadem radix xquationis, dicuntur limites radicum-, Se quidem limes major , 
quantitas radice major, limes minor quantitas radice minor. 

y. Limites tum xquationis (N°. 1.) tum radicum (N°. 4.) co meliores 
Lmt, quo propius accedunt ad radicem quam limitant. 

Audior variis modis determinat limitem maximum a N°. I. ad totum 
VI. hujus > deinde per reliquum Caput hoc quxrit limites tum maximum 
tum minimum, Hasc explicabimus ac demonftrabimus, £c nonnulla ad* 
demus. 

6. Seu radices fint pofttivx, fcunegativx, illarum poteftatcs pares funt 
pofitivx. Harum poteftatum fumma fuperat eandem potcftatem maximx 
radicis. Ergo radix hujus fummx, denominata ab expontntc poteftatum 
fuperat maximam radicem , & eft xquationis limes maximus. ^N°. 2}. Sic 

±T«; ±7 0 » ±TJj +7 i> &c. 

evedtar ad potcftatem, cujus exponens cft par =5 2», & in unam fummam 
collc&x , eam dant pofitivam , nempe 

1 » . 1 » in .w 2 » 0 , 

* -bP -4- y -+- 0 ■+- « -+-&C. =5 L 

7. Haec fumma fuperat ipfam a ln , etiamfi lit a. radicum longe maxima. 

I 

• 

Ergo L 1 ” cft major quam radix maxima *, atque ideo limes maximus j 
quod tradit Audior N°. I. hujus, pro quadratis, Si N c . II. pro paribus 
potcftatibus altiorum graduum. 
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8. Quod autem obfervat nofter in hujus Capitis initio, limites maximos 
hoc pacto determinatos locum habere quando radices omnes funt rcalcs , 
non vero quando aliquse funt imaginariae , facile conftat. Nulla enim, ne- 
que per approximationem , haberi poteft radix quantifttis imaginaritej fed, 
falcem verse proxima radix obtinetur quantitatis furdse realis. Hic autetn 
limites determinantur in numeris rationalibus. 

Sed neque in furdis determinari poflunt pro imaginariis. Sit enim Fa&or, 

i e±T/*-4-<*v' i ~ 6> alter aderit .vir*— «V “ o ( Comm. ad 

Cap. II. N°. 4f. pag. ip. hujus.). Eft autem ex formula binomiali 


+ 1) 1 " 


m i n — I , ltt.ltt— I l» — l » Z».Z» — i.iit—i 

a a«a * v — i— a * — ; — ; 

z 1 •} 


.»>✓-! + i - 1 ”— 1 - 2 " -*• *"- * -H 

a .3 .4 


«»-?■ ao- 4 - v - 1 • &c 

2 . 3 .4. r 

Sed 


, . . .i» 1» i »— t . a» . a» — 1 1» — 1 t 

(d— «v— 1) ss — ina tcv—i — a a ■ 


2 n . aw— 1 . a» —a m— 

- . — — /1 J 


*■ 3 


<3 • « 


V— 1 -+- 


a» . a» — 1 . a» — a . a» — 3 i»— 4 


z. 3 .4 




3 : 4 a **-i j ^ , &c 

a . 3 .4. f 


Erit harum futnma 


ia; —in.in-\a 


m . a n 


1 . a» — a . a» — 3 

"1 • 4 ~ 




* — &c. 


atque huic omnino limilis erit fumma potcltatum e reliquis Fa&oribus 
imaginariis. Sit ergo lumina tota s L, ut N . d. hujus. Hac aut erit 
pofiiiva, aut negativa. 

9. Si eft pomiva,.ejus radix cxtra&a in numeris proximis, 

etiamfi forte accedat ad maximam radicis partem rationalem a , non indi- 
cabit partem imaginariam «v' — 1. 

10. Si vero eft negativa, ejus radix par eft imaginaria , & quamvis forte 
accedat ad partem imaginariam, nihil docebit dc parte rcali. 

Sit » 
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Sit, cx. gr., xquatio quatuor dimcnGonum 

x 4 — — 14.*' -+- 8jx* 214* - 4 - ifi 23 o 

orta e Fa&oribus imaginariis 


K t+ V 3 — O X 2 — — V 3 23 O 

X f -f- V II =3 O X f V II =3 O 

Hxc dat fummam quadratorum c radicibus omnibus =230, cuju* nu- 

meri quadrata radix eft major quam y-i 8c minor quam f Utraque fu- 

perat maximam partem realem f , fed non indicat partem imaginariam. 
Summa quartarum poteftatum eft negativa =3 ipo2j hujus quarta 

radix eft fi i- circiter, qui numerus non accedit ad p*artcm realem. Ejuf- 

dem numeri funt Faftores 2.3. 317. Si ponas 1902 z 3 pfi. 2, 

• . z 4 

erit radix quarta fere — 2. Si 33 fi 34 3, radix quarta, circi- 

4 

ter fV y, 8c nunquam accedes ad radicum partem imaginariam. 

Si vero foret xquatio 

x 4 14*’ -+■ f fx 1 fifix-+- 14 =3 o 

orta e Fa&oribos realibus 

: • a 

X 2 /3 33 O X 2 V 3 23 0 

X f -t- Vn S o X f vf 1 1 33 o 


Summa quadratorum c radicibus omnibus eflet 8tf , cujus radix quadrata 


paulo mintfr eft quam p -5 , qux major eft quam f . 
1 8 


Vi 1 , cum Vi 1 fit 

minor quam 4. Sed fumma quartarum poteftatum eft 4p8fi, cujus radix 
quarta eft circiter, propius accedens ad f-t- /11. 

11. Obiter oftenfum eft fieri pofle. ut, quando adfunt radices imagina- 
ria: , fumma poteftatum parium fit negativa, quod patet cx N°. p. hujus, 
quia quantitates negativa: poliunt fuperare pofitivas, 8c exi mplo difpicitur 
in N°. 10. Quare fi qua fumma poteftatum parium fit negativa, f quatio halet 
radices imaginarias . 

12. Nunc demonftranda eft propofitio N». II. hujus, qux huc recidit: 
^Sint fummse poteftatum e radicibus pofitive fumptarum 

Tom. II. M L 33 
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COMMENTARIUS 


L m _iy| m .m m - 

3 e» -4 -fi -f- y -f • -4- « -4-OCC. 
HJ-4-* .m-+-a m.-4-i .f-4-» m-hr! 

• — * /*. -1 /A _• a. I 1 I . 


P 3 « 


<f -4- 1 4-KC. 


£ -4- y 

r r 

Dico cfTc L m majorem quam f>’ r ~* rn . 

Ponantur enim radices ordine decrcfccrc, ita ut fit a maxima omnium, 
/3 maxima reliquarum , & fic de ceteris. » 

1 1 

E fi tam L m quam P’”'*'" major quam «, (N\ 7. hujus pag. 87.). Sit ergo 


L m 3 * + x & P K_H '’ 3 ,+; 
Hinc, evehendo ad potefiates refpondentes , 


L m m — r m.m—t m—i m.m — i.m—2 m— 3 , 

3* - 4 -m* * -4- -« x‘h — — a x' -4- ac. 3 

X X.J 


■ a AT - 4 - - — 
tn -»» m m m 


* -4-/3 - 4 - y -4 -i - 4 - ( - 4 - &»'C. 
vd, demendo hinc iude 5 : refiduum ducendo in , 


m-4-,1 — I W.W— l m-4n — 1 , m . m — I . m — 1 m- 4-» — 3 , _ 

m» X -4- » X* H a 3 X» -4- OCC. 3 

i X. 3 

’ m .m m . , 

«(/3 -4-J. -4- -4-1 -4- A.C.). 


Pariter, erit 


P m-4-» . . ».-4-3 — i 743 -4- 7J . 7)1 71 — I »» 3 - 4 - 31—1 , 

3 * -4-(W-4- n) « y - 4 - • 7 


l.WJ-4_»_z w-4-a 4 , - 

* 7’ -4- OCC. 3 

M . 

ffl+i .«H-r w- 4-,7 .m-+-n m-f-« 0- 

It p y -f- * -4- * -f- OCC* 


Quare, auferendo utrinque * , manebit 


m +4 
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, y ■+. — — « y '. +- 

2r 

W-4- » . W-i- » — I . W-4-»_ t *i*-4-n— 3 , „ 

— — - — y’ ■+■ ccc. 

Z.f 

„rK- 4-» m-f-i .rx-t-n m-ba „ 

S3 P -t- y -4- <f -t-t -4- &c. 

14 . Eft autem 

n.m , _m-4-» » , « n n» , m-H» » . » 

* p ad /3 ut « ad /3 , & « y ad y ut « ad y , 

< Se fic de reliquis ; 

atqui «" major eft quam /3% quam j-”j quam Scej quoniam « major eft 
quam Unguite reliquae. Ergo 

« (p - 4 - 1 - 4 - ccc.) major eft quam /3 -t- y - 4 - « -t-cxc- 

id eft 


m-4-ii— 1 m.m—i m-hn—i , t' m-H*— 3 

IH* X a X -4 a XJ-4-&.C. 

a a.} 

major eft quam 

». 

/■_. \ — I W + S.W+S — I w-t-;; — i 

(«- 4 - 0 .U 7 - 4 - * y -+- 

i 

nt-bti ,m-bn — \ .m-\.n — z «- 4-«— 1 , „ 

— , — r • "V-t-Scc. 

1 • i 

if. Sed in Ungulis terminis rtfpondentibus funt xquales 

n - t - x — ! ».- 4 -a — i »■+■»— 3 m-+-« — 4 . 

« } * i <* J } <* 1 } &C. 

cocfficicntcs vero primae quantitatis 

m. m — T w» . w_i. w._a 3 , 

m- j ; — - ccc. 

a 2.3 a. 3. 4 

ordine minores funt quam cotfficientes tecuuJae 

M 2 


m 
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* 4 

— i m+n . m+n— i . m -*-n — t 
»-«-•» — j &c. 

' ^ 0 

Quare cft x major quam y ■, nam fi cflet x zs j } atque ideo potcftates 
ipfius x x quales refpondentibus potellatibus ipfiusy, (& fortius fi x cflet 
minor quam y) , finguli termini fummx prioris eflent minores quam finguli 
termini refpondenres fummx pofterioris, £t lumma prima minor quam fe- 
cunda, quod cft contra 14. hujus. 

16. Hxc vera eflent fi prior fumma tot haberet terminos, quot fecunda. 
Sed prior habet terminorum numerum m -+- 1 , minorem quam m n 1 , 
qui eft numerus terminorum fecunda: j & tamen prior fumma cft major 
quam fecunda. Ergo fortius x major cft quam 7. 

I 

17. Cum igitur ad obtinendum L ”, ipfi a addita fint major quantitas x > 

& ad obtinendum P"**"*, eidem <* addita fit minor quantitas^, patet pro- 

pofitum. 

18. Quando m 8c m . <-» funt numeri pares, pofitivx funt poteftates ra- 
dicum tum pofitivarum tum negativarum, & contra. Ergo hoc pafto ob- 
tinetur limes maximus quantitatis, non qualitatis , vel radix, cujus habetur 
limes, efle poteft tum negativa, tum pofitiva. 

19. In genere, faftum LP eft dimenfionum numero im-t-n. Sit n 
numerus par ir, & fumma poicftatum BH-/ e radicibus, fit N, vel po- 
natur 


m-W „*+r m-+-r wi-f-r . 

N=S» /9 -+- y -+.<! -f-l» -+- &C. 

Dico faftum LP & quadratum NN habere communes poteftates zm-i-zr 
e fingulis radicibus*, has efle pofitivas , feu radices omnes fint pofitiva:, fcu. 
omnes negativx, fcu tandem aliquae fint pofitivx aliqux negativx, nem- 
pe femper tum in LP, tum in NN , efle 

im-t-ir -im-4-ir im-hir 'm-i-ir ira-t-xr e 

a -t-p -4 -y -+- o -t- 1 -t- &c. 

Sed in fafto LP efle fafta e duabus litteris diverGs, quot efle poflunt} bxc 
ita jungi pofle bina, ut Fa&or qui in uno termino fimplici habet expo- 
nentem' w, in altero habeat exponentem m- 1- trj ideft efle 

ra.mH-ir m-4-ir.m m m-t-lr rr. -4- : r m - 

» P -+-* fi a y -4-« y •, tXC. 

/5 y -i- Ii y J /3 t -t- (i * •, CCc. 

&C. 

At in NN, pro his fummis duorum fo&orum, efle totidem fadta dupla 
c duabus litteris diverfis eodem exponente m -t-r prxditis, vel 

x* 
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m-+-r n m-br i«-4-r m-\rr m-hr . w|» r n 

la P ii« ^ ,1» d J &C. 

„nH-r m-t-r r m-+r .m-hr 0 m-l-r m«4-r - 

a/3 * »*/5 J j 1/3 i j &c. 

&c. 

Singula bina fafta ex LP habere eadem ligna ac dupla fafta refpondentia 
ex N , fi exdem littcrx ponantur prxditx iifdem lignis in L \ N ; P } 8 c 
lingulas priores luminas duorum faftorum efie majores quam dupla fafta 
refpondentia pofterioraj vel clle 


m n rn-hir 

* /3 


m^rxr r m . m-+~rm~k-r 

a /3 majorem quam t <• p 


m 

a y 


m-t-ir m . _ m-t-r m-t-r 

* y majorem quam z» y 


-m m-t-lr m-t-lr m . -W-t-r m-t-r 

0 y 4— /i y majorem quam z/3 y 

&c. 


ic. Sit enim p radicum numerus ■, erit pariter p numerus terminorum 
fimplicium confiitucniium iummas Lj N> P. Erunt ergo in LP fafta 


m-t-ir 


im+ir m „m-t-ir „im-4-ir it 

'* i P -P — P i y 


m-t-ir , im-t-ir „ 

f J cCc. 

ad numerum p. Et in NN erunt earundem litterarum exponente m-hr 
prxdharum fecundx potcftatcs 


lw-4-ir 


=5 v (pr+y - (y ”+y - &c . ; 

pariter ad numerum p. Ergo faftum LP, & quadratum NN communes 
habebunt terminos 

xm-t-lr _im-t-ir im-4-ir 'm-t-ir - 

- > P i y i * ■, Scc. 


,i«-t-lr 


m-t-ir 


i/«-t-lr 


atque hi in utroque erunt pofitivi, cum £"<*.; 

+T (‘ Scc. Quod erat primum. 

zi. Confiat efie in LP fafta c duabus litteris diverfis, quot efle poliunt 


« 1/3 

-m . m-t-lr 

P (* 
m m-t-ir 

y (# H 

m-t-ir . 


m-4-ir 


m-t-ir 


A 


m. m^Kir 
• (« 


.m-t-ir m-t-lr . „ . 

<1 -Hi +- Scc) - 

.m-hir m-t-lr , « . , 

<f 4- t 4- CCc) H 

.m-t-lr .m-t-lr m-t-lr „ . . 

■ P 4- <f 4-1 4- &C) 4 

-m-t-lr m-t-lr ;»-t-ir . . . 

P 4- y 4-* 4- &c) 4- 

-m-t-lr m-t-lr . . m-t-lr s . , 

P 4- y 4— J 4- ctc) 4 


&c. 


M 3 


Quod 
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m 

Quod erat fecundum. 

11 . Hic funt fa&a incomplexa ad numerum p.p i , qua bina pof- • 

fupt additione jungi ita ut littera, qua- in uno habet exponentem w, in 
altero habeat exponentem m 4- i r, hoc pafto 

e primo fadto complexo * m 4- (i m ' r e fecundo 

m m-h-ir m m | 1 r 

e primo « y 4- y * e tertio 

& fic de reliquis ita ut litcra * jungatur cum omnibus aliis litteris fecundum 
hanc legem. Item 

e fecundo complexo f} m y m ’*~ lr +- y m f} m ~*~ lr c tertio 

e fecundo (i i 4 — J /3 e quarto. 8cc. 

Atque idem condat de omnibus aliis litteris. 

Quod erat tertium 

i$. Erui^t igitur fumm* binorum faSorum hujufmodi ad numerum 

P P 1 

i 

14. Sed in NN, prater quadrata, erunt dupla fuSt» e fingulis litteris 
in omnes fequentes , & lingularum litterarum exponens ed m 4 - r -, quem- 
admodum 

X^\^ r 4- y”*-' 4- 4- .* + " r 4- &c) 4- 

1/3 m+ - T (y n ^ r 4- 4- « m4 " r -t- &c) 4- 

4- .* 4 ‘ r 4- &C) 4- 

»r- +-r (t’* 4 " r 4- &C) 4- SCC. 

In complexis horum Faftoribus 

/3 ,w+ “ r 4- j' , ’ : ' + ~ r 4- ^ mH-r 4- t CT4-r 4 - &c. primi s 

. > *t- r 4 - 4- , w+ - r 4- &c. fecundi i 

&c. 

•umerus terminorum limplicium unitate decrcfcit continuo, ita ut in ul- 
timo 
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*>r 


timo fit unus terminus fimplex, cum in primo fuerit p — !. Sunt ergo 
omnino dupla fatfa fimplicia in JsN, qualia, 


w-4— r Q ’'i+-r „ m-i—r 

1* fi J 1* 7 i 

&C. 


&c. y m+ - r i zf, m+ - r 

• fice. 


Se e. 


numero , quot nempe erant fummae duorum fa&orum in LP 

(No. t;. hujus). Quod erat quartum. 

if. Poliunt ergo hxc dupla fa&a fingula comparari cum totidem illis 
fummis, & quidem ita ut dux litterae fint ubique exdem, hoc pa&o. 


m 

* 

n-i-lr m 

fi -t— » 0 

& z»^ /3 m4 - r 

m 

a 

rn-i— ir — ir m 

y 4- <* y 

& i- w+ - r y m +- r &c; 


Item 


0" 

*» 4 — lr »»- 4 — ir m 

y 4“ p y 

& l^- r S+-' 

0” 

r 

& Z0’"-»-' f*-' Scc.„ 


&c. 

8tc. 

z6 Quando igitur emdem litterae, ex. 

gr. « & 0 , habent eadem figna 

ia factis 


• p t 

• 

m m i»4-r 
a fi •, * p i 

s+- r 0 w+ - r ,.. 


haec fa&a habebunt eadem figna ■, fccus vero contraria. 


17. Ponuntur autem caedem litterae przditx iifdem lignis inLj N; ac 
Pi quare fi in P fuerit «’"‘ +_r pofitiva, & negativa, pofitiv» erunt 

» m in L & 1 in Pj ac negativae 0 M+r ' r i n p ac /3*’ j n L. Ergo fa&a 

+- » . — 0 -4— 0 in LP 

ac 

+- z*" + *' 0” + "‘ ' in NN 

emnt negativa. Idem conftat de reliquis, Se melius fi poteftStes omnej 
fuerint pofitiva, aut omnes negativae. 

H;ec autem erant quinto dcmoilftranda. 
z8. Cum autem fit 
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cT^ v ad - w4 - lr p m +- r ut 0 r ad / ut * n *- r ad S*-» 0- 

& fic dc reliquis j quandoquidem in his comparationibus exponentes ejus- 
dem littera: 

. n > ; w-t-r; m 4 - tr 

funt femper acquidiffcrentes. Ergo (Eucl. prop. zp. lib. V.) 

”» n m +~ lr , »»4— ir -o> . n tti-J—r # 

• /3 +- * /3 major eft quam z» /3 ^ 

& fic de reliquis omnibus. Ergo 

zp. Quando omnes termini pofitivi funt tum in LP, tum in NN, eidem 
poteftatum fumma: (N® zo. hujus pag. p$.) major quantitas addita eft ad 
complendum fa&um LP, quam ad complendum NN. 

jo. Tunc igitur VLP major eft quam N. Et quando m ac m+-ir 
funt numeri pares, eft VLP major quam fumma poteftatum w-t-r c radi- 
cibus pofitive fumptarum. 

jt. Sit nunc w = z, & r S i, erit m+-r zs $, ac >w4-zr = 4. 
Quare t/LP , media proportionalis inter fur, imam quadratorum , {d fummam qua- 
drato quadratorum radicum , major erit quam fumma cuborum radicum, cum figitis 
affirmativis oonnexorum ■, quod primo loco docet Au&or N°. 111 . hujus ca- 
pitis. 

jz. Si radices omnes aquationis effent aquales, quxlibet fumma duo- 
rum faftorum in LP squalis eflet duplo fafto refpondente in NN. Eflct 
enim tunc 

• 

"> O oi+-ir m n ma—ir im-f— ir m-i—lr n>4— ir m 

<* p ~ • fi r=: <* =3 •• ^ 3« ^ 

& 

& fic dc reliquis. Tunc ergo VLP eflet fumma poteftatum m +- r e radi- 
cibus cum fignis fuis connexarum. Igitur, quo minus inter fc differunt 
aequationis radices, cominus VLP differt a fumma poteftatum en+-r ra- 
dicibus cum fignis affirmativis connexarum. 

Ita, quando radices funt z; y, 4, fumma cuborum fub fignis af- 

firmativis connexorum eft 100, & VLP eft minor quam 104} qui duo nu- 
meri (quod maximum) quaternario differunt. Quando radices funt i; zj 

f; fumma cuborum cum fignis affirmativis connexorum eft itfi , & 

VLP major quam 167, qui duo numeri, faltem, fenario differunt. Tan- 
dem quando radices funt i} 3 ; 75 — 1 1; fumma cuborum cum fignis affirma- 
tivis connexorum eft 170Z, 8c VLP major quam lyqq •, & hi duo numeri 
differunt, faltem, pj. 

JJ* 
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33. Ex co quod 


97 


m »*- Wr »+*' (3* «que +: •’ K ' f ' r 


+:«" ^ lr +: * 


fint aequales quando m Z3 0, fecus inaequales, & quidem ita ut prior 
fumma fuperet alteram , confecimus eo magis has quantitates differre , quo 
magis difterunt * 8c / 3 . Hoc ctiamfi per fe conftat, tamen facile demon- 
ftratur. Eft enim 


±r t r*‘ u pst*" r” o lr +-. lr > 


t z« ra ^ r /T*’ S ±- »" 0”. a/ 0'. 
funt ergo ha: dux quantitates in ratione Faftorum inxqualium. 

Ponatur * =3 *} 0 r Erit 


lf i , , r r 

+ +- 6 s x +-jr* atque i* fi zz zxy. 

Sit nunc major quantitas x y +- x. , erit 
x 1 -t-j‘ s; ijr* -+■ i/r, -+-*;*& zxjr =j ajr* tyz. 

Hx dux quantitates differunt quantitate s 1 , & quo major fuerit x. , co 

major erit propofitarum differentia «” z. x . 

34. Quando funt in xquatione radices pofitivx ac negative, & m+-r eft 
numerus impar, N conftat e potcftatibus pofitivis & negativis, quarum ' 
communis exponens eft m+- r. Sit ergo 

Summa potcftatum pofitivarum ss * 

Summa poteftatum negativarum =: b 

Erit 

N =; a — 5 8c ✓LP major quam a-i-b 
(N°. 30. hujus). Igitur 
3f. Addendo xqualia inxqualibus 

N -t- v^LP major quam ia ■, 
atque ideo 

Tom. 11 N N 
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*S 

v ' 


N +- v'LP 

major quam a. 

-. *■ • 

36. Hinc , quando m zz z 8c r zz t , hujus media proportionalis & fumma 
tuborum fitb propriis fignis femiftmm* ait maior quam furum* cuborum radicum 
affirmativarum, quod fecundo loco docet nolter eodem N°. IU. hujus ca-- 
picis. 

37. Pariter, II in N\ 34. hujus, demantur sequalia ex inaequalibus, fiet 


t^LP N major quam zb j 6c — - — major quam b. 

r 

38. Ideo , quando m zz z & r zZ 1 , carundem femidijferentia major quam 
fumma cuborum radicum negativarum , quod tertio loco «(Terit J\u&or ibidem. 

39. Ex N ' jf. fic 58. conllat quod maxima radicum affirmativarum mi- 
nor efl quam radix cubica illius femifummee ,• {fS maxima radicum negativarum mi - 
nop quam radix cubica illius jemidifferentice ; ut nolter N”. IV. hujus. 

40. Si, manente r zz 1 ; ponatur, ordine,, 

1» s 4; /a ^ m S 8i w 5 10. &c. 


& fit, ordine. 


Summa potertatum pofitivarum, quintarum, feptimarum, nonarum, un- 
decimarum &c. zz a, ’ 

Summa potellatum negativarum pariter quintarum, feptimarum, nona- 
rum, undecimarum Scc. zz b. 

Erit femper ipfius a radix quinta, fipptima, nona, undecima, major- 
quam maxima radicum affirmativarum ; & ipfius b radix eadem major quam 
maxima radicum negativarum (N‘. 4». hujus). 

Sed, quo magis. crcfcit exponens poteltauma , e quarum fumma extrahi- 
tur radix denominata ab exponente poteflatum, eo minor fit radix illa 
(N°. 1 z. pag. 89. hujus). Ergo propius accedetur ad maximam radicum tum r 
affirmativarum tum negativarum, quo major affumetur exponens > id elt 
fequendo prxeeptum Au&oris N*. V. hujus capitis. 

41. Quando una efl radix poficiva, vel, fecundum N*.’” 34. hujus. 


w-f-r 

a ~ a, $ 


efl ^ 


— major quam * n *~ r (N 3 . jf. hujus). 


& ipfius 


rfLP+ N 


radix m 4 - r, major quam et. 


41. Qirando autem plures funt radices affirmativa:, aut 

m-br n m ~r~r . e, t, V EP +- N m- 

a zZ » +- p ‘ 4- eCc, cc - majorquam» 
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atque ipfius 


v^LP-t-N .. 

- radix m +- r , major quam 




(a”~*~ r -1- fT* +- 8cc.) m-t ’ r , quse rurfus major quam *. 

(N°. 7. pag. 87. hujus), fed multo minor quam «+-/ 3 +-&C, ut condat 
e theoremate binomiali. Igitur quando una eft radix pofitiva, magis ad 
eam acceditur hac methodo, quam quando funt plures pofitivse. 

43. Idem intclligitur de radicibus negativis; ita ut demonftratione conflet 
hac methodo propius accedi ad radicem, quando unica ejl radix negativa, 
vel unica affirmativa , quam quando plures funt tum negativa: tum affirma- 
tiva: ; quam vero prope accedatur, exemplo videre efl , ut ait A udor in fine 
N<. Iv. hujus Capitis. 

44. Hac methodo femper habetur limes major quam maxima radix aqua- 
tionis. Eft & methodus inveniendi limitem maxima radice minorem. I?n 
eam, qualem tradit MAC-LAURINUS in Algebr* fu;e anglice feriptx 
Parte fecunda, Cap. p. in fine. Sit «equatio 

x* -f. Ax n ~ l ■+■ Bx*“ 1 -+- Cx"~ 3 ■+■ Dx” — 4 ..„ &c. s oj 
quxre 

BB zAC -t- zD 

- i 

hujus radix quarta erit paulo minor quam maxima radix sequat ionis. 

• Ex. gr. fit xquatio 

x* x J — ipx* -t- 4px jo s o 

cujus radices funt ij zj’ y, — fi harum maxima eft 3. Jam BB — i4r 1 
a AC a pS; zD s 60 


quare 

BB zAC-f-zD 313 _ 3 . • 

— — — oo —• » cujus radix quarta vix minor eft 

4 4 * 4 

quam 3 , quandoquidem ipfius 3 quarta poteflas eft 81. 

4f. Sic autem demonftrari potclt hoc theorema, quod hadenus inob- 
fervatum affert Audor , fed fine demonftratione. Cocflficiens B fecundi 
termini compl editur fada omnia e binis radicibus. Quare BB continebit. 
Prima quadrata omnium fadorum c binis radicibus 

a'b x \ a'P •, a'd l &c> b x c‘ b ! d‘ fice i c'd 1 -, c't' fice. 

N z Si, 
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Si, ex. gr., quatitor tantum ponantur radices 
a-, b\ c\ i\ 

0 

ita poterunt ordinari hxc quadrata 

a * (b 1 + c' + I‘) + b' (c ' + d)-bc'd' 

Secunda bina fafta e quadratis lingularum in binas reliquas 

2a'bc-, zabd-, ia' cd &c* z b‘ad-, ib cd-, &c. 

Et, manendo in hypothefi quatuor radicum, bina fafta e quadratis Gn- 
gularum in binas reliquas , erunt 

ia' (bc-hbd-^-cd) -+- ib l {ac-bad-bcd) -+- zc' [ab-bad^-bd) -+- zd' (ab-bac-bbe) 

Tertio bina fafta e fingulis quaternis. Sed lingula hxc fafta e quaternis con- 
ficiuntur ex faftis diverfis,qux lingula habent duosFaftores diverfos ,duftis. 
in alia fafta diverfa,qux lingula pariter habent duos Faftorcs diverfos. Hic 
ergo, (per N* CT 17. Comment. au Cap. 11 . hujus pag. 16,) eritp ss n zz Z, 

& unum idemque faftum femper repetitum invenietur =5 <S..ics. 


Hoc in nollra hypothefi erit 6 abcd. 

4fi. Sed C cft fumma faftorum e ternis radicibus , & A eft fumma lin- 
gularum. Quare AC complcftctur, 

Primo quadrata fingularum radicum dufta in binas reliquas, ut BB fe- 
cundo loco ; fed femel fumta in AC, 6c bis in zAC. 

Secundo fafta c fingulis quaternis-, ut BB tertio loco. Hic autem cft 
p = ij6c» = quare unum idemque faftum repetitum invenietur femper 

ss 4-ies in AC j 8c ofties in zAC. 

47. Igitur BB zAC continebit cxceflum omnium faftorum e qua- 

dratis binarum radicum, qua: nempe continet BB primo loco, fupra bis 
fummam faftorum e quaternis) id eft, in exemplo afiiimro 


a' (b 1 -b c' •+■ d') b * (e* -+- </•) -b e'u‘ z abed 

Sed hxc fumma reftituitur addendo zD , id cfl in exemplo zabed. Igi- 
tur omnino cft BB — zAC -b zD fumma omnium faftorum e quadratis oi-* 
narum radicum. 

48. Atqui hxc fumma continet faftum ex quadrato maximx radicis in 
fummam quadratorum e reliquis •, faftum ex quadrato fecundx radicis in 
fummam quadratorum e reliquis, & fic femper* ut per fe conftat, & in 
exemplo difpicitur. 

Di- 
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roi 


Dicatur hxc fumma s 0, & fumma quartarum poteftatum c lingulis ra- 
dicibus s <*> 


I'n noftro exemplo cft 


, * z: a* -+- b -t-c 4 -t-rf 4 . 

Harum quartarum potcilatutn, ut & radicum , numerus cft n. Eigo (Vi- 
de Addit, pag. <Ji. Lcmm. IV.) 

„ n n t n » I . . 

j8 nunor cft quam *, e ft autem «c minor quam na * ; poni- 

22 • 

tur enim a radix maxima. Quare fortiu? 


0 

n 


DB — 2 AC + iD 
* 


minor cft quam a*. 


4 p. Habetur ergo duplex limes, major per regulam NEWTONf, minor 
per regulam MAC-LAUR1NI, inier quos conii llit radix maxima. 

po. Circa hoc theorema MAC-L.AURINI obfervandum illud exhibere 
quantitatem vera radice minorem. Quapropter perficeretur theorema, ii 
inveniretur methodus determinandi aliam quantitatem, illa majorem quam 
praebet theorema,, tamen vera, radice minorem. 

. f r. Sed, fi pro cocfficiente tertii tetmini , quadrandus lumeretur coef- 
ficicns aliquis fequens, ex. gr. C quarti termini, & adhiberentur corrcftio- 
nes ncceflaria:, ut manerent fecundae poteftatcs inter fe multiplicatae, 

a’b' (e *-+- </•-*- e 1 -+- & c) +«V -+- &c) -+. 

b'c * (<*-*- &c)-*-&c. 

quoniam cft a l b' minor quam <a 4 , quia ponitur a radix maxima, & idem 
verum cft de ceteris, adhuc minor ellet limea fic determinatus limite 
priore. 

pz. Si vero cflet aequatio trium dimenfionumj tunc D s o, & limei 
determinaretur per 

BB a AC 

2. 


pj. Sit nunc, ex hypothefi N<. VI. hujus, radicum liimma- 
-+- * ■+• 0 y t t &c. 

ita ut radices dux <* & /3, fint pofitivx, reliqux negativx. Erit fumma 
quadratorum 

+- «* +- 0* h— y 4- i' +- s’ f- &c ss K 

M 3 fum- 
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fumma cuborum 

4- *i 4- £5 _ _ J» _ _ &c L 

fumma quartarum pote flatum 

4- » 4 4- 4- y* +- 4- t 4 4- 8cc. =3 M 

Hx autem fummae potcflatum inveniuntur per. N"* VIII. Cap. III. 
pag. ff. hujus, & per N'* fo. &c. pag. 70. &c. hujus. Hint v^KM pau- 
lo major quam «» 4- 0» 4- y 3 4- <H 4- i‘ 4- &c. (per N «* jo- pag-Pfi. hujus). 

• atque ideo 

t^KM4- L p JU ] 0 ma j or q Uam »14- 0* (N’. 41. pag.p8. hujus), atque in- 
venta cft, quam proxime , fumma cuborum c duabus radicibus pofitivis. 
f4. Pariter, erit fumma quintarum potcllatum 

4- a* 4- 0* — y’ — i* — l' — &C — N 
fumma fextarum 

4- *® -t- Ii* •/* 4- i* -t- * 6 4- &c s O 
& fumma feptimarum 

4— «7 4 - y 1 — P — t 7 — &C 33 P 

Quapropter ^NP non multum differet ab 

4- «* 4- /3* — y* — <f* — « 6 — Scc 

Quare — ^ — parum differet ab «* 4- 0* 

& 


— parum differet ab — y* — <f* — t* — 6cc. 


Nos, brevitati» gratia, ponemus aequales, negligendo differentiam. Hoc 
polito, eft 

(» 5 4- 0’) 1 =3 «‘4- i-’(3 3 4- (3* 33 (- L )‘ 

& 

VNP 
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i/RM I_T 

VNP-f-O — ( — ) l =s z^-hz.iS*— z«’/ 3 J_| 3 « — «*_ 

cujus radix quadratica cft a fi, differentia cuborum duarum radicum 

pqfitivarum a , de fi.. 

„ Jam eft 

(*’+- fi') +- (* J — / 3 ’J =3 i*’ } hinc invenitur a , 
fed 

(«i +-«0*) — (<** — 0’) =3 20’j unde invenitur fi. 
ff. Conftat autem ex N°. ii. pag. 8p. hujus, 

quod fi pro potcftatibus, quarum exponentes funt 
*i Ji 4 > H 6 > 7- 

fuaacrcntur potcftatcs, quarum exponentes eflent 

4 » fi «i 7 i 8} P> Vel 6; 7} 8} p ; 10} it &c. 

propius accederetur. ad veram radicem. Hatc tradit Au&or N°. VI. Hu- 
jus. Nunc ad N»«* VII. 

<6. Totius rei fundamenta jafta jam funt ab Au&ore in N°. II. Cap. 
HI. pag. 40. hujus, & a nobis in N» ij-...;z. pag. 61. ..64. hujus. Nam 
ibi oftendimus quod, fubftituendo in propofita , 7 4- e pro x, fi transfor- 
mata habet omnes terminos pofitivos, cft e major quam maxima radix poli- 
tiva propofitae (N". 2f. pag. 64. hujus). Tunc enim transformata habebit 
omnes terminos pofitivos } atque ideo radices omnes negativas (N r .z$. pag. 
1?. hujus). Pofuimus autem y-h-e ^ x-, Sty ~ X — e} debet autem 
cfle y quantitas negativa} quia y exponit transformata: radices, & illa; funt' 
negativa;} cft igitur x — e quantitas negativa, ac e- major quam x,~id cfl 
quam qumvis radix propofita:. Ut . ergo inveniatur limes major quavis radice 
affirmativa , ita erit in transformata quantitas e determinanda, ut omnes in 
transformata termini fiant affirmativi-, id cft ejusdem figni cum altiffimo termino 
aquationis (N®. VII: in fine), qui poni folet affirmativus. . 

f 7 - Sed quantitas e dettminanda , quovis figno poteft exponi * crpo & 
per x j dummodo intclligamus quod ha:c littera, qua; in propofita exponit 
radices aequationis, in noftra hypothcfi exponit quantitatem e ita determi- 
nandam , ut omnes termini in transformata fiant pofitivi. 

f8. Atqui, hoc pofito, quod nempe x fit idem ac e in transformata 
ipfa propofita locum tenet ultimi termini in transformata ( N°. iff pag 
6r. hujus). Propofita ordinis », ut loco citato, poftquam ejus termini fin- 
guli du&i fuerunt in exponentes. 

»} n — i} n — 1, n — y, n — 4} n — q. ... o 

& 
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& divi (i ptr e, vel per x, locum tenet pcnultimi termini in transformat» 
&c. (N'< 17... io. pag. 62. 03 hujus). Igitur. 

f y. Si multiplicetur tenuationis terminus unusquisque per numerum dimenftonum 
ejus (vel per exponentem , quem habet incognita x in ipfo termino multi- 
plicato), £jf dividatur fati um per radicem eequationis , (id eft per ipfam inco- 
gnitam x ). Dein rurfus multiplicetur unufquifquc terminorum prodeuntium per 
numerum unitate minorem quam prius Iqui erit, ut conilat, exponens quem 
in quantitate Hnvcnta per primam operationem, habebit incognita in ipfo 
termino multiplicato); & fanum dividatur per radicem eequationis , ut fupra. 
Et fic pergatur donec deveniatur ad binomium. Si haec, inquam, fiant, 
invenientur transformat» coefficicntcs ab ultimo , primus, fecundus, ter- 
tius , &c.. 

60. His igitur peraftis, fupererit determinandus numerus, qui eveflus 
ad aptam poteftatcm 8c pofitus prox, & ejus poteftatibus, in his cocffi- 
ciemibus, cos reddat (Jmnes pofitivos. 

6r. Sed hic numerus ita determinandus eft, ut fit minimus illorum , qui 
& integri lunt, & propofitum prasftant. Hoc autem efficitur facili tenta- 
mine. 

•Si. Dixi numeros tentandos efle debere integros-, nam propofita ponitur 
a fraftionibus libera, & coefficicnte praedita unitate, in altiffimo termino. 
Atqui hujusmodi arquatio nullam habet radicem fraftam. (N s . j 6 . pag. 27. 
hujus.). Ubi lex, quod altiffimus terminus habeat coefficientcm unitatem, 
eft intelligenda; alioquin, multiplicando per fra&ionem , haberetur atqua- 
tio rationalis, cujus radices funt fra&te. 

«53. Conftat binomium, quod hoc patfto invenitur ultimo loco, efle coef- 
ficicntem termini fecundi, a piimo, transformat» id eft ne ±r A. Sed 
A eft fumma radicum , fi ea: ftint vel omnes politiv* vel omnes negativae * 
eft autem n exponens termini altiffimi, atque ideo numerus radicum ipfa- 

rum. Erit ergo maxima radix major quam — ; & fortius fi adfint radices 

tum negativas tumpofitiv», quarum differentia eft A. Quare tentandus 

llatim eft numerus proxime major quam — . 


Sic, xquatio i 

x 1 — i 6 x' 4 - iftx*— 246x4-80 =; e 
traclata fecundum A uftoris regulam , prxbet 
4V 1 — 78^* +- 3oi.v — 246 
vel dividendo per 1 
2A J — 3p.v’ 4- lf tx— 123 

& 
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6x' — 7 8x4-231 


io/ 


ac 

12X — 78 = 4* — 26. 

... n 26 . I ... 

Hic autem eltw s 4; ac — = 6 — * tentamen ergo incipio a 7. 

4 

Hic numerus, fubftitutus pro .v, dat, ut 8, fecundo loco numeros negati- 
vos, 6cp tertio: tento ioj hinc 

4 x— 26 = 40—26 =5 14 

Cx 1 — 78X +- 13 1 =600 — 7804-231 = f r 

pofitivumj ut 

xx’— 3 p.v* 4 - 251* — 403 = 2000—3/004-1310 — 403 = .4-7 

fed ipfa xquatio dat — 80 ; eft ergo maxima radix major quam 10. Rcipfa 
hujus xquationis radices funt 


i i} 8j f; 2j 

Patet autem quantitatem — utilem efle quando radices funt vel omnes 

pofitivae vel omnes negativae, quod e fignis sequationis intelligitur j & 
illam eo propius ad radicem accedere, quo minus ipix radices quantitate dif- 
ferunt. 

64. Numerus fic inventus erit limes major maximas radicis; numerus ve- 
ro maximus eorum, qui dant aliquod ex fa&is per hanc regulant repertis, 
negativum , erit limes minor maxima: radicis. 

6/. Poftquam hoc pa&o inventus eft limes m, qui fuperat maximam 
aequationis radicem, aflumatur *. = m — x, 8c fubftituendo in propofita 
m — z, hujufquc poteftates, pro x & ejus potcftatibus, habebitur trans- 
formata, cujus omnes radices erunt affirmativa: ; fiquidem eft m major 
quam .v, atque idto m — x, vel a, quantitas pofitiva; quare pofitiva: funt 
omnes radices transformatx , quas exponit littera z,. 

Sic igitur tf quatio qu<tvis transformari pol cjl in aliam , cujus radices omnes po- 
fitrva Jiat. 

6f>. Eadem transformatio perficietur, fi reperiatur limes n, qui fu per et 
maximam radicem negativam propofit x , 6? aJfumAtur z — x ■+• n , atque fiat fo- 
lita fubjiitutio. Cum enim fit » major quam quaevis radix negativa propo- 
fita:, quas exponit x; erit x-f-« quantitas pofitiva, atque ideo z, vel 
qua: vis transformata: radix, erir pofitiva. 

Hxc omnia congruunt cum N >■ 22 ... 30. p.ig. 62. hujus. 

67- Cum ergo nota fit facilis methodus propolium transformandi in 

7 em. II. O aliam, 
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aliam, cujus radices omnes fint pofitivsr, atque ideo figna omnia alternantia 
(N'.’ if.8czo. pag. 6i. 61.63 hujus); has tantum aequationes confiderabimus 
in fequentibus, (i quando utile id erit ad faciliorem rerum explicationem. 

<S8. Limes minimus pro hujufmodi tcquationibus, eft 0, qui profefto 
minor ell quam quavis quantitas pofitiva. Limes autem maximus facile 
invenietur methodo jam tradita. Supcrcft ut videamus quomodo poflint de- 
finiri limites ipfarum radicum. 

<5p. Sit aequatio ordinis», habens omnes radices pofitivas, 

x A.v” — 1 -4- B v" — 1 — C*” 3 -+- &c ±:S s o 

in quaerit S quantitas pofitiva fi n eft numerus par; fed negativa fi im- 
par. 

70 Si in hac aequatione ponatur 0 pro x , omnes termini cvanefccnt, 8c 
manebit ultimus cum figno quod habet in propofita. 

71. Hujus aequations radices fint 

"> 'J'» Xi 9 •••• £> »; f*» A .... <f; y, fi *, ad numerum »; 

tc fit qusevis praecedens, a finiftra in dextram, minor quam feouens ad 
dextram, vel « minor quam & 4- minor quam x> & fic de reliquis. 
Propolitx aequationis Faftores ad eundem numerum », erunt 

x — <» 33 o ; x — d — 0; x — x — o-, x — <p =:o ... X-f 3 0| &c. 

jt. Affiimatur nunc quantitas -+-(, major quam », 8 C minor quam fx. Erit f 
fortius major quam £5.. 4>; x & reliqux ad finiftram,8c minor quam a; .. t-, y, 8c 
rcliqure fequentes ad dextram. Si ? ponatur pro x, Faftor x— v critpofitivus 
ut fc reliqui ad finiftram, & Faftor x—/x negativus ut reliqui ad dextram. • 
Ex. gr. fit * =3 £-+-<2; p =3 f+a+i-t-r; x — -*-b -+-c d ; Jc 

f 33 £-+-<2-+-3} atque pro x in Faftoribus, ponatur f =: ; fiet Faftor 

x — » =3 x — £ — a 33 £-+-<* -t- 3 — £ — a =3 -+- 3 

poGtivus; & fortius omnes Faftores praecedentes ad finiftram, erunt po^ 
fitivi ; nam ex eadem quantitate £-t-tf-4-3, demitur quantitas continue 
minor quam ». Sed Faftor 

x — f* 33 x—l—a — b — t 33 £ -+-<2-+-3 — £ — <2 — b — c 33 — e 

erit negativus; & fortius negativi fient omnes Faftores fequentes ad dex- 
tram, quia ex eadein quantitate £.+-«.+-3, demitur quantitas continue 
major quam p. 

73. Sit nunc » 33 *»-+-/>, & fit m numerus Faftorum pofitivontm , ac p 
numerus Faftorum negativorum. 

Faftum e Faftoribus pofitivis, quicunque fit numerus eorum, fctnper 
eft pofitivum 33 -+- P. 

Faftum 
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Fa&itm e Fa&oribus negativis, negativum elt , fi eorum numerus eft 
impar , & tunc fit ss - — Q. 

Idem eft pofitivum, fi Factorum numerus eft/<tr; 6c tunc S -*-Q. 

Eft autem 

P . _ d == - PQ^i &-+-P.-+-Q.S -t-PQ. 

Et numeri vulgares alterne funt pares Sc impares, vel contra. Ergo alter- 
ne fafta oriunda ex his fubllitutionibus , erunt pofitiva & negauva, vel 
contra. Quapropter. 

74. Si ( fit minor quam minima radicum} erit m =: o •, & p = » •, vel 
omnes Fa&ores erunt negativi. Tunc (i n eft numerus impar, tum fa&ura 
PQj tum ultimus propofitse terminus S , habebunt lignum 

Si vero fit n numerus par, tum fa£tum PQ,, tum ultimus propofitx ter- 
minus, habebunt lignum 

7f. Sit ( major quam radix minima «, & minor quam fequens 4 /} erit 
m zz ij & p zn » — 1 , vel unus erit Fa&or politivus. Tunc, fi » clt 
numerus impar, par erit » — 1 •, & fa< 5 tum PQ^habebit lignum-*-. 

Si vero fit m numerus par, impar erit n — ij St fa&um PQ, habebit 
fignum . 

7<J. Sit ? major quam fecunda radix < 1 , (& fortius quam minima «) , fcd 

minor quam fequens x » erit m — 2 > & p =a n ij vel duo erunt Fa£to- 

res pofitivi, ceteris manentibus negativis. Tunc, fi n eft numerus impar, 
impar quoque erit» z, & fa&um PQ_habebit fignum 

Sed fi » fit numerus par, par a-que erit n z, & fa&um PQ_ habebit 

fignum -*- . (Lem. XIII. pag. 8p. Addit.) 

Hxc, puto, fulficerc poflunt ad illuftrandam propofitionem noftram. 

77. Hinc facile ad xquationes omnes extenduntur qux diximus N" <Jp. 
...7$. hujus. Sit enim n — l+k =: »*-*-p} & propofita habeat l radi- 
ces negativas ac k radices pofitivasy vel propofita confiet ex numero / Fa- 
&orum formx 


x-hA s 0} x-4-2? s oj X.+.C =3 o ; &c. 

& ex numero k Fa&orum forma: 
x — R =3 0j x—P 33 0jx_jS)r30} &c. 

78. Factores prioris formx , per continuam multiplicationem, conficient 
aequationem ordinis /, cujus omnes termini erunt pofitivi j igitur & ulti- 
mus S, politivus erit. 

7 p. Fa&ores pofterioris formae, pariter per multiplicationem continuam, 
conficient xquationem ordinis k , cujus termini erunt alierne pofitivi & 
negativi. Igitur ultimus ejus terminus s erit negativus fi k eft numerus 
impar, fecus vero politivus , ut fupra N°. < 5 p. 

80. Multiplicando xquationem N'. 78. ordinis / per xquationem N'. 7P- 

O z orr 
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ordinis h conficietur xquatio ordinis l-bk =5 *», in qua erunt radices 
tum pofitivx tum negativae, & cujus ultimus terminus -4- iS.+rr 33+rS, 
erit pofitivus , fi numerus radicum negativarum eft par, fecus vero nega- 
tivus , pariter ut fupra N*. 6p. 

8t. In hac, fi ponatur o pro x, manebit dumtaxat ultimus terminus, 
cum figno quod habebat in propofita, ut N°. 70. 

St. Si in eadem pro .v ponatur-*-^, fcu major feu minor quam quaevis 
radix negativa, cx illis orti Fa&ores pofitivi 

* + ^ S oj x+fi s Oi Scc fient « ^ ~ o ; ^ B 33 o 5 cc , 

5 c manebunt pofitivi. Hinc ergo nulla fiet mutatio in fignis xquationis 
propofita: , neque in fafto quod oritur ex hac fubftitutione. 

83. Sed mutatio fiet, fecundum obfervata N</ 7 1. & 73. quando pro x 
in atquationc propofita ponitur -4- f major quam aliqua radix pofitiva », 
(atque ideo quam reliqua: hac minores) , 8c minor quam proxime major p, 
& quam reliqua: hac majores. 

84. Cum ergo quxvis xquatio ordinis n, in qua funt radices tum pofi- 
tiva: tum negativx, confiderari poflit tanquam conflata ex duabus, qua- 
rum una compltftitur omnes radices negativas propofitx, altera omnes ra- 
dices pofitivas ejusdem > & cum omnis mutatio, qua: fit in propofita per 
fubftitutionem , oriatur ex xquationc habente omnes radices pofitivas, con- 
flat in genere, quod. 

8 f. Si in aquatione , cujus radices aliqua funt pofitiva, aliqua negativa, pro 
-1- x ponatur -t- ( , modo major modo minor quam aliqua propofita radix pofitiva , 
duo qua conficientur cx hac duplici fubfittutione , habebunt figna oppofita. 

8f>. Manifeftacft hujus converfa. Si pro aquationis piopofita incognita (fi 
ejus potefiatibus , fubfi it nantur ordine dua quantitates inaquales , (fi dua nova 
quantitates , qua conficiuntur ex his duabus Jubfiit ut ionibus , habeant figna oppofi- 
ta ; ha dua quantitates, qua fubfiituuntur , erunt limites unius /altem radicis 
aquationis propofita. 

Nam, fi utraque quantitas eflet minor quam radix aliqua p, 5 c major 
quam radix prxccdens », utrumque produdlum haberet idem fignum ut 

S atet ex dcmoullratis •, quia nempe idem in utroque cafu eflet numerus, 
adtorum, tum pofitivorum, tum negativorum. 

In exemplum aflumamus aequationem N'. 63. pag. io4.hujus 

x « — i 6 x' -+- 23 tx 1 8 o6x-4-88o =3 o 

* cujus radices omnes pofitivx funt 1 1; S} 5*5 2. 

In hac ftatim fubftituendo 0 pro x manet -4- 880. 

fubftitucndo 1 , qui numerus minor eft minima radice 2, fit 

I 26-4-231 8 o (5 •+■ 880 33 -t- 180. 

Eft 


Digitized by Google 


AD CAPUT IV. ic p 

Eft ergo r limes minimus. Subftituendo -i- 5 , qui elt major qur.m a & 
minor quam f , fit 

8 1 702 -t- 1079 2418-1-880 =3—80 

Si pro -+-X ponatur -+-4, qui numerus pariter major eft quam 2 8c minor 
quam f, produ&um pariter erit ucgativum, nempe 

2f<S 1644-+- I696 5244-1-880 =3 7 6 

Si vero pro x ponatur -1- 6, deinde-4-7, qui numeri funt majores quam 2 
& f, fed minores quam 8, prodibunt duo fa&a pofitiva, id eft cx 6 

I2p6 5616-4-8516 4856-4-880 =3 -1-40 

8c e 7 

2401 8pi8-i-M5ip 5642-4-880 es -4-40 

fic fic de reliquis. 

Pariter fumatur aequatio N'. 10. pag. 88. illa, cujus radices funt reales, 
nempe 

x * I4.v , -i-5pe l 66 x -i- 14 33 o 

Ponendo 0 pro x, manet -4- 14. 

Ponendo -4- 1 , major quam minima radix 2 V 5 , fit 

1 14-4- f}* 66-i- 14 33 ro 

Ponendo -4- 2, fit -4- 61 ponendo -4- 5 fit -4- « 4 , & rcipfa tum r, tum 

2 tum 5 majores funt quam 2 ^5, fed minores quam 2-4-V5. 

Neque tantum ipllus 2 — v' 5 limites funt 1 8c 2jfed etiam ipiius f— v^i 
nam quia y/ n minor eft quam 4, profetto f — Vli major eft quam 5-4= 1. 
Sed 1 & 5 limites funt utriufque , nam y / 1 1 major cft quam 5 , ac f — V 1 r 
minor quam f — 5 33 2. Ideo diximus N° 86. hujus, hos effc limites unius 
/altem radicis. 

Ponamus nunc in eadem xquationc -*- 4 ; fiet 105 Sc numeri 5 ac 4 

funt limites radicis 2 -4- vf 4 - 

Ponendo -i-f, fit 66 j reipfa 4 8c f minores funt quam maxima ra- 

dix f -4- y/ 1 1 . 

87. Superfluum duco monere, quod fi radices omnes edent negativx, 

aut mutanda edent figna alterna, fectwdum N“"> i. p. 4P. Sc N” 8.. .12 
p. f8. fp. hujus, aut adiimenda efiet $. 

88. Sit nunc xquatio generalis ordinis » 

O 5 * 
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x”-+-A.v m r -+-Bx n "h-C.v" 3 -t- Dx” ^.S — 0 

in qua coefficicntcs, quamvis omnes feripti fint pofitivi, intclliguntur quif- 
que cum fuo figno, ita ut fine figna tum poiitiva tum negativa, atque 
ideo radices tum pofitivx tum negativa:, ad arbitrium. Hae autem ra- 
dices, quxvis cum fuo figno , fint qua: N J . 71. p. io<S. hujus, Ce crefcant 
eodem ordine. Hxc transformetur, fecundum N •/» ij\ pag. 61. hujus, 
ponendo x =: / e. 

8p. Terminus ultimus transformatae erit (N 3 . 16. pag. 61. hujus) 

f +Af -h Be Ce ■* -t- De * .+. hS 

in quo coefficicntcs habebunt quifque eadem figna, qux habebant in pro- 
poltta. Si in eo pro-w fubfiituatur +7 una nempe e propofitx radici- 
bus , Ce quidem f* fi radix fubftituta fuerit pofitiva, — fi fecus, ter- 
minus ille evanefcct. Nam hrec fubilitutio conficiet ex ultimo termino 
eandem quantitatem, quam conficeret e propofita (N». td.pag. <Jj. hujus.). 

Sed propofita per aptam radicis fubftitutionem evanefeit (N°. 4.-7. pag. 
p<J...f8. hujus). Ergo Cee. (Vide N" m 24. pag. 64. hujus). Reliqua pars 

xquationis dividi poterit per / rs o, & manebit xquatio ordinis n 1, 

in qua/ erit incognita, Ct +7 /* ac ejus poteftates erunt pro e & ejus po- 
tcflatibus. Huic le aptant jam difta: tamen non pigebit rem exponere. 

» po. Propofita: xquationis radices lint 

pofitivx t} ej x j «} Cee. negativx aj xj <; S> x; 8cc. 

fi fubfiituatur quantitas pofitiva pro t in transformata, radices pofitivx 
minuentur, Ce negativx augebuntur j ac transformatx Fa&orcs fient 

/ -*- /a — T =3 0} 7-4-f* — v " 0}/-4-p — ( — O } St C. 

orti e radicibus pofitivis; Ce 
/ -H (a -t- A 3=3 O } / -4- -t- X — 0 } y -t- ,U -+- 1 SOj Cee. 

orti e radicibus negativis 

(N°. ij. pag. 64. hujus.) Sic, fi proponatur xquatio 
x* — ix* — f68.v‘ -+- ioiix — 14J0, ss o 

cujus radices pofitivx funt 

1» n ■>> 

Ce negativx 
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Ponatur autem x 33 y .+. i , ca transformabitur in 


ioy’-4- 107* -+. fy-4- i 

— iy *— oy ’ — i iy l — 87 — z 

-ij-8;»-474/_ 4747 - if 8 _ 
H-f68/ 1 -»-itj<5)f-+- f6 8 ” 
+ IOil)+ IOlt 

— 1 4}° 


o 


quae, deleto ultimo termino evancfccnte, & divifa per / fic 


y*.*. 3j?* — jf6y' -bpiy-*- i<S 8 o 53 o 


cujus Fadtores fune 

y + t -p — 7-44 7-4-1 — ii S|-iOi; + r + i- ^+}i 
y 1 I j — 7-4- 14 

p 1. Si vero alia quantitas, praeter unam e propofitse radicibus, aflumta 
fuiflet pro p, man fidet ultimus terminus, & conflaret c differentiis ac funi- 
mis N'. po. inter fc multiplicatis j atque effet 

(f< — 0 ( h - r) (/! — ») &C. (f*-4-A)(f*-4-x) (fi-t-$) &C. 

91. Sed li in transformata pro e fubftituatur quantitas negativa, augen- 
tur radices pofitivae , 8c minuuntur negativae ■, ac Fa&orcs nane 

7 — n — T =3 O j y — p — r 330} y — n — TC 330} &c. 
orti e radicibus pofitivis, & 


7 — /U- 4 -A 33 0 } 7 — fi+*30;7_fi+( 33 0 } &c. 
orti e radicibus negativis. 

(N". z8. pag. 64. hujus). Quare , nifi fit una e propofitx radicibus , 
manebit ultimus terminus, & conflabit, ut N°. pi., fummis & diffeientiis 
inter fe multiplicatis. 

p$. Faftum c fummis N>. po. eft femper pofitivum. Fufium e fummis 
N<. p 1. cft pofitivum quando ex 1'umma: funt numero pari, Ileus vero ne- 
gativum. 

P4- Si in transformata ponatur pro e quantitas pojitha , & par differentia^ 
rum numerus mutet fignum, id cit, aliquot diffcrcntix 

^ — t } f* — «■} y. — i r> f* — «} Sfc. 

ad numerum parem, fiant ntgtttrv* , ceteris manentibus pofitivis, fafium e 
pari negativorum Fafiorum numero erit pofitivum} pofitivum pariter eft 
. - fafium 
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fa&urn c Fa&oribus pofitivis. Ergo faRum ex omnibus manebit pofitivum. 

Pf. Sivero, dum fubftituitur quantitas pofitiva, impar llt numerus dif- 
ferentiarum qua* fiunt negativa:, fadlum ex his em negativum , & negati- 
vum reddet factum ex omnibus. 

p 6. Contra, fi fub Ili tuatur quantitas negativa , 8c aliquot differentia: , ad 
numerum vel parem vel imparem 

— —h ■+■ < } — /<-4-5} 6cc. 

fiant po/itiv<e , reliqua maneant negativa ; faflum e pofitivis femper erit po- 
fitivum i fa&um e negativis, pariter pofitivum, fi earum numerus eft: parj 
Facium e fummis pariter cft politivum, fi fummarum numerus eft par. 
Quare, fi par cft tum numerus tum differentiarum negativarum , tum fummarum , 
factum ex omnibus eft pofitivum. 

P 7 . Sed fi alteruter numerus, vel differentiarum negativarum , vel fum- 
marum, fit impar, facium ex omnibus erit negativum. 

p8. Si tandem uterque numerus, tum differentiarum, tum fummarum 
negativarum, elt impar , factum ex omnibus eft pofitivum. 

pp. Quando numerus differentiarum & fummarum xquat numerum radi- 
cum propofitx , & fubftituitur quantitas pofitiva, minor quam minima 
radix pofitiva aquationis, tot erunt differentia negativa, quot radices 
pofitiva s atque illarum fa&um habebit idem fignum ac fa&um harum } 
atque ideo ultimus transformata terminus idem fignum ac ultimus propo- 
fitx. 

ioo. Idem accidit fi fubftituitur quantitas negativa, minor quam mini- 
ma radix negativa propofitx. 

tot. Sed, quando in transformata ponitur pro e una e radicibus pofitivis 
propofitx, numerus differentiarum unitate minuitur} 8c, evanefeente ul- 
timo transformata termino (N°. 8p. pag.no. hujus), manet in penultimo 
fa&um e differentiis, qui eft par & ss a/, fi numerus radicum pofitivarum 
in propofita erat impar 5c = vl -+- l } 5 C contra cft impar & r= 2 /— 1 , 
fi numerus radicum pofitivarum cft par & = il. Pariter fi fubftituitur 
quantitas negativa, numerus differentiarum unitate dccrefcit , Si fit par 
ac ~ ik, fi numerus radicum negativarum in propofita, eft impar & 
53 ik-\- 1 } 8 c contra. 

102 . Sint propofita aquationis radices, ordine crefcentes 

"i 'J'} x> " » ^ c ' P°^ t > va: » *> <> 5» n; Sic. negativ*. 

fubftitucndo •+■ » in transformata, erunt ejus Fa&orcs 

j-i-m—u — 0 y 1 y-*-" — 4* = O } — * = o ; y ~ r- m — q> — 0 &c. 

omnqs negativi , prater primum — o 
Subftitucndo - 4 - d } Fadlorcs erunt 


J + 
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/•+• 4 ' — • S5 o; y s: oj y + \ — % = o> r -+- 4 - <p =3 o$ fice. 

omnes negativi, prxtcr primum pofitivum, & fecundum es o. 
Subftituendo Fa&orcs erunt 

y -+-x — “ =3 0,7-4-* — 4 =s o; y-t-* — * aos y ; &c. 

quorum duo primi funt pofitivij tertius ~ o ; reliqui negativi & fi c dp re- 
liquis. 

Hic obfervandum hanc fubftitutionem reducere differentias jam inven- 
tas, fcd fub figno contrarioj & quidem ut qu» (negligendo y ~ o) fuit 
in prima fubflitutione , prima, fecunda, tertia, &C} fit prima fubftitutio* 
nis fecunda:, tertia:, quartx, &c. } quse in fecunda fubflitutione cft fecun- 
da, tertia, quarta, &c, fit fecunda fubftitutionis tertix, quartx, quin- 
tx &c. 

ioi. Igitur terminus, qui manet in transformata & per fubftitutionetn 
reduaa, ultimus, qui nempe cft penultimus transformat» non rcdu&x, 
ideft tandem quantitas 

c nx "~ ' -i- (» — i) A*” _1 + (» — z) Bx K— 3 -+- (». — Cx ”~ 4 -t-&c. 

fit alterne pofitiva & negativa per fubftitutionem ordinatam radicum pro- 
pofitx in transformata, cujus terminus eft hxc ipfa quantitas, pro e vel 
pro x } licet enim quantitatem indeterminatam quocur.que fimbolo expo- 
nere} fed animadvertendum hic litteram x non exponere propoGtx radices, 
ut in propofita. v 

Sic, fi proponatur xquatio in exemplum jam aflumta ad N* m po. hujus, 
pag. lio. 

X* IX* f68x*-4- I02IX 1430 — o 

ex hac per notas regulas educetur penultimus transformat» terminus 

fx* 8 x’ 474 x’-t- 1136X-4- 1021 

In hac pro x Scejus poteftatibus ponatur , primi , minima propofitx radi* 
pofitiva -t- 1 , inveniemus refiduum 

-4-1680^4. 10. J .- — 14= (f 0(11 — 0( 1 2) ( — 1 13) 

Ponatur fecundo -4- f, & erit refiduum 
— 3024 s5-4.-4-6._7._r8 = 5 (t-f)(u-f) (_2_f) (_i }_p). 
Ponatur tertio -4- 1 1 > refiduum erit 

-4-1820 a — 10 . — 6 i } . — 24 s: (1 — 11) (f-i 0 (-l—i 1) (—13—11) 
Tom. II. P Sub- 
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Subftituendo quarto minimam c radicibus negativis t, fit 

— 3003 = 3.7.13 — 11 = (i -1-2) (11 -4-z) (—13-+. 2) 

Tandem fubftitucndo 13, refiduum invenitur 

«+- 66718 = 14. 18. 14. 11 = (13-t-i) (13-+- f) (13-t-u) (ij — *) 
irt his ea accidunt quae attulimus N'f 92... 103. hujus, pag. IH...113, 
104. Cum ergo radices aequationis propofitx, ordine, fubftitutx in 

nx r ~' - 1-(» — 1) Ajc” — *- i-(* 2) Bx *~ 3 ■+■ (0 — 3)Cx"~ 4 -*. &c. 

dent facta alterne pofitiva & negativa, radices illas funt limites inter hujus 
quantitatis radices. (N°. 4. Sc 86. pag. 37. & 108. hujus). Nam , feu 
p< natur quantitas illa = o, fcu fccus, femper fubftitutio fupra deferipta 
dabit refidua alterne negativa Se pofitiva. 
iof. Sint nunc radices aequationis 

nx ~ 1 (» 1) A x”~ l + (» — 2) Bx"~ 3 -♦- (»— 3) Cx^^-t-Sec. =0 

/; r, ri q-, Scc. pofitivx, Se /j d e-, b Scc. negativx 
Se hae ordine crefcant more folito. 

Jam una ex ejus radicibus eft o, quia hxc. aequatio ab origine erat ordi- 
nis », 8e divifa fuit per x = o. Eli autem o minor quam propofitx ra- 
dix minima », Se eft « limes aequationis nuper inventa: j oportet ergo ut fit 
u minor quam*. Quare 4 < erit major quam t 8c minor quam S\ Scc. 

toti. Quod effle nequeat * major quam /, res fic probari poteft. Radi- 
ces pofitiva: xquationis ordinis n fint numero = /j fubftituta minima in 
transformata, vel ponendo ultimum transformat* terminum cvancfccre , 

3 uod idem eft, (N°. 89. pag. no. hujus) ; radices pofitivsc xquationis or- 

inis » 1 erunt numero = » — 1 . Si efflet » major quam t Se minor 

quam s; 4- major quam s Se minor quam r; Scc., fupereflene dux radices 
maximx xquationis ordinis», qux fingulx majores efflent quam maxima 

radix xquationis ordinis n I. Ideo hx fubftitutx una poft aliam in 

xquationc ordinis n 1, darent duo fafta cum iifdem fignis, quod eft 

contra detnonftrata N”. 103. hujus. 

107. Cum fit m major quam o Seminor quam /; 4 - major quam t 8c mi- 
nor quam s\ ^ major quam s Sc minor quam n Sc fic de reliquis j erit con- 
tra o minor quam «} / major quam «, Sc minor quam 4-j s major quam 4- 

Sc minor quam Scc. Quare radices xquationis ordinis n 1 , erunt 

limites radicum xquationis ordinis n. His addi debet o* Sc limes maxi- 
mus jam inventus. 

108. 
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108. Aquationes ita comparata:, ut unius radices fint limites radicum 
«lterius , dicuntur tenuationes limitum. 

Quapropter xquationes , quas Newtonus defcripfit N°. VII. hujus pag. 
84. fic quarum exemplum attulit in fine pag. 8f., funt fibi mutuo aqua- 
tiones limitum. 

icp. Quo magis receditur ab aequatione propofita, vel quo minor eft 
exponens xquationis limitum , eo magis limites recedunt a propofitae radi- 
cibus. Sit enim propofita aequatio generalis, qua fa-pius ufi fumus } fic 
ejus radices pofitivx (nam quod dicitur de pofitivis facile traducitur ad ne- 

{ 'ativas) illxipfx,qux fupra N°. 102. pag. iti. hujus 3 defignentur nempe 
itteris grxeis incipiendo ab ultima, qux exponit minimam propofitae ra- 
dicem, & pergendo ordine. Pariter xquationis limitum prima: 


nx 1 -»-( n i)Ax” 2) Bx* 3 -s-(» — 3) Cx” 4 -*-ficc. =30 

radices exprimamur literis latinis minoribus & italicis, incipiendo a / , 
quz exponit minimam hujus radicem , fic pergendo ad s-, r, Scc. Aqua- 
tionis limitum fecundx, 


n.n- 


■ I M 1 

— X 


■ 1.0 — 2 


Ax 


n— 3 n — l ■»— J 


Bx 


»— 4 


&C. 




radices exponantur litteris minoribus romanis 
ti S} rj pi qj ficc. 

Aquationis tertix radices litteris majoribus italicis 
T; S; R; Pi ficc. 

Aquationis quartx litteris majoribus romanis 
T j Si R i P j Qj ficc. 

Oftenfum eft elTe t inter u 8c 4 »; s inter 4 - 8c r inter % 8c p inter 
e> & * i Ccc. Pariter eflc t inter t 8c s ; s inter s fic r i r inter r fic p; 8cc.> 
T inter t & s; S inter s fic r i R inter r fic p i ficc. i T inter 7 fic S j S 
inter S fic Ri R inter R Sc P i ficc. i unde patet propofitum. 

110. Qux demonftrata fuerunt de propofita multiplicata in lingulis ter- 
minis per exponentem incognitx in ipfo termino, vera funt etiam fi affu- 
matur quxvis alia progreflio arithmetica , fic per hujus terminos multipli- 
centur ordine finguli termini pronofitx. Sit enim ultimus progreflionis 
arithmeticx affumtx terminus m, cc differentia terminorum fit p. Ea de- 
bet habere terminorum numerum n -t- 1 , quot nempe funt termini pro- 
pofitre , qux eft ordinis «> demto ultimo, qui eft z=. m , manet numerus 
terminorum, atque ideo differentiarum, =: n : atqui in fingulis progreflio- 
nis terminis numerus differentiarum unitate crefcit i ergo in primo tcr- 

P 2 mino 
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mina adjungi ipfi m debet »p,& in fequentibus (n — i)p-, \n i)p-, &c., 

& quidem per additionem, fi terminus ultimus m eft minimus i per fub- 
ftraftioncm ,fi is eft maximus. Erit ergo progrefiio 

W±T (»- I)?i w±:C»-i)p} .... w±T ipi wir ip-, m+zp>n>-. 

In qua poteft terminus aliquis efic =5 O, & tunc, fi progrefiio decrefcit » 
primo termino m-^-np ultimum verfus, illi qui fequuntur (ad dextram) 
terminum evanefeentem, erunt negativi ; fi vero progrefiio crefcat a primo 
termino m — np ultimum verfus, illi qui pratccdunt (ad finiftram) ter- 
minum evanefeentem , erunt negativi. 

Nunc propofita 

*" ■+■ Ax” — 1 -+- Bx" 1 Cx" 3 -+- Da»" 4 Px* Rx -+- S ps » 

, multiplicata per hanc progreflionem , dat 

oi/ + wAx"' ' + wBx' l + »Cx" 3 -+- mDx” 4 ... -4-»*Px* +mR.v+wS 

+7 npx Jtr (•— JVC** - 3 ±r(»— 4)Dx" — 4 ... 

ir ippx 1 +7 pRx 

Harum duarum fericrura prima eft ipfa «quatio dufta in m. Sed ea, 
per hypothefim, — o ■, ergo & ejus multiplex zs oj nec mutat valorem 
alterius. Altera autem eft 

+T px (».v" _I -4- (»— i) Ax” — 1 (*— t) Bx" — 3 -4- (»— j) Ce" 4 -+- 8cc.) 

cujus divifor eft px & Fa&or compofitus eft ipfa «quatio, qua: oritur c 
propofita multiplicando terminos fingulos per exponentem. Hxc, ex de- 
mon ftratis, fubftitucndo, ordine, propofitac radices a minima ad maxi- 
mam, dat fa&a alterne pofitiva & negativa, qua: dufta in manent 

alterne pofitiva & negativa, qualia erant} fcd du&a in— p fiunt alterne 
negativa & pofitiva. Ergo &c. 

Exemplo fit xquatio trium dimenfionum 

x 5 i ix’ 3 ix 14 s o 

cujus radices, pofitivae omnes, funt ij J} 7. 

baec dufta in exponentes & divifa per x , dat 

jx* atx-+- jt 

qux , fubftitucndo ordint 

- 4 - i) 


Digitized by Google 


AD CAPUT IV. 

■ 4 * i j - 4 - 3 j -b 7 5 dat -4- ii > 8 } -♦- 14 

eadem du&a per terminos fcrici 

0} ij i-, 3, dat 1 ix* -1- dx dj 

qux per eandem fubftitutionem prxbit 

izj -4-243 168 

Eadem du&a in terminos ferici 

fi 2j I j r 4 fit fX> 22X‘ 3IX-4- 84 

&, per folitam fubftitutionem, invenitur 
-+* Jdj 7*» ■+■ f 0 ^ 

funt ergo omnes hx xquationes limitum propofitx. 

111. Si propofita xquatio eflet poteftas n binomii x-4-*»} vel fi 

C =5 ”'”~ I 

D - » -4 . &c> 

M 4 

tunc prima feries N : . na. prxccdcntis maneret 

"V 

m (x- 4 -< 0 * 
fcd fecunda fieret 


r »7 


eflet 


fx (nx 


, , n~i (»— l) .».» — 1 .„«—3 

■ (»— i) »»x - 4 - • * 


^-4 _ n-r 

*•} 

id cft 


a — 1 , . n — 2. * — I . n — 1 n — 5 

fnx (x -+■ (»— 1) »x - 4 - «‘x 


*+■« 


■’) 


P»X (x **) 

p J 


a— I 


I U. 
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112. Si quis propofitx terminus abeflet, afterifco fupplendus eflet, ut 
fuus terminorum numerus aequationi conftct. 

1 1 3 . Conftat hxc cfle vera, quatenus radices funt reales in propofita, 
etiamfi prxtcr reales, aliqux fint imaginarix. 

Sic, fi xquatio trium dimenfionum, nuper in exemplum allata, multi- 
plicetur per 

x‘ 4X-4 -6 o 

cujus radices dnx funt imaginarix 2-+- ^ — a , & z V 2; fiet 

X f IfX^-hSlX 1 llix‘~b 27 OX— — 126 S3 O 

unde 

fx * 6 ox 1 -+-143.V 1 4 1 2.v •+■ 270 

hxc, fubft i tuendo, 

-4-1 i -t-J} -4-7 > dat -t- — 24 j <548 ^ 

pro tribus radicibus realibus. 

114. Sed, quxvis quantitas fubftituatur in xquatione, cujus radices 
omnes funt imaginariae, fa&um orietur femper pofitivum. Si enim xqua- 
tio hujusmodi 

#* +r zmx -4- mm -4- nn si o 

fi pro x fubftituatur quantitas quxvis minor quam m-, ex. gr. m — p, fiet 
xquatio 


m' - — zmp ■+. p' +r 2 m' +1 zm p + ra 1 +s‘ 
id cft, fi fit-+-arax 

— 4 mp .+. p 1 _*_ »* ~ (iw—p/ -*-»*, &»»*-+-»*, fi fit — unu. 

J ux femper eft pofitiva, quia pofitivum eft quadratum ipfius 1 m p. 

'ortius manebit quantitas pofitiva, fi pro x fubftituatur vel m vel quanti- 
tas major quam m. 

Hf. Obfervandum cfle demonftratum idem accidere etiam fi quantitas 
fubftituta fit negativa, quia quadratum femper erit pofitivum. 

1 16. Cum ergo res demonftrata fit pro xquationibus quadraticisj & fem- 
per binx imaginarix coeant in xquationem quadraticam, faftum ex bis 
fa&is peculiaribus, erit pofitivum , 8c propofitio in genere eft demonftrata. 

1 1 7. Quando igitur tot inveniuntur paria limitum, quot funt radices 
xquationis propofitx, ea habet omnet radices reales > & in genere , pro- 

po- 
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pofita tot habet radices rcales quod inveniuntur limitum paria. 

118. Prima limitum aquatio, jam toties nominata, deducitur ab ultimo 
transformatx termino (N . 17.-10. pag.fiz.fi 3. hujus). Hac tota nihilo squalis 
eft. Nihilo pariter squalis oftcnfus eft ejus ultimus terminus, quando pro e 
fubftituitur aliqua e propofits radicibus. Quare tota transformata, una cum 
termino quierat pcnultimus, nunc ultimus fa&us eft, nihilo squalis eft. 
Ejus radices funt differentis vel fummx radicum squationis propofits, 
quarum faflura eft ille terminus 

»e" —I -+- (» 1) Ae” — 1 ■+. (« — a) he”~ 3 -t- (» — 3) C/~ 4 &c. 

qui profe&o non evanefeit s neque evancfcct quia pro e feripta fit littera 
x, quod pendet a fcnbentis voluntate. Sed, fi terminus ille ponatur 
nihilo squalis, illius radices (qus nec funt differentis nec fummx radi- 
cum propofits) demonftratx funt limites radicum propofits, & fingulx 
majores quam refpondentes radices propofits 3 ideft illius minima major 
quim minima propofits &c. 

Sic squatio trium dimenfionum jam allata 

X } lIX*-t.}!X ZI EJ O 

fubftitucndo y -+- e pro x fit 

y 1 -+• ]ey ' - ♦- \t e' 

— 11 y 1 — 1 iey — 1 le* _ 

■+■ 31 y -t- "■* 0 

. — ai 


Hsc transformata, ponendo e ~ 1, qus eft una e propofits radicibus, 
habet ultimum terminum nihilo squalem, fcd penultimum =3 12. Non 
ergo eft 

Y' — zzt + Y =3 3* 1 — 2ix 3 1 33 o 
Reliqus transformatx 
y* — 8y ■+. 1 1 = o 

radices funt & 1 3 differentis duarum radicum reliquarum 7 & 3 a fub- 
ftituca. lnterim fi ponatur 

— 2.1X -3- 31 — o 
• erit 


X =3 



^7 


eft 


Digitized by Google 


110 


C 0 M M E N t A R IU S 


eft autem =3 2, ttyfj quare x =; — vel ^,450 vel t,poj 

Pofterior numerus medius cft inter i tc $, prior inter $ & 7 

lip. Sed penultimus transformata: terminus fieret nihilo squalis, fi duae 
aequationis propofits radices edent squales. Nam, fa&a fubllicutionc N«. 
po. pag. 110. hujus, ille conflabit e differentis 


T} y. 


-Ci y {} fl. 

& c fummis 


‘i &C, 


y-b*i A*-+**J H y-t-h 2cc. } 

eritque numerus fummarum ac differentiarum fimul := 0 — — i; hs au* 

tem jungends per multiplicationem funt ad numerum 0 2, in quovis c 

faftis fimplicibus, qus fimul fiumta conficiunt coefficientem termini pe- 
nultimi} Fa&or autem quivis, ex. gr. y «•, erit in omnibus fa&is fim- 

plicibus, uno dempto complcdlcnte reliquos Fa£tores omnes (N°. 106. pag. 
17. Tomi I.i. Ergo, fi y ^5 <r, id cft fi una radix propofits fubititua- 
tur in transformata, non evanefeet penultimus hujus terminus , fed mane- 
bit faftum fimplex illud, in quo non elt Faftor y t =; o, nempe 

(/* — t) (A* — {) (y — *) &C. (,u- 4 -*) (p-+-*) O-+-O fp-1-6) &c.. 


quod confirmat qus diximus N°. 1 16. hujus. Sed fi y squet etiam aliquam 

aliam radicem ^ , tunc erit y ( — o, 8c omnino evanefeentem reddet 

terminum pcnultimum. Erat antem y s nunc cft y s quare re;(, 
8c dus radices squationis propofits funt squales. 

120. Igitur squatio 

A»x” —I (0 — 1) — 2) Bx” — 3) Cx" — 4 .... z=i o 


tc infervit propofits, quando ea habet duas radices squales, & comple&i- 
tur limites radicum propofits, fi fint insquales. Quapropter vocabitur 
vel squatio limitum, vel squatio radicum squalium. 

121. Si squatio ordinis 0, in qua funt dus radices squales, exponatur 

-a-, 

i 

nitur una c radicibus squalibus. 

m. Si squatio ordinis 0 habeat radicum squalium numerum q, tc 
multiplicentur finguli propofits termini per exponentes, squatio ordinis 
» — 1 , qus hinc conficitur, habebit radicum squalium numerum q — 1. 


perQ_, ejus squatio radicum squalium exponi debet per 


ubi f po* 


Sit squatio generalis confueta. 

• 

x" -+- Ax” — 1 -+- Bx” -1 -+. Cx"~ J -4- .... -f- Px’ -a- Qx' ■+■ Rx + S s o 

tc 
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Iit 


8c ponatur n s g ■+. r: quia aequatio propofita. habet q radices xquales , 

(quas defignabo per »,) ea per multiplicationem confe&a erit ex (x ■+■ »)* , 

8c ex aequatione ordinis r, 

x -f. Ax 1 ■+• Bx 1 .+■ Cx' 1 -4- Dx 4 ... + Pr ! + ^.v' + Ar + J 3 o i 
atque ideo ipfa propofita poterit exprimi hoc pa&o 

X (X ■+■ ») 7 ■+■ Ax 1 (X -b a) 1 Bx r ~ 1 (X u ) 1 ... Px’ (x -4- a) 7 ■+■ 

6 hc' (x -+- -b Rx (x «) ? -*- 5 1 (x -4- a ) 1 =3 0. 

11$. Conflat xquationem ordinis r habere, pro termino s-bt .. mo t ipfius 

x exponentem r — s •, Gt ille terminus Mx ', faftum Mx r ’ (x-+.«) T , 
fi ordine feribantur finguli potcftatis termini, habebit exponentes 

q-br — s-, q-br — i — ij g-t-r — s — i ; g-t-r — s — $ .... r — s. 

Nunc in progreflione N». 110. pag. 116. hujus, ponatur r s pro m, 

& q s q — -1 } q i} &c. pro np ■, (» — 1 )f; (» — 1 />; &c> id elt 1 pro 

p, & g pro & pro xquatione ibidem propofita fubllnuatur, 

Mx'~’ (x + k) 5 s Mx~' (x f -4- q*x^~ l -b 1 1 ■+• j 

invenietur aequatio multiplicata per progrefiionem arithmeticam, cujus 

prima feries 

(r— 1) Mx~' (x 1 -+• g«x 7 1 -+- — 1 «'x 7 1 ...-+-« 7 J i; (r— t)Mx r ~ (x-+-«) 7 

Series altera 

r — »-t-I . r — t _ . q — l q.q—l.q — t , q — 1 q — I, 

-b Mx (gx -b q ■ q l«* -*- a - — ■ • — «x 1 *...•♦-» ) ’ 

=3 qMx'~~ t ~ >rl (x + ,r', 

ubi Fa&or compofitus (X-*-») 7 " - 1 , habet radicum aequalium numerumg-i. 

114. Summa terminorum conflituentium terminum hunc generalem, di* 
vidi poteft per x* quo fa&o manet is 

* Tm. II. Q.’ f>~0 
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(r — x) Mx rJ ~'~ l (x + u)*-h qM*~' (x + 

Eft autem (r x) Mx '~ ‘ —l (x-x-») 7 ipfe terminus generalis xqtrationis 

compofit® divifus per x & multiplicatus per exponentem iplius a: ■, & 

' (.v-f-M) 1 *, cft idem terminus divifus per x-t-u, Sc multiplica- 

tus per exponentem ipfius (x -x- «,) 7 . Hinc conftat quomodo facile inveniri 
poflint finguti termini. Rem tamen explicemus aliquot exemplis. 

i2f. Jam, quamdiu r s eft nihilo major, manebit utraque feries 

(r - si Mx ‘ (x -x- »)’ 5c (x -x- «f’. Sed quandor-x o, 

id cft r =: s, atque s-t - 1 =3 r-x- 1 , evanefeet feries (r — x) Mx' ' (x-M») 1 
& manebit g.V/x (x-x- »)’ *• Hoc autem accidet in ultimo compofitx 

termino S (v -+- «) 7 * nam xquatio ordinis r habet terminorum numerum 
r 1 — x-x- 1 , ac terminus i+ \..mus eft ipfe ultimus. 

Igitur ultimus compofua: terminus, multiplicatus per feriem arithmeti- 
cam , 

Qi 1 — I» <1 — v > 9 }i 9 — 4» — • 0 

fit 

4 - . . . 

qSx (x-x-w)’ *. 

Intermino prxcedcntc eft xsr- i* hinc 1 — r — i} Sc g^-r— X si 

quare 

(r — x),l/x r_ ' (x-x-.^-x -qMx r ~"*' t (x+»r’ « ** (x-x-») 7 -x- g*x> 
(x-h») ,_i = R* ((*-*-•) -+- gx) (x-x- = R.v ((g-x-i)x -+-«) (x-x-.) 7- ' 

Tertius, ab ultimo, terminus dat x zz r 2} hinc z 53 r x, & 

i] + r x tz q -x- z j quapropter tunc 

(r — x) Mx r * (x+n'/ + Mx r , ” + ' 1 (x-x-w) 1 s zQx‘ (x-t-w) 7 -x- gQx‘ 
{x-x-*) 7 "’ — Qx’ ((zx-x- z«) -x- <jx) (x-x-«)-" 1 = Qx I (fg-+-z>x-x-z«»)(x-x-*») ,— 1 

Quarius ab ultimo dat x zzr Jj unde J =5 r — x» & g-x-r— x = g-x-j, 

atque 

(r x)Mx r ~’ + (* + *) r ' =? jPx 1 (x-x-*) 5 -x-.gPx* 

* “ ’ • * i » '• ^ 

(x-x-m ) 7-1 :=: Px’ (jx-x- 3«_x-gx)(x-x-») 7 1 KPx’((g4-})x+3*)^XH.*) 7 - 

Et 
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Et fic progrediendo ab ultimo primum verfus. Sed in ipfo primo eft szzo\ 
quare r — « s r, & j + r — s zz g + r j unde 

(r — i) iWx r- " (x+u ) 1 -t- ■” + ’ 1 (x -+- «,’ _I =; r*' (* h- **) f *4- gx r+l 

(x-t,«) 7 1 =s x" (rx+ru -+-?x) (x-k*) 7 ~ 1 “ x r 1 

Secundus terminus dat s zz i •, atque ideo r — s zz r 1 , &q+r— szz 

f 4-r 1 i unde» 

(r — s) Mx~' (x+») 7 +gA/* r- ' + ' (v-^y -1 =; (r-i)4"" , (.v+«) ? + g / // 
(x -t- zZ Ax ~ 1 (rx — x ■+■ r» — u qx) (x -+- m) 7-1 zz 
Ax'~\(r+ q — i)x -r- (r — J) ») (x «) 7—I 

» . : * . . • • * • i . j * . / 

In tertio eft j =s z j 8c r— r =5 r— i, ac q+r—f, zz q-+-r—i: hinc 
( r—s)Mx r 1 (X-+-»', 7 -+- qMx r ~ ~*~ ! (x-t-<*) 7 1 s (r— z) Bx r ~ l (x-t-») 7 .*. 
ji?x r 1 (x-t-a) 7 1 s 2?x r— 1 (rx— zx+r» — z«4-gx) (x-j-w} 7—1 s 

Bx r ~ z ((r+q — i)x -4-(r — z» (x-t-«) 7_ 1 
In quarto eftrs jjr-is r— 3 , ac g-+-r — 3 j quare * 

(r-r)il/x r— ' (x-t—) 7 -4- fMx r— ,-f * 1 (x-+-«) 7—I s (r— z) Cx'~ i (x -t- 

qCx"~ l (x + u)' , ~ x s Cx r 3 (rx— 3x-)-r«— 3u4-g'v) (x+-«) 7- ' 1 — 

, ‘ # 

Cx r— 3 ((r'-Hg- 3)x 4-(r— 3)») (x-Hc*) 7- * 1 

Abunde, puto, ad cafus peculiares aptatum eft theorema generale N». 
114. Nunc. 

it(S. Quoniam finguli termini aequationis propofitae, multiplicati quifque 
per fuos exponentes, complcftuntur potcllates 

(x4-«) 7 & (x 4- ») 7 1 

ultimus autem comple&itur tantum (x 4- «) 7 1 , patet totam propofitam , 
poft aptam multiplicationem per exponentes, continere radices squales 
ad numerum q . — 1. Poteft autem haec dividi per x, per quem multipli» 
cati funt linguli termini, 8c squatio ordinis r4 -g — 1 zz n— 1 , fiq 

; Q z ‘ in- 
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inventa, eft ipfa propofita, cujus termini finguli multiplicati funt per fuos 
exponentes, lirgo &c. 

117. Aquatio fupra inventa fponte diftribuitur in duas feries, quarum 
una , divifa per x , eft 

(x 4- •)’ (rx'~ l 4- (r- t) Ax'~ l 4 - (r — z) 2 *x r '~ 3 4 - (r — $) Cx" — 4 ... -+ 

J Px l 4 - zjgjx 4- R} 

• ^ 

altera, pariter divifa per x, eft 

q(x+-m) 1 ~ l (X r 4 - Ax~ l 4 - Bx'~* 4- Cx r— 3 ... 4 -Px’ 4 - §>x' 4 - Rx 4 - S) 

qux fimul additz complent inventam. Eft autem prima feries fattum ex 
ipfius x 4 — • poteftatc g in aequationem radicum xqualium ipfius x r 4 - 
Ax~ &c., 8 c fecunda feries eft faftum viciflim ex xquationc radicum 

xqualium poteftatis (x 4 - **) 7 in propofitam x' 4 - Ax'~' 4 - &c j quod eft 
obfervandum. 

Prxbeamus exemplum arithmeticum. Aquatio 
x 1 — jtx*-t-40ix , _i7pix 4 it ipfx> — lyllyfx— ijtif =: 0 

conficitur ex 

V— — iox s -vifox* j-oox^-dij- -os (x p)«- 

& ex 

at* — 1 ix*-»- 3 ix — ti =3 o =5 (x — 1) (x — 3) ( x — 7) 

iEquatio propofita feptimi gradus , multiplicando quemque terminum per 
fuum exponentem, & fa&um diviJcndo per x , dat 

7x‘— if 56 x*-t»zoofx 4 — 1 1 ifi4x , -+- 33fSfx’_ fiofox-t-ipSjf S3 o 

Hier zz y, q * zz — f. Igitur, ex theoremate prxcedcntc, 

x (r-*-g) x-*-r«) (x-K «) f-1 33 x’(7x— 1 j) (x-j)* s (7**— ifx») (x— f)» sn 
7x 7 — izox 4 -*- 7fox* — zooox*-+- iSjfX* 

& 

Ax ,_ ' (((' 4 -?-l)X 4 .(r- 1)») (* 4 -«) , ~ r S — I IX* I 6 x— 10) (x — f)» ss 
(_d 6 x J -*- 1 iox’) (x— f)* =; — 56 oox 4 ^-t 6 foox’— 1 ^fox 1 


Digitized by Googh 



«r 


'4D C A P V T I F. 

Et dux partes jam inveniar, fimul 

7# ? »86^ -+- i8j-ox 5 — 8600-v* -+- i8j7fx’ 1 37fox\ 

jam 

((r+j-z)*+(r-i»(*+*r‘ =: 31X (px — f) (x-j) J s 
— iffx) ( x — f)» =3 

-4- i ppx* X480X 4 -*- i jpfox' — jiooox 1 -»- ip}7fx, 

quam adde fummx priori, &c invenies 
^ 7 x» — i 8 «x‘- 4- xoopx» — i ic8ox 4 -*- 3 *3 ipx* — 447fox’-+- 1 P377X 

Tandem Cx r ~ i \(r a t- q— 3) *H-(r— 3)«) (x-+^) ? ~‘ a — 11 (4X) (x-f)’ a 

84JC-4- iidox' — tfjoox*-*. topoox 

Et, addendo fummx jam inventx , ac dividendo per x , reperies xqua- 
tionem 1’upcriorcra. 

Patet autem. hanc habere tres radices xquales, quia dividi poteft per 
(x f) 1 , manente quoto 

7%* 8ix'-+-x5yx tjp =5 o 

11R. Si vero plures eflent xquationes radicum xqualium inter fe mul- 
tiplicati , ut 

(x-4-«) ? (x 40 f (x ■+■ x)“ : &c. 

xquatio inventa poft confuctam exponentium multiplicationem dividi pof- 
fct ’ _ , _ 

per (X -t- «)’~ I } per (x -+- <!)' 'i per (x *)“ 1 &c. 

Ex. gr. Et xquatio 

x T — ifX*-4-pox‘ — iflix^-t-foix* — 407X* -4- ijix— 6o a o = 3 “ 

(x 0 * (x X )* (x 3) (X f) a O 

Hxc tra&ata fecundum regulam, dat 
7**— pox , -4-4j-ox*— 1 ii8x J -*- i j-0 3x*— 8i4x-4 - 171 a • 
qux divifa per 

x l ix -4- 1 a (* — 1)* =3 (x i) T— 1 a • 

0.3 re ' 
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• relinquit quotum 

7# 4 — 75*’ -+- ipix* — 4 7:* -+- zyi =: « 

Quotum hoc divifum per 

* — a — ( x — i)' zz (x — i) ,—t o 
prxbet 

7*’ 5 tx' h- 167* 155 — 0 

&haec pofterior xquatio nrque per x — 1 , neque per x — z dividi poteft. 

ixp. Hujus rei ratio cft, quod ultimus compofitx terminus clt ipfc ter- 
minus ultimus quantitatis 

S(x-t-*)' (x+i/ (x-t-z)* &cj nempe SJ ^ % Sf e. 

Cum autem tota hxc quantitas faftae poteftatibus inter fe multiplicatis, 
multiplicari debeat in lingulis terminis per exponentes iplius x , terminus 
ultimus multiplicatus erit per o. Hoc evanefeente , tota feries dividi po- 
terit perx, qui per multiplicationem adjungi poterit ipli S, & manebit, 
neglcais terminis ferici arithmeticae, • 

Sx (x -4- nO'* 1 (x -*-»},/ 1 (x + x )*- 1 Scc. 

1JO. Si eflet x u r=x-4-air y/b, atque ideo 11 quantitas furda edet 
in aequatione radicum aequalium rationale, neceflario eflet eadem potefias 
alterius binomii x-4-<|/ s: x-y-a+Ly/b (N\ 4f. pag. ip. hujus.). Tunc 
ultimus com politae terminus eflet 

Sx (x-*-4-4- Vbf~' (x-t -a—Vb ) 1 1 ss (x' zax + a' — b )^ 1 
5 c fupereffet xquatio rationalis. 

Ita xquatio 

x 4 — 4 x 5 -i- 2 x'- 4 - 4 x — 1 — o — fx— 1 —Vi ) 1 (x — 1 -4- V 2)* — (x 1 — ix — 1)* 

fit, ex regula, poft divilionem per 4 

x’ — 5** ^-*+i sos (x* zx 1) (x 1). 

1 3 r . Patet idem accidere quando radices xqu.iles funt imagirwrix, quia 
5 c ipfx femper funt binx oppofitx , Se i aduna ex binis erit formae 

x’-t- 2 <2x b 

* Sit 
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Sit ex. gr. aquatio 

^'-t- icx' — tix-t-p 33 o 33 (x — i ^ — 2)* (x— i — V — 2 )* 
Hinc, per methodum confuctam , habetur 


**7 


4*’— iix'-*-20*— 12 33 x’— jx*-»-fx-} 33 /x— i-bV— 2) (x— t— V— 2) (x— 1) 

Ubi una eft poteflas ejusdem radicis (x-»- «) 7 . 

132. Conflat ex N’. 123. pag. 121. hujus, aquationem compofitam di.- 
vifam per (x ■+■ a) 1 1 

relinquere quotum, quod Gc feribi poteft 
.+. rxx" -i- (r— i)A»x r — 1 .. ■+. 4M v)t* -+■ yP»x' -f. 2Q»x’ ^-R»x 

-*-(r-f-2-i) Ax r (r-4-3 — t)Bx' r •• -t- (3+B) Px’-4- (g-f.2) ~® 
Qx’ (q_f- 1) Rx 1 -+- <jSx 

133. Quare G cognofcatur una e radicibus aqualibus <», & earum nu- 
merihK^/acile detegetur aquatio , qua cum (x -+-»)/ confecit propoGtam. 
Nam qtToti fecundum terminum multando quantirate r« , & reliquum divi- 
dendo per r-4-4— i, invenietur A, cocfficicns inveniendus fecundi ter- 
mini. Hunc multiplicando , per (r — 1) «, auferendo a quoti tertio termi- 
no, fic refiduum dividendo per r •+- q — 2, invenietur B; 6cc. 

Sic, N°. 124. pag. 122. hujus, erat q 33 45 » 33 f, & quotum 

7x’~ — Six*-*- 2df 230 =3 o 


cum Gr q-*-r =37, & q 33 4$ eft r 33 3 5 ac r» =3 1 f : fcd 81— if rrtfrfy . 
atque ^ 3 1 1 s /1. Jam (r— 1)0 33 roy & (r — i)uA 33 no. At- 
qui 2<Sf— 110 33 iff, fic 33 31. Quare B =3 yr. Tandem (r— 2)« 

O j 

=3 fj 33 1 fp j fic 23P- JJT 33 34 y fic — 33 21 j ergo C =321, 

4 

& aquatio inveftiga/ida eft 

x 1 nx^Jix 21 33 o 

Qualis rcipfa erat. * 

134. Quotum jam inventum , nempe divifum per x, con^net furnmam e 
duabus aquationibus limitum r qua inferviunt ipft multiplicanti , 


■ Ax 


• B* 


Cx 


—3 


. Dx' 4 ... -+- 4>x J ■+■ Px‘ 4- R* f- S 33 o- 

Ha- 
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Harum una dedu&a eft e propofita , multiplicando fingulos termino* 
per terminos ferici arithmeticae , 

t* i (r— i)«j (r— z)«j (r— (r— 4)« ... m-, i«i 0 

alteram vero dat propofita, cujus termini, more folito, multiplicati funt 

per • 

(r+q' i (r-t-g- >)i (r-i-q-t) i (r-t-q-}) ... i } 

i$f. Quando eft q =3 1 ; vel una cft radix fibi aequalis, aut, (quod idem 
eft,) radices omnes inxquales funt, propoli ta fit 

(x-*-«) (.x' - 4 - yfx ' -t- Bx 1 -+- Cx 3 ... -v 4J* 1 -a- Px' -f. Rx S “ ® — 

K~*~' - 4 - -+- (md +■ B)x r 1 -f- -*-C)» 3 ... - 4 - [tt^j^.P)x* ■+■ 

[»P -4- R]x' -4- («/? -1- S)x +-«S s o 
& quotum N'. 133. evadet 

(r 4 - 1 )x r -J-r(«*-H-af)v r— * Cr— 1) («y/ 4 - B)x '~ 1 4- (r— 2) («5 4- C }/ — 3 -+ 

.... }(«.$,-*- P>‘+- a(«P +- £)x 4 - +- Jso 

Prorfus ut N". 104. pag. 114. hujus. Quare id quod ibi demonftratum 
eft, nunc alio pafto demonftratur. jflio paRt, inquam j nam quod pote- 

ftas (x 4 — »)" , fi ejus finguli termini multiplicentur per exponentes ipfiusx, 

praebeat nx 'x 4 - »)°~' , etfi quafi corollarium dedu£him fit N". 1 to. pag. 
II 6 . hujus a propofitionc generale, tamen per fe patet. Quandoquidem 

omnes poteftatis (x 4 - «*)" termini, praeter primum & ultimum, habebunt 
n inter coefficientium Fa&ores, per theorema binomiale. Sc^l multiplica- 
tio per exponentes ipfius x , delet ultimum terminum qui multiplicatur 
pero, & primum multiplicat per n. Ergo poft hanc multiplicationem, 
omnes termini funt multiplicati per»; fed & per x, quod ccnftat. Qua- 
propter Fa&orwx prxponi poterit lummx terminorum fuperftitum, quo- 
rum primus exponentem habebit m 1 , fecundus * a; 8cc. , qui funt 

exponentes poteftatis (x4-«) . Item fecundus ejus terminus, qui nunc 

habet cocfficicntcm unitatem , multiplicatur per s» — 1: tertius, qui nuhc 
y% 1 

habet coefficientem , multiplicatur per n — t, 8c coefticicntem 

habet — *;&c. Hi autem furtt coefficientes poteftatis (xh-*)" - ' j 

qux debet habere n terminos, quot relinquit , poft multiplicationem , po- 
te (1 as 
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teftas (x »)” ; hxc enim habebat »•+• i terminos, quorum ultimus cx- 
punftus cft. Ergo &c. 

1 36. Quanquam (x+u)” 1 contineat n 1 Faftores squales, tamen, 

ut habeatur aequatio vera & completa, fumi debet ejus multiplex »(x-t-**~ l . 

Sunt enim in (x -+- *»)” Fa&ores squales numero «, quWum quisque, or* 
dine , poteft auferri per divifionem. Erunt ergo omnino n quotientes di- 
verfi. 

157. Ut lux affundatur huic aflcrto , ponamus xquationis ordinis n Fa&o- 
res cfle 

X+b X + fj XJ^d\ X-4-f* &c. 


ad numerum »; & xquationem ex his conflatam efle Q. Si hxc dividi- 
tur per fingulos ordine Fadtores, manebit poft lingulas diviflones 


a 

x -4- a 


_q 


Q, a. 


&c. 


& quotientes erunt numero ». Nunc denotet x -+- m ambigue Ungulos 
divilores hujus quotientis , vel fingulos Factores sequationis habebitur 


x-i-m x+- m x^-m x-\ -m 


»Q 

ad numerum n. Sed omnes exprimi debent. Fiet ergo — Exprimat 

nunc x +- m unum e Fa&oribus squalibus, & patebit propoli tum. 

I$8 Ex obfervatis N". 127. pug. 114. hujus, poteft intclligi quod fi 
eflet 

“7 -f ay 4-by +- cy 


... +- py' -t- qy' 4 - rj +- s 53 Q; 


Aquatio , qux ex n radicibus squalibus ipfius 

ay +-ly +- cy 1 ... +- py' +- qy +- ry +- s) s Q. 
unam adimit, cft 


ny +- (m — 1 )ay m ~ 1 4 - (m — =3 «Q^ -1 

Idem deduci poteft ex N*. 114. pag. 1*1. 112. hujus. 

Sed rem demonftrarc non pigebit. 

139. Sint xquationis Q, Fadtorcs 

7 »m. II. R 3 -+ 


/ 
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y 4- «; y 4- Ii i j ’ 4- y t j+~ & c * 

ad numerum m\ vel fit 

Q^=j f -f- ay m ~' +- by m ~ X ... 4-py' 4- jj' 4- ry 4 - 1 =S 
^ 74 -*) (y+- 3 ) ( 74 - y) (y ■ t- J). &c. 
quxritur quomodo exprimenda fit per Q aequatio ambigue repra-fentan* 

‘(7-«-l3)"(f4->-)*Cri-/)"8cc.| (74-«)VH0) B ~Vj4-y)>r4-jA5cc.> 

(74-«)fy4-/9)"( - 74-y) B ^Vj^+-J)*& c -i 1>8cc » 

&c. 

Jam quantitas 


4 - (• — OV -1 +- (*— «i/"” 5 ... 4- «r ■*“ *f r ■*- r 

ea eft qux oritur ex tequatione Q.transformaia ut N". IJ7- pag.\pra?cedc»- 

tc , atque ideo exponit ambigue .... ... 


_ 2 ,. _a ,_a., _2., 

y*-#’ y-\- & y+-> f 4-,* 


&c. 


Eft autem 


— ^ =3 0» 4-/3; (y 4— y) (jf4- /) &c.} & 

Q* 1 =3 (j +-•)" ‘ (JT4-.A* ' (JN-y)" * (7 4- J)" ' fcc. 

Quapropter 


. — Ss. . Q" r 32 (>4-»)" (j 4- Ai (/4— y)' (y4-J; &c. 
jr-4- * 

Continet igitur * t Fa&ores aequales ipG y 4- *. Sed ea ut comple- 

ta habeatur, multiplicari debet per u. (N°. iji. hujus). Ergo &c. 

Eft autem — 3=- dimenfionum m — r, & Q? 1 dimenfionum rr.n — *», 

J 4 - * 

quare quantitas inventa eft dinienfionuni tnn ■ — i, ut debebat. 

Sit, ut exemplum demus, 

Q^=; *» ii*‘4- }i* 11 a 9 
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&, elevando ad fecundam poteftatem, 

Q.* “** — zix’ 4 — 1 8 3 "* — 714*’-+- 1413*' — 130**4-441 =3 0 
Haec multiplicata per exponentes, 8c divifa per *, fit 

<S.v* t jo 4 4-73:* 1 1171*’ +- 184/1* 1 301 — 0 rx 

1(3** 21*4-31) (* 5 11**4- 31* it ) 

Ubi sequatio limitum propofitx eft Faftor unus 
3*’ n* 4 - 31. 

140. Si exponens ipfius Q_eft fraftus, vclut — ^ ^ , dico aquationem , 

qux continet numerum Fa&orum aqualium unitate minorem quam ante, 

conflare ex aquatione limitum ipfius Q_dufta in exponentem fra&um — , 

ft-i—K 

& in ipfius Q.potcftatem unitate minorem quam ante, cujus nempe expo» 
n. n r 

nens eft — 1 =3 . 1 

» 4 - r » 4 - r 

Nam, quia exponens ipfius Q eft — — , ponitur oonftare e nume- 

n 4— r 

ro*4-r Fattorum aqualium, qui eam reftituunt inter fe multiplicati, 
vel quorum unus evc&u* ad poteftatem n 4- r conficit ipfam Q^. Sit ergo 


«#+- r , . ,»4-r , ,.«4-r , , ..»4— r , 

Q_ =3 (7 4 - a) fjT 4-/3) iy+-y) &c. 

quaritur quomodo perQ_& ejus potcftates exponi debeat 
r n n 

C r +- •)* + ~ r (y+- r=f r (7 +- yf r &c. 

Jam eft 

(y+-*) (y+-&) (y+-y) &c., & = (/4-0) ( 74 - 7 ) (y4~J)8cc. 

T “t X 

atque 

r r r r r 


qT 4 " = (j+- •) rt ‘” <r+-» r4 '” (Ari' 4- ” <i*- 

. R 1 Qua- 


» 
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Quare 


r 

-Q-, o ~ r+ - n — (»+-«) 
/+-• 


i— 1- , ' 

r-K» (^4.(3) '+-» ^-"Scc. 


Eft autem i — f— = — ~ ~T . T~~ = Q- Uarc P* tet P ro P°' 

fitum , quod pertinet ad ipfas quantitates. « 

Quod fpe&at ad cocfficientem, toties repeti debet quantitas inventa,. 

n 

. „ .n+-r » 

quoties divifor y +- * continetur in *) j continetur autem . 

n 

quia 7-+- a eft .. ma poteftas ipfius (7+-«) . Ergo &c. 

Exemplum dabimus rationale fub forma irrationali, ut melius veritas 
theorematis difpiciatur. Eft 

(x 1 _ jx+- z) J =3 — p* 5 -i- 53** — d3* 3 +- 6 tx x — 36*+- 8 =3 a s 3 Q. 

quapropter 

~ • 

z 

Q.* =s (X* — 3* +-*)V 
Hujus aequatio radicum aequalium eft 

Z (ix 3) C* 1 3*-*-*) ~ 4 X ’ i8**+-z6* — tz 

fed fecundum regulam hujus numeri, aequatio radicum xqualium ipfius 
Z 


a* , ^ 


i . (<J*5 — 4}-x 4 4- 131*’ — i8p*‘+- 131* 3<S) Q. ? 

J 




Et Q/ 


1 

Q_ 1 a x* 3* 4 - z ; per quam (I dividatur prae- 

cedens, invenietur xquatio radicum xqualium, qualis cflie debet. 

141. Tandem quando xquatio propofita frafta eft, qualem reprxfentat 

5-, ejus xquatio radicum xqualium eft exccflus, quo faftum e denomina- 
tote 
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rore R in xquationem radicum xqualium numeratoris fuperat fa&um 
viciflim e denominatoris R xquatione radicum xqualium in numeratorem 
Q_, divifus per denominatoris quadratum. 

Nam ponamus 2 *=: S, xquatio radicum xqualium fra&ionis propofi- 

tx erit xqualis fimili xquationi ipfius S. Eft autem Q. ss RS> & xqua- 
tio radicum xqualium ipfius Q_eft fafrum cx R in xquationem radicum 
«qualium S, una cura fadto ex xquatione radicum xqualium R in S (N°. 

117. pag. 124. hujus). Ergo utrinquc auferendo pofterius fa&um , ex- 
cefliis, quo xquatio radicum xqualium ipfius Q_ fuperat faftum ex S in 
xquationem radicum xqualium R, xqualis eft facio ex R in xquatio- 
nem radicum xqualium ipfius S> ac multiplicando per R, exceflus quo 
fa&um cx R in xquationem radicum xqualium ipfius Q;, fuperat fa&um 
cx RS , vel cx Q_, in xquationem radicum xqualium ipfius R, xqualis 
eft quadrato ipfius R multiplicato per xquationem radicum xqualium ipfius 
S, ac dividendo per quadratum R* &c. 

141. Si quxritur xquatio, qux contineat » 2. Fa&ores xquales, 

xquatio qux ccntinet n — t Fa&ores xquales tra&anda eft fecundum me- 
thodos jam traditas, & fic pergendum eft donec unus fuperfit Fa&or 
xqualis. 

241. Quare fi xquatio fit integra & rationalis ordinis », Sc ea habeat rat 
dices xquales numero g, ut una fuperfit radix xqualis, ilatim multiplicari 
poteft per numerum 9— 1 fcricrum arithmeticarum inter fc du&arum in- 
fingulis terminis vel columnis. . 

»> h— 1} n 1 — 2 } n- 3} »—4 ... 4; j } 2} ij a 

» — 1» » — i-, n—i ■, n — 4j » — f ... Ji ti i; o 

w — 2.j »— J> » — 4} »— fi n — 6 ... 2} tj o 

• &c. 

145. Hic redit obfervatio N''. np. pag. 120. hujus* nempe fi tres» 
fint radices xquales, evanefeet tertius ab ultimo terminus transformatx *. 
etiam quartus fi quatitor} &c. Cum autem hi termini deducantur quilibet 
e prxcedcntc, multiplicando fingulos prxcedcntis terminos per terminos 
feriei arithmcticx divifos per eundem diviforem (N°. tp pag. 6t. hujus )* 

& pro his terminis affumi poifint termini alterius feriei arithmcticx (N’. 

110. pag. 11 4. iif. hujus), atque ideo multiplicis, hinc optime confir- 
matur Numerus prxccdens. 

Regulam hanc primus tradidit HUDDENIUS inepiftolall. ad SCHO- 
TENIUM, qux eft in CARTESII Geometria Scc. latine edita Amfieio- 
dami ex Typographia Blaviana anno 1 < 58 3 . pag. foj. Audior acutillimus 
eam traducit ad maxima 8c minima, (quod & nos ilatim fa&uri fumus,)} 
aptat ad xquationes fra&as, & ad eas, qux plures incognitas complc&un- 
tur. Eandem demonftravit HUGENlUS (Oper. var. vol. 1. pag. 4po. 
edit. Lugd. Batav. apud Janfouius van der Aa 172.4). 

R 3 . ‘ 44 * 


Digitized by Google 


COMMENTARIUS 


r. tJ4 

144. Uterque pro fra&ionibus hanc tradit regulam. Quantitates co- 
gnitx, fi qux adfint, deleantur, praeter eas qux funt in iradtioois deno- 
minatore. Quantitates reliqua: , u non habent eundem denominatorem , 
eo reducantur. Singuli termini numeratorem conftitucntes ducantur in fin- 
gulos terminos denominaroris , Sc produ&a fingula multipla fumantur fe- 
cundum numerum, quo exponens incognita in termino numeratoris dif- 
fert ab exponente ejusdem m termino aenominatoris. Signa ponantur ex 
lege multiplicationis, quoties exponens numeratoris major eft exponente 
denorainatoris > quando fecus, figna contraria. Hanc regulam recidere in 
illam , quam attulimus, facile parebit. 

I4f. Si in aequatione, cujus radices pofitivae funt caedem qua: N° 7i. 
hujuslpag. io <5 , (nempe expreflse litteris grxeis, 8c crefcentcs ab ultima 
«, primam verfus,) ordine, fubllituatur pro incognita quantitas a , major 
quam «■, Sc omnes praecedentes , ultimam verfus, fed minor quam (, & 
omnes fequentes primam verfus fa&um quod hinc orietur, conllabit c 
differentiis 

a—u j 4 — ttj 4 — % •, a — Q ... 4 — rj 4 — (i a — it-, Scc. 

(N°. j>t. hujus , pag. m)} quarum a » Sc omnes qu® prxcedunt ad 

finiftram, funt pofitivae, quia e majore a demuntur minores « } 4} &cs 
fed a — a — x-, 8c rcliqux fequentes ad dextram, funt negativae, fiqui- 
dem a minore a auferuntur majores it-, Scc.. 

1 4(5. Quia hic tantum quxro fa&i quantitatem, non fignum , (quando- 
quidem agitur de fubftitutionc quantitatum qu® funt inter duas proximas 
radices, & fafta oriunda ex his fubflitutionibus habent idem fignum, Sc 
quantitate comparanda funt) aflumam, pro negativis defeftibus, exccflus 
pofitivos f — a it — a, qui defedfibus xquales funt, fed oppofiti. 

147. Quo magis crcfcit 4 , eo magis crefcunt prim® quantitates 

4 — u •, a — 4 » 4 — a — t) ... 4 r 

Sc eo magis dccrefcunt ali® ili® 
f — a-, it — a\ t — 4; Scc. 

Crcfcit igitur fnShim e primis, Sc decrefcit faftum ex aliis. Quare fadlum 
ex omnibus inde crcfcit, hinc decrefci^. 

148. Tamen h®c fa&a crefcunt ad certum finem ufquc, deinde dccre- 
fcunt. 

Quoniam enim pofuimus 4 — c ultimam quantitatum pofitivarum, etiam 

prxcedens 4 — r pofitiva eft ; Sc minimum 4 1 = 1 ; ac a =: r 4- 1 j 

quia fubftituuntur numeri integri. Quapi opter in prima fubllitutione Fa- 
ftores pofitivi erunt 

T 4- I — » } T-4-I— 4-} t+I- %} T + l- ^ ... I. 

Sc 
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& Fa&orcs negativi, fignis mutatis, atque ideo Fr.cti pofitivi, 

f—r — 1} It — T — Ii 0 — r— 1} £ — t — 1} »_T— !; jx_ T — 1} & c . 

Sed, quia fubftituuntur, ordine, numeri naturales, erunt in fecunda 
fubftitutione Fa&orcs pofitivi 

T-f-i— "i T-+.1 — 4<} T-4-1— X> T-+-Z— <p .... z 

& Fa&ores negativi, pariter fignis mutatis, 

f— T — f, TT — T—li O-T-li £ — T — 1} » — T— Z } (i, — T — 2j &C. 

Singuli Fa&ores pofitivi prima: fubflitutionis, minores funt qu.tm fingu- 
li Faftores pofitivi refpondcntcs fecunda: fubftitutionis. Ergo ' ha&cnus 
fafbum e primis minus eft quam faCtum e fecundis, ut jatn ebfcrvatum eft 
N°. prseccdente. Prxtcrca eft 

(t-+-Z — 40 = (v-M — *)(t-S-I— 4-)-+- t Ct-4- I — «) -4- 1 (m-I— 4-)-+- I £3 

• AB + A + B-t- i 

, ponendo +t + i-« m: A ; Se t 1 — 4 x; B. 

Eodem pa&o , fa&um e tribus 

(AB-+-A-+-B-+-I) (r-ht—%) — (AB-hA-*-B) (t-*- i— *) i (AB-hA-4-B) ■+• 

i (t -4- i — x) -i- i =; CD +C+D+I 
ponendo AB-+- A -r-B s Cj & r-+- ~ D 

149. Ergo quando faftum ex omnibus Fnftoribus pofitivis primx fub- 
ftitutionis exponitur per MN; fa&um e Factoribus omnibus pofitivis fe- 
cundx fubftitutionis exponendum erit per 

MN+M+N + t, 

ipo. Eodem pafto probabitur, quod quando fa£him ex omnibus Fa&o- 
ribus, qui erant negativi & fa&i ltint pofitivi mutatione fignorum, pri- 
mae fubftitutionis , exponitur per fa&ura refpondet^ e FaCtoxtbus 4 c- 

cundae fubftitutionis, exponendum eft per * 

PQ.-P-Q.-l-l. 

Hoc autem faftum pofitivum eft , quia oritur e Faftoribus pofitivis. 
Sed majus eft quam unitas } nam hxc theoremata excludunt radices imagi- 
narias, 6c fi f — t eflet quantitas minor quam unitas, effet { — t — i quantitas 
negativa>8c fi {-.t a i, eflee f — r soj neutrum fieri poteft innoltro caftu 

Cum 


' 

t 
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Cum ergo fit ? — t - i major uniute , Se w — v - i major quam < — t — i, 
&c; fcu plures fint hujusmodi Fadtores, feu fit unus , femper erit 
PQ^ p Q_-t- i major unitate, quare 8c 

i (MN+M+ N + i) (PQ,— 'P-Q.-4- 0 major quam MNPQ_ 

ij-i. Crefeunt ergo fa&a a primo ad fecundum. Nunc demonftrandunt 
ea pariter crefcere ab ultimo ad penultimum. Quod efl facilius. Cum ' 

enim debeat efle a ? quantitas negativa, minimum, erip a — i 

& a — j i. Tunc ergo ultima fubftitutionis Factoses pofitivi erunt 

f — I — i {— I— 4-i f — I— Xi tf — J — <5 » ( — !-»: Scc ... (-e-i 

& negativi , fignis mutatis , ut fupra 

ii ir — g-t- 1 i 1 i i— t-t-i i r-i-4-t i fx-t+ji Se c. 

Sed in pcnultima fubftitutione, Fa£torcs pofitivi 

i-Z — «*> { — ( — z — Xi t — z — ? — *—♦> & c ••• (~r—z 

ac negativi, fignis mutatis 

i} It {-»-1} • «-*- 1 * l f-t-i» » ( + *■> f* — ?-*-*• 

& ponendo, ut fupra, fafta ex ultimis MN ac PQ_, fa&a c penultimis 

erunt MN M N -4- i ac PQ.-4-P-4-Q.-+- t. Et quia f — <r z 

debet efle quantitas pofitiva, erit f t i major unitate, unde fa&um 

e penultimis majus la&o ex ultimis. . 

ifz. Cum ergo fafta crefcant, tum incipiendo a primo ultimum verfus, 
tum incipiendo ab ultimo primum verfus , conflat eadem, incipiendo a pri- 
mo crefcere ad certum finem ufque , Si deinde decrcfccrc. Efl ergo 
faltem unum facium omnium maximum. 

if$. Exponat littera y, fa&a quae oriuntur e fingulis fubftitutionibus. 
Erit ergo 

*”+ Ax* r -f.Bx + Cx ^ .... +Px* + Qx’ + Rx + S — J 
1 vel 

xVAx-^Bx^+C*- 3 .... ■+■ P-v } -t- Qx« Rx ss o 

Nunc, aut plures funt ipfius^ valores maximi, atque ideo squales* aut 
unus cft maximus. 

Si plures fint maximi, habebit squatio plures radices squales. Si unus 
efl maximus, duo erunt valores squales hinc m.'c a maximo* nam, etiamfi 
per numerorum naturalium fubilnuuoncm fa&a crcfcant per faltum , reipla 

crefeunt 
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erefcunt fluxu continuo. Si enim pro ij i\ &cj ponerentur numeri i- 
| * 
i— vel i, f} 2,&c., medium inveniretur inter duo oriunda ex i 8c 

ex z: fi ij i-i vel I,if> vel i,fo } ii vel i, 7ri z t tria media 

invenirentur j & fi numeri i , & i exponerentur lineis, qux crefcunr fluxu 
continuo, innumerabilia. Quoniam autem eodem patto dccrefcunt facta 
quo creverant, oportet ut duo fint hinc inde xqualia. 

If4. Sumatur igitur xquatio, qux propofitx til radicum xqualium, Sc 
habebitur numerus radicum xqualium unitate minutus. Hxc ergo conti- 
nebit maximum valorem. At hxc xquatio eft ipfa xquatio limitum quia 
bic ultimus terminus eftj — /, qui evanefeit dum multiplicatur pero. 

Ergo xquatio limitum continet maxima fa&a. r 

ln exemplum afliimamus xquationem 

x* f 7 x ‘-*-S> Jd.v 5780 =3 o 

cujus radices funt <S } zij 30. Ex regula habetur 

i x% — 1 i4*-4-P3<S sos x ' — 38* -4- 311 

cujus radices funt iz, & z 6 . Ponendo x — 11 , propofitx fa&um fic fa- 
cile invenitur 

X i f7 x* a (x 57)x- =s (11 f 7 )x* =3 4 pf\ 

Et 

** J 7 X * •+• S>l* x 53 tfx> + <,i 6 x =3 ( — 4fx^.p3tf)x =5 

{ f40-t-P3«)x 33 -*-J 9Cx =3 473-2 

unde auferendo 3780, manet faftunn-p 7 2 
fed ponendo x =3 1 1 , habetur 
** — J7 X ‘ « (x — J7)x* =s (11 — f 7 )x* =3 — 

Item 

^tfx^pjtfx =3( — 4tf*-t-P3<S)x sa( — fms^sjx^ox =3473*, * 

unde auferendo 37®® > noanet faftum 4— pjo priore minus 
Item ponendo x =3 1 3 , eft 

xi — 57X* =3 (-4-13 — j7)x* =3 44 -v* j 

Ttftr. II. S «c 

i 
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-6x =:( — 44 x-hS>f6?x =3 ( — f7i-+-p}6}x 33 -»- 364* =34732, 


unde auferendo 3780, manet fa&um pf2, item priore minus. 

Vix autem differunt duo fa£ta pfo, & pfi} unde conflat quod vel pau- 
lifper augendo 1 1, vel minuendo 13, magis accederetur ad xqualiutcm. 
Ponatur nunc r = io, habebitur 

x J f7 x 1 ~ (10 — 77)** a 47* 1 

& 

— 47 x*h-p 3 <sx =3 ( — 47 *-»-p 3 <s)x 33 ( — 470+ P3d)x —45^3 
unde auferendo 3780, manet fa&um adhuc minus 8So 


Tandem ponatur x =3 14, erit 

x’ 77** =3 (14 — 77)** =3 — 43*‘> & — =3 

( 601-+- p}6)x 33 3 34X 33 4676 

f 

unde auferendo 3780, manet fa&um 8p<5, item minus. 

Tgitur tum augendo, tum minuendo numeros fubftitutos, fa&a minuun- 
tur. Prxterca faftorum refpondentium differentiae augentur, quandoqui- 
dem duorum maximo proximorum differentia cfl t; 8c remotiorum diffe- 
rentia cll i<5. Siquis autem poneret p Se if differentiam fa&orum inve- 
niret 74.. 

174. Vera quantftas media inter duas cfl earum fumma dimidiata. Hinc 
llatim recideremus in duas radices xquales, nam inter « & 4- media cfl 

" j qux fubflituta dat unam differentiam u 33 — — “ , & 


aliam 


+~ 'J' ^ __ « — 4 


qux funt xquales, quamvis oppofitx. Sed 

lix dux radices, inter quas quxritur media, non funt xquales } atque ideo 
propofita non habet radices xquales. Ergo ea , qux fecundum regulam 
deducitur e propofita, continere non notelt unam e duabus radicibus xqua- 
libus, qux non funt. Si vero vellemus ut edufta habeat duas radices 
xquales, hxc multiplicari deberet per progreflionem arithmeticam, & ad- 
duceret ad fecundam xquationem limitum 

177. In exemplo N». 173. attigi rationem fubflituendi numerum datum 
in xquationc propofita. Hxc ratio rem reddit facillimam, liberat a pote- 
llatum formatione, Se aliquot multiplicationes tantum poflulat. Ideo fu- 
fius explicanda videtur, cum nemini quod fciatn, venerit in mentem, quod 
miror. 

• •"Huc 
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Huc tota res recidi*, ut in uham fummam cogantur duo termini pro- 
ximi} ftatim primus 3 t fecundus } deinde horum fumma & tertius, atque 
ita porro. 

Sit aequatio generalis, ordinis », confueta, & in ea pro x poni de- 
beat 4. Jncip o a duobus terminis altiflimis. Cum (it 

» 

n A n — i n — i . , * n — r , A x 

x -4- Ax re x (x-4-A) re x (u + A)j 

pono <* pro a-t- A. Igitur fumma duorum priorum terminorum elt »x ”~~ '» 
huic adjungatur tertius, eritque 

«x” -1 -4- Bx” _1 =5 x” -1 («x -4-B) re x B_1 (*a -h B) » 

fit «4 -4- B re /3 5 fumma trium priorum terminorum fiet Sx" 1 } &, ad- 
dendo quartum terminum, fiet 

ex*- 1 -4- Cx"~ 3 =5 x— 3 (0X -t-C) re x" -3 (lea + C) } 

ponatur lia -4- C re y ; crtit yx" - 3 fumma quatuor priorum terminorum 3 
& fic de reliquis. , 

if< 5 . Si nulli deficiant in aequatione termini, una erit multiplicatio, Se 
una additio vel fubdu&io (pro fgnis coefficientium) in conjur.clione duo- 
rum terminorum continuorum, peficiet additio vel fubduttio , fi qui de- 
ficiunt termini in aequatione. -Primus , ex. gr. terminus poft Cx" 3 , fit 
Gx"~ 7 . Summa haftenus inventa, erat yx" 3 . Eli ergo 

yx 3 -+- Dx*— 4 =5 x"~ 4 (yx -4- D) er x" - 4 (yx -4- o) rC x" - 4 yazz tx*~~ 4 

Item 

rfx"— 4 -4- Ex"— J re x^ (<fx -4- E) re x*“ s (<fx-4-o) rex" - s ia eerx" - J 

Pariter 

«x" - 5 -4- Fx" - 6 re x"— 6 (tx-f-F) rr x" - 6 («x-4-0) re x* - 5 «4 r: <(x H ~* 

Denique 

fx" - ' 5 -t-Gx"— 7 re x"“ 7 (fx-4-G) re x"~ 7 ((a -4- G) re x"~ •> > &c. ‘ 

Tamen, qaando res facilior videbitur, omitti poliunt termini nulli, hoc 
pafto 

yx"~ 3 -4- Gx" - 7 =5 x* -7 (yx 4 -+• G) re x" - 7 (ya< -4- G) re &c. 

S t if 7 * 
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Ufl 

if 7 . Hinc demonftrari poteft in genere theorertia , quod tradi folet. 
JEq ustionis traximus coe fictius negativus, unitate auflus, fuperat maximam prt- 
pofiu r uiicem pefitivam. 

Sit xquatio, cujus omnes termini negativi, prxtcr primum 

x Ax" - * Bx" -1 Cx* - 3 Hx" -r .... S s o 


& fit H maximus coefficientiura negativorum. Fiat 
x s r + H+i 

dico transformatam habere omnes coefficicntes pofitivos; atque ideo (per> 
N a * Jf.p < 54 . hujus,) efle H+t majorem quavis radice pofitiva propofitx, , 
Nam, quia H major eft quam Aj B> C; D ... Sj ponatur 

— A zz — H-+-*}— B K — H-«- 3 j — C =3 — H-t-y .. — S =3. — H-4>c- 


Fiet ergo propofita 


— H 


— H 


*- x*" 1 x»- 1 xf-5 .... Hx”~ r ... -H a •- 


— H 

-4-*5 -4-3 -+-y <r 

Nunc aflumatur exponens s, & pro x ponendo H t } habebitur 


(H*+,t/ -h (/3— H)(H-m) ,— 3 ^-&c.' 

Hujus fumrna invenietur pofitiva per regulam N*. prxccdentis. Eft enim 

(H-rl)‘ -4-(«— =3 1 =! (i-t-a)(H-4-i) t * 

fumma duorum priorum terminorum. Sed 




— H) (H - 4 - 1 )*~* =(«H-4-«-4-3-4-0(H-+- i )' -1 

Et fumma trium priorum terminorum eft pofitivaj atque, pergendo, to- 
ta invenietur pofitiva 

if8. Quare, fi omnes termini, poft primum, negativi funt , primus- 
major eft quam fumma reliquorum ■, & fortius fi inter cos aliqui fint poft- 
tivi, qui vel primum pofitivum augent , vel reliquos negativos minuunt. 

ifjj. Ergo fi tum primus, tum fumma reliquorum multiplicetur per eun- 
dem numerum p j erit fa&um e primo termino in p majus quam fa&um e 
fumma reliquorum pariter in p ; & fortius fi primus terminus ducatur in pj 
fumma reliquorum in numerum minorem p — q-, atque adhuc fortius, fi 
primus terminus ducatur inp} fecundus in p — gj tertius in p — lg, &c 

fic 
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fic fcnsper minuendo numerum multiplicantem. 

ido. Hinc & ex N" id...tp> pag. 6 1. 6i. hujus, conflat transfonnatx 
coefficientes omnes efle pofitivos , & demonftratum eft theorema propofi- 
tum. Quando quidem primo?, ponendo s = », habebitur ultimus transfor- 
matae terminus, pofitivus per N<"» ifj. Ponendo s s » 1 habebitur 

cocfficiens pcnultimi, cujus fingull termini ducendi fuut iu fingulos termi- 
nos progreflionis. arithmetica:. 

.% 

»} n. 1} n 1) n Jj » 4; » fj &c. 

& erit pofitivus per per quem etiam inveniuntur pofitivi reliqui 

facile determinandi. Secundo, cum hxc vera fint de aequatione , cujus om- 
nes termini funt negativi, prxtcr primum, fortius vera erunt dc propo- 
fita, in qua funt alii termini pofitivi. Tunc autem propofita habet plurcs 
radices pofitivas, & maximus negativus cocfficiens, au&us unitate, fupe- 
rat earum maximam. Raro quidem fatis prope accedit hic limes ■, tamen 
utilis cffifpoteflf. 

tdi. Ex didis conftat nullos efie limites radicum imaginariarum Si- 
quidem limites, major & minor, fubftituti in xquatione dant futta alter- 
ne pofitiva 8c negativa (N°. Sf.. pag. 108. hujus) > 5 c nulla eft quantitas, 
quae fubftituta in xquatione, cujus radices omnes funt imaginariae, dat 
fa&um negativum, Nf 1 14...1 iC. pag. 118. hujus.)} fortius nulla quae 
dat fadtum nihilo xquale } nam illud femper eft pofitivum. 

tdl. Si dux radices flint xquales, nulla eft quantitas inter eas media, 
nempe minor quam una & major quam altera. Tunc autem xquatio limi- 
tum continet unam c duabus radicibus xqualibus, (N" 1 ip. 122. pag. 
110. hujus») eadem unam radicem habet nihilo xqualcm ( N°. tof. 
pag. 114. hujus.) Ergo radicum xqualium limes eft vcls», vel una e ra-»- 
djcibus xqualibus. Hinc 

16$. Quando tot inveniuntur limitum paria, quot funt radices xquatio- 
nis pfopofitx, nec e eft limitum unus , xquatio habet cranes radices reales- 
& inxquales. 

164. Siquas radices xquales habet aliqua ex xquationiblis limitum, etiam 
propofita habet radices xquales} & harum numerus- facile determinatur. 
Propofita fit ordinis», & xquatio limirum fit w.ma, vel ordinis» — «, 
quoniam xquatio limitum unitate depreflior eft quam praecedens-, Sc prima 
unitate depreflior quam propofita. Nunc xquatio limitum w..ma habeat 
radicum xqualium numerum numerus radicum xqualium. in propofita 
erit m p, quia unam aufert quxvis xquatio limitum. 

1 6f. Quapropter fiqua c radicibus alicujus xquationis limitum fubfli- 
tuta in propofita, eam reddit nihilo xqualcm, propofita habet aliquot ra- 
dices xquales. Et fi plures radices inxquales alicujus xquationis limi- 
tum fubftitutx in propofita, eam reddant nihilo xqualcm, plures funt in 
propofita feries radicum xqualium inter fe» ita tamen ut una e radicibu; 
xqualibus unius ferici , inxqualis fit uni e radicibus xqualibus alterius 
feriei. 

S $ 


Digitized by Google 


C 0 M M E NT A R IU S 


« 4 * 

1 55. Si xquatio limitum habet radices imaginarias, etiam propofita ha- 
bet radices imaginarias. Nam fi propofita haberet omnes radices rcalcs, 
ex fubrtitutx in xquationc limitum, darent fa&a alterne pofitiva & nega- 
tiva (N". io$. pag. ii$. hujus i) quod eft contra N**» 114... nd. pag. 
xi 8. hujus. 

157. Sed fi xquatio limitum nullas habet radices imaginarias , noft 
ideo confici poteft nullas cfle imaginarias in propofita. Nam in xquatione 
rationali , duae radices imaginari* neceflario conficiunt xquationem qua- 
draticam rationalem (N<‘ 4f. 47. Sc 48. pag. 19. Scio, hujus), quae ideo 
habet radices imaginarias, quia terminus ultimus Sc pofitivus eft Sc major 
quadrato dimidiati coeflicicntis pro fecundo termino. Faftum ex his om- 
nibus invenitur in ultimo propofitx termino, quem delet multiplicatio 
per exponentem. Igitur fieri poteft ut quantitas , qua: radices reddebat 
imaginarias, minuta fit, ita ut radices fiant reales. 

i<S8 iEquatio limitum ftatim eft ejusdem ordinis ac propofita} Sc,cum 
dividi poflit per x s o, una radix imaginaria ftatim forte ablata elt. Ergo 
tunc Sc alia , qux eam femper comitatur. 

1 69. Si propofita eft ordinis paris, ejus prima «quatio limitum, ut Sc 
tertia, quinta, Scc., eft ordinis imparis} 8c habet faltem unam radicem 
realem (N°. ff. pag. 11. hujus }) ergo qusvis xquatio limitum auferre poteft 
duas radices imaginarias. Quare nunc, fi dux tantum funt imaginari* in 
propofita, ipfa prima limitum xquatio} fi quatuor tertia , quinta fi fcx , & 
rcliqux fcquentes nullam habere poterunt radicem imaginariam, a quibus 
tamen immunis non eft propofita. 

170. Si propofita eft ordinis imparis, ejus prima xquatio limitum ha- 
bere poteft tot imaginarias radices, quot propofita} fed fecunda xquatio 
Jimitum erit impar, Sc redibunt obfervata in N°. prxcedente. 


CA- 
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jEquatlonum Redu&io fer T) Ivi for es fur dos. 

I. TT a&cnus redu&ionem xquationum tradidi qui rationales divifore* 
XX admittunt. Sed antequam aequationem quatuor, fex, aut plu- 
rium dimenfionum irreducibilcm efle concludere poflumus , tentandum erit 
etiam annon per furdum aliquem diviforem reduci queat} vel quod perin- 
de eft, tentandum erit annon xquatio ita in duas xquales partes dividi 
poflit ut ex utrique radix extrahatur. Id autem fiet per fequentem me- 
thodum. 

II. Difpone aquationem fecundum dimenfiones litera alicuius, ita ut omnes ejus 
termini fub fignis fuis conjunEiim aquales fint nihilo, (fi terminus altiffimus affir- 
mativo figno afficiatur. Deinde fi aquatio quadratica fit ( nam (fi hunc cafum oh 
rei analogiam adjicere lubet) aufer utrobique terminum infimum , (fi adde quartam 
partem quadrati cognita quantitatis termini medii. 

Ut fi iquatio fitwc — ax —b za o , aufer utrobique b Sc adde — aa, 

ic emerget * 

» , t - 

xx — ax -+- — aa za b -4- — aa, 

4 4 

(fi , ex/ralla utrobique radice, fiet 

a = +7 dib-v- — aa), fi ve x “ — a +7 d(.b-i- aa). 

'■ - z 4 z 4 

III. £>ucd fi aquatio fit quatuor dimenfionum , fit ca 

x<-+-px'-i-qxx-t-rx-i- s — o, 

ubi p, q, r, 5 l s , denotant cognitas quantitates terminorum aquationis fanis oro- 
priis adfehas. Fac - < 

. • • f-* 1 

1 1 

9 ~PP = “i r ap — /3. 

4 1 

S — • aa ZZ <?. 

4 

Dcin pone pro n communem aliquem terminorum (b (fi diviforem integrum , (fi 
non quadratum , qui (fi impar effie debet (fi per 4 divifus unitatem relinquere , fi 
terminorum p (fi r alteruter fit impar. Pone etiam pro k diviforem aiiquem quan- 

tita- 
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g 

titatis — fi p fit par > vel imparis divi foris dimidium fi p fit impar j vel stibii, fi 
n 

dividuum $ fit nihil. Aufer quotum de ~pk, (fi reliqui dimidium dic l. Dei n 

pro Qpont (fi tenta fi n dividat QQ J, (fi quoti radix fit rationa- 

F.s (fi ecqualis l. Si hoc contigerit ad utramque partem aquationis adde 

nkkxx Xriklx -+- nll , 

(fi radicem extrahes utrobique , prodeunto 
u 

I _ 2 . , 

xx — px 35 n in kx -+- /. 

Exempli gratia , proponatur aequatio 

X 4 -t-IZX 17 =3 O, 

& quiap & q hic defunt, & r eft 12, Sc s eft 17, fubftitutis hifce nu- 
meris fiet * 33 o, (3 33 iz , Sc f 33 17, & ipforum $ & feu iz 

3 

Sc 31 communis di vilbr unicus, nimirum z, erit». Porro -• eft 5, 

& ejus divifores 1, z, 3, Sc 6 fucccffive tentandi funt pro k, Sc — 3 , - , 

1 ^ ^ 

— 1, — pro 7 refpe&ivc. Eft autem id eft kk xquale Q. 

Eft & id eft a 7. Ubi numeri pares z Sc 6 

n 2 . 

feribuntur pro k , Q_fit 4 Sc 36, Sc QQ^ r numerus erit impar adeoque 

dividi non poteft per n feu z. Quare numeri illi z Sc 6 rejiciendi funt. 
Ubi vero 1 Sc 3 feribuntur pro k., Qfit 1 Sc p, 8c QQ — s fit 18 Sc p 8, 

3 ui numeri dividi poliunt per », Sc quotorum radices extrahi. Sunt enim 

“3 Sc £"7 : quarum tamen fola 3 congruit cum 7. Pono itaque k s r, 

T sa 3, Sc Q_=3 i , Sc quantitatem 

nkkxx -»- inklx id eft zxx 1 ix -f- 1 8 , 

addo ad utramque partem sequationis , Sc prodit 

X 4 -4-ZXX-t-I =3 zxx — IZX-t-l8, 

Sc extra&a utrobique radice» * 

xx-*- 1 =3 x7z — 3^z. 

Quod 


j 

1 
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Quod fi radicis extra&ionem effugere malueris , pone 

xv-+- ~px-4-Q^=3 Vn(kx +1) , 

& invenietur ut ante * 

xx -+- 1 a ±7 \’i (x — 3). 

Et ex hac xquatione fi radices iterum extrahas proveniet 
X £3 ±T ■j- /i ±T /( — ? b. e. fecundum fignorum variationes , 

* ~ 7V1+ ^(3 ✓z — 7), & x =3 7/z — /(3/z — L ) 

z 1 z t 

Item 

x =3 7/1-4- — 3/1 — 7), & x =; ~/z — (/ — j/z 1 .) 

z z z z 

Quae quidem quatuor funt radices aequationis fub initio propofit*, 

x 1 -+- 1 z v 17 =3 o , 

Sed earum ultima; duae funt impofiibiles. 

Proponamus jam aequationem 

x* — 6x 5 — f8xx — 114X 11 z: o, 

8c feribendo —6 , — p8, — 114, &— n pro p, q, r, & i rcfpeftive, oric-* 

tur— 67 =3 «, — 3 1 j- =3 &, &— 1133— S3^. Numerorum /3 & , feu 

4 

— - 31 f & — — communis divifor efh unicus, adeoque hic erit », 8c 

0 

ipfius feu— iof,diviforcs funt 5, f , 7, if, zi , 3 j- , & iop , qui ita^- 
que tentandi funt pro k. Quare tento primuip 3, & quotum — jp, qui 
prodit dividendo — per *,feu — iop per 3, fubduco de ~pk, fcu 3.3, 

ic reflat 25*, cujus dimidium 13 effe debet/. Sed *~~~ -> feu - < * 7 ~ 4 ~ ^ 

(id efl— zo) erit Qj & QQ ,— s erit 41 1 , qui dividi poteft per», feu 3, fed 
quoti 1 37 radix non potcil extrahi. Quamobrcm rejicio 3 oc tento f pro k. 
Tm. II. T Quo- 
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Quotus qui jam prodit dividendo — per k, feu— tof perp, eft — n, 3 c 

n \ 

I / 

hunc fubducendo de ~pk, feu- j.f ,rcftat6, cujus dimidium 3 erit/. Eft 

Sc Q, feu id eft — - , numerus 4. Et QQ— r, feu 16+11 . 

dividi poteft per »j Se quoti, qui eft p, radix extra&a 3 congruit cum /. 
Quamobrem concludo elTe / — 3, * =5 f, 4, & # s 3, Sc fi 

* nkkxx ■+■ wklx -\-nll, id e ft , 7 f xx + pox -+- 17 

ad utramque partem xquationis addatur, radicem utrobique extrahi pofle, 
Sc prodire 

xx -+- ~px +Q .3 i/n(kx+/) t feu, xx— 3x^-4 — £■ V}(fX + }?, 

& extra&a iterum radice 

Haud fccus C proponatur aquatio hxcce 

X 4 — 9 X 5 -»- IfXX — 27X + P — o , 

feribendo — p, + tf, —17, Sc+9, pro p, </, r, Sc s refpcftive, emer- 


get- 


:t— f ~ =3 «, —f°-y = 3, Sc — £. Ipforum 0 Sc feu — ^ 


tf 4 


8 


Sc communes divifores funt 3, f, p, if, 27, 4f, Sc 1 5 j* 5 fcd pqua- 

dratus eft, Sc 3, if, ij, 1 3 y* divifi per numerum 4 non relinquunt unita- 
tem, ut ob imparem terminum p oporteret. His itaque rejc&is reftant fo- 

li f Sc 4f tentandi pro n. Ponamus primo » =3 f, & ipfius ~ feu ^ 

divifores impares dimidiati nempe — , “ , tentandi erunt 

1 81 0 

pro it. Si k ponatur — , quotus — qui prodit dividendo per k.y 

fubduftus de — />*,feu — , relinquit 18 proz/, & , feu — i, eft 

1 4 * 

Q, Sc QQ — s y feu f dividi ouidem poteft per », feu f , fcd quoti 

negativi 1 radix impoflibilis elt, qux tamen deberet e fle p. Quare 

concludo k non effle — , Sc tento jam li fit i. Quotum qui oritur dividen- 

. do 
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do 2 . peri, fcu ^ per — , nempe quotum 2 — , fubduco de ~pk, 

feu—— — , & reftat o. Unde / jam nihil erit. Eft autem *~*~”-* ^ f cu j } 
4 ^ 

«qualis Q, & QQ J nihil eft i unde rurfus /, qui hujus QQ s di- 

vifi per n radix eft, invenitur nihil. Qu«mobrem his ita quadrantibus con- 

cludo efle» Sf, Is i, / s o, & Qa f, adeoque addendo ad 

utramque partem «quationis propofitx terminos 

nkkxx -»- inlkx -+. »11 id eft 

4 

& radicem quadraticam utrobique extrahendo , prodire 


xx-»- — px -+- Q — yjn(kx id eft xx 


1 / ? 
4-*-»- 5 ea Vf. J*. 


IV. Eadem methodo reducuntur etiam aquationes iiterales. Ut fi fuerit 

• icta 


iax' 


— ce 


xx — aa’x-»-a 4 a; o, 


fubftituendo — i a, ia* — cc, 


-ia>, Sc_»-a 4 ,pro-p, q, r, & s rcfpe&i re, 

4 1 


obtinebuntur a a — cc ea *, —ace— a 1 — fi. Si ia 4 -»- <—aacc— ea 7. 

* 2 4 

Quantitatum /3 8c xf divifor communis eft aa-s-cc qui proinde erit »; & 

feu— a, divifores habet i & a. Sed quia n duarum*cft dimenfionum, & 
iVw non nifi unius efte debet, ideo i nullius erit, adeoque non poteft 

3 i 

efle a. Sit ergo k ea i, 8c divifo — per hh aufer quotum —a de ~pk, feu 

— a & rcftabit nihil pro l. Porro *^ + ’— feu aa, eft Q, & QQ— rfeu, 

a 4 a 4 , nihil eft» & inde rurfus prodit nihil pro /. Quod arguit quanti- 

tates n, k, /, 8c Q, refte inVentas cflej fic additis ad utramque partem aqua- 
tionis propofita; terminis 

rthkxx -t- mUx-e-nli, id eft, aa.vx c c xx , 

radicem utrobique extrahi pofle, 8c extraftione illa prodire 

xx-»- •-px-+- Q_ — iln(kx -»-/), id eft xx-ax-t-aa ea +r x /(aa -»- cc). 

Et extra&a iterum radice 

T i x ea 
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, 4 g AQUATIONUM reductio 

X =3 -tfjr cl — V((7«- ~^±r 7«) V(m+m.)). 

l l 4* 1 

V. Ha&cnus regulam applicui ad extractionem radicum furiarum: pt>- 
teft tamen eadem ad cxtraCtionem etiam rationalium applicari, fi modo pro 
quantitate n ufurpetur unitas j coque pafto una vice examinare poffumus 
utrum aquatio fra&is & furdis terminis carens divilorcm aliquem duarum 
dimenfionum aut rationalem aut furdum admittat. L t aequatio. 

*« X 1 fXX-K I IX 6 =; o 

proponatur, fubftitucndo — i , f , -+- n, 8c — 6, pro />, q, r, 8c rref- 
pedtive invenientur — f SS 0, *§* =3 /3, & ponendo m ss t, quan- 

titatis -,feu ?£, divifores funt 1, $, f, ij, if, 7f= quorum dimidia (fi- 

* 8 f 
quidem p fit impar) tentanda funt pro k. Et fi pro k tentemus 7 , fiet 

1 a f 1 

,L^ — =3 — f, £c ejus dimidium — 7 =3 /. Item — - — — 7 — ^ > 

& QQ * — 6— , cujus radix congruit cum /. 

Concludo itaque 4 quSntitates », i, /, Qj refte inventas effes & addit» 
ad utramque partem xquationis terminis 

„ t » , 1 

ttkkxx -+- zttklx -+-w//, id cft 6 *— xx 1 r ■— x -t- 6 7 , 

4 i 4 

radicem utrobique extrahi poffe , & extra&ionc illa prodire 
xx-*- ~px -t- Q. i: I»{kx-^l ) , id eft xx— 7X-+- 7 == ±7 iCi^x— 17), 

fcu 

XX JX-S-J CJ O, & XX-»- IX- i =: o,. 

adeoque per hafce duas aequationes quadraticas aequationem propofitam 
qtudrato- quadraticam dividi, poffe. Sed hujufmodi divifores rationales ex- 
peditius inveniuntyr per aliam methodum fupra traditam. 

VI. Si quando quantitatis j~ multi funt divifores ita ut omnes pro 
tentare moleftum fuerit , poteft eorum numerus cito minui quaerendo omnes 
divifores quantitatis as — ~rr. Nam horum alicui, aut imparis alicujus di- 
midio 
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midio , debet quantitas Q aequalis efle. Sic in exemplo noviflimo as —rr 

4 

eft — — : e cujus diviforibus t, }, 9 , aut iifdcm dimidiatis — , i, . 

2 21*1* 

aliquis debet cfie Q. Quare fingillatim tentando quanticatis — divifores di- 
midiatos — , , i , — , — pro i, rejicio omnefc qui non effi- 

• 2 2 2 2 2- O. 


I 

Z. 


ciunt — <* - 4 - fcu — " 5 -f- ~kk-, id c(l Q, efle aliquem e numeris 


21 

T 


1 

2 


T» f- Scribendo autem 1, i, £, 'S , &c. pr» *, 

i t i • Z. X £ L g 

prodeunt refpe&ire — — , - — . 4 - — , &c. pro Q^, e quibus foli 

- i & 1 reperiuntur in prxdiftis numeris , 1 , J, 9, — , ~-adco- 

que, ceteris rejc&is, aut erit 1 ■— , & Q^eei — & aut * ea , & 

Q. =3 Qui duo cafus examinentur. Atque ha&enus de aequationibus 
qastuor dimenfionum. 

VII. Si aquatio fex dimenjionum reducenda r/?, fit ea 

' x s -t-px f +qx< + rx l -t-sxx-*-tx-+.v =; o,. 

& fac 

V I- . I' 

9 - -pp — «• r— -p* = |3- ^ =: y. 


1 V t „ 

v — — ua S3 e. t — ~a/3 
4- i 

t 


v.— —33 — 9. 

4 


• =r*.. 

4- 

Dein fumatur pro », communis’ aliquis terminorum zf, >iy 20, divifor inte- 
ger & non quadratus, nec per numerum quadratum divifibilis, qui etiant 
per numerum 4 divifus relinquit unitatem i fi modo terminorum p, r, t 

aliquis fit impar. Pro k fumatur divifor aliquis integer quantitatis ■ fi p 

fit par, vel diviforis imparis dimidium fi p fit impar, vel nihil fi A nihil 

fit. Pro Q_, quautitas — * - 4 - — ukk. Pro / divifor aliquis quantitatis 

2 » 1 

t ? Q r 
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, fi Q.fit integer, vel diviforis impari* dimidium, fi 

T» 

Q.fit frattus denominatorem habens numerum Zj vel nihil, fi dividuum 
illud QZ— fi t nihil. Et pro R quantitas ~ Qp nkl. 

Dein tenta fi RR v dividi poflit per», & quoti radix extrahi j & 


prxtcrea fi radix illa xqualis fit tam quantitati 


Q.R — r' 


tati 


• Q&-+- pR nll s 


nl 


quam quanti- 


xnk 


Si hxc omnia evenerint, dic radicem illam 


m > Se vice xquationis propoGtx feribe hanc 


*’ -+- — pxx-j- Qv-t-R — +7 V n (kxx -+- Ix -r- r»). 

X • 


Etenim hxc xquatio, quadrando partes te auferendo utrobique terminos 
ad dextram, producet xquationem propofitam. Quod fi ea omnia in nul- 
lo cafu evenerint, reduftio erit impofiibilis, fi modo prius con liet xqua- 
tionem per diviforem rationalem reduci non pofle. 

Exempli gratia, proponatur xquatio 

taabb 

x* — zax* ■+. zbbx 4 ■+■ zabbx' -4- z»'b xx ^ tz 0, 

— 4 <j b* 

te feribendo 

— ze j -v- zbbi ■+■ zabb ■, zaabb -t- za } b — — 40 b 1 •, 

oj te 3 aab 4 a bb pro p, q, r, J, t, te v 

refpe&ivc, prodibunt 

zbb aa s »■, a,abb — a' ss (b > 2a l b-+-zaabb — 4 ab* — a 4 ss y > 


b 4 ■+. za'b -+■ \aabb — 4 ab' — 



* — • i-a' -t- j a'bb 4 ab 4 a & aab 4 -*-a 4 bb i-a* =5 <. 

Et terminorum zf, », & zJ communis divifor eft aa — zbb, feu zbb— a» 
perinde ut aa vel zbb majus fit. Sed ello aa majus quam zbb , te aa — zbb 
erit n. Debet enim n lemper affirmativum efle. Porro 
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'ift 

— cft — £-aa-i-iab-b ~bb x 
n 4 2 

•—cft — •— a’-+- laab ■, 8c •— cft •—<?*-+- ~-*abbi 
ni »42, 

adcoque 

K ® II r A 

i n n 8«* itw 

cft 

~a s — — — tfi£> _ 

04® 2. O 

cuius divifores funt 1 , a, aa-, fed quia \/».k non nifi unius dimenfioni* 
efle potcft, & V» unius cft, ideo k nullius erit; proinde non nifi numerus 

efle poteft. Quare rcje&is a & aa, reflat folum 1 pro k. Praeterea i* 0 
-1- ~nkk dat nihil pro Q_, 8c ^9 Zzl etiam nihil eft> adcoque t t 

qui ejus divifor efle debet, erit nihil. Denique — r — —pQ.-*- nkl dat 

abb pro R. Et RR — v, cft — laabv-*- avbb , quod dividi potcft per n feu 
aa — z bb, & quoti aabb radix extrahi, & radix illa negative fumpta, nem- 

; . 0 
pe — ab, indefinita: quantitati — , feu — , non eft inaequalis, quan- 

. <• • QQ +pR— nil— s 

titati vero definita: aequalis eft. Quamobrem radix illa, 

ab, cft w, 6c loco xquationis propofux feribi potcft 


x J -t- ^-pxx-^-Qx -*-R “ V» lcxx-t-/x+m), 

id cft - ^ 

x' — axx -t - abb es V 1 [aa — ibb) . (xx — ab). 

Cujus conclufionis veritatem probare potes quadrando partes xquationis in- 
venta: & auferendo terminos ad dextram ex utraque parte. Ea e nim ope- 
ratione producetur xquatio 

2^' ^,1^* i t 

x 6 — tax' -i-zbbx* -t-iabbx* -t-ia^x 1 ss o 

~ a ° 

qu» 
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quas reducenda proponebatur 

VIII. Si te quatio efi ofto dimenfionum , fit ea 

x* +px r -t.qx*-+-rx f +sx' -a-txt-t-vxx-*- wx-\-x. — o, 
& fiat 

q— — fip — «i r — ~p* — 0; s— ~p3- — yi 


i i „ i i , . 

t — *-py — — «0 — t-, V— ~ «y — ~d 0 — ij 

1 2> 2 4 

W' — — & £ — — yy — i. 

x 4 


Et terminorum *<f, 1«, i£, 8i» , quaere communem diviforem qui integer fir, 
8c non quadratus nec per quadratum divifibilis, quique etiam per 4 divifus relin- 
quat unitatem, fi modo terminorum alternorum p, r, /, w aliquis fit im- 
par. Si nullus eft ejufmodi divifor communis, certum eft aequationem per 
extra&ionem furdx radicis quadratica: reduci non pofle, & fi non poteft ea 
sta reduci, vix occurret illarum omnium quatuor quantitatum divifor com- 
munis. Opurculum igitur ha&cnus inftitutum examinatio quxdain ell 
utrum aequatio reducibilis fit necne, adeoque cum ejufmodi rcdu&ioncs ra- 
ro poflibiics fint , finem operi ut plurimum imponet. 

IX. Et fimili ratione fi rquatio fit decem , duodecim , vel plurium dimenfionum , 
impofifibilitas reductionis cognofci poteft. 

Ut fi ea fit 

x'°-t-px*-+- qx* -+- rx y -h sx* ■+■ tx* vx* -t- dx 3 txx r x d =50, 

faciendum erit 







1 1 1 'i 

— «0 S I; v - — /><* «y 30 

2. i i 4 



r 3y=ta 


~yy s V, *- ~yi S 2 t, d- SS *«i 

i 4 * 4 

4 c quxrendus communis divifor terminorum quinque it, 8 k, 48, 8», qui 
integer fit & non quadratus, quique etiam per 4 divifus relinquat unitatem, 
fi modo terminorum alternorum p y r, t , a y ~e aliquis fit impar. 

X. 
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*n 

- , X. Sic fi duodecim dimenfionum xquatio fit 
x 1 ‘-4- px' gx ,0 -+- rx*-b sx‘-t- tx 7 -4- ^x 4 -+- ax 1 -^ cx '-t- dxx .+ r* -+-/ — o, 

faciendum erit 


q ~pp =3 «i r — ~p* 53 /3; s — -~p(i — *<* = y> 

4 1 1 4 

/ i-py 7 “/3 S <?i v 7/3(3 S »} 

z z 2 z 4 


* t . I - „ . l I I 

(3 *— pl •— a<T •— /iy =3 Ci b —at •— pt *— >v 33 ij t 

2 2 z z z 4 

f — •— fle — >— vd 33 8 j d — — >1 — SS « Kj e ~ <N 33 A ; /— >—«8 33 u: 

z z z 4 z ■'4' 

• 

& quaerendus communis divifor integer & non quadratus terminorum fex 
z£, 8i), 4®, 8«, 4A, 8/4, qui per 4 divifus relinquat unitatem, fi modo ter- 
minorum p, r, t , a, e, r, aliquis fit impar. 

XI. Atque ita in infinitum progredi licebit: 8c aequatio propofita fem» 
per per extra&ioncm furda: radicis quadratiese irreducibilis erit, ubi ejufmo- 
di divifor communis nullus cft. Siquando vero cjufmodi divifor » inventus 
fpem faciat futurae reduftionis, potclt ea inftitui infifiendo veftigiis operis 
quod in aequatione ofto dimenfionum fubjungimus. 

Quaere numerum quadratum cui per n multiplicato ultimus aequationis 
terminus jc, fub figno proprio adnexus , quadratum numerum efficit. Id 
autem expedite fiet fi ad * , ubi n eft par, vel ad 4*, ubi n eil impar, fuc- 
ceffivc addantur », 30, f», 70, p», 110, & deinceps, donec fumma aequa- 
lis fiat numero alicui in tabula numerorum quadratorum , quam ad manus 
efie fuppono. Et fi nullus ejufmodi quadratus numerus prius occurrit 
quam furrrmae illius radix quadrat ica, auda radice quadratica cxccffus illius 
lumina: fupra ultimum aequationis terminum , quadruplo major fit quam 
maximus terminorum aequationis propofitx p, g, r, s, /, v, &c , non 
opus erit rem ultra tentarc. aEquatio enim reduci non poteft Std fi ejuf- 
modi numerus quadratus prius occurrit, fit ejus radix S, li 0 cft par j vel 

zS, fi 0 eft imparj & V dic fi. Debent autem S & fi efle nu- 

tt 

meri integri, fi 0 eft par, at fi 0 impar eft, pofliint c(Te frafti denomina- 
toretn habentes numerum binarium. Et fi unus eorum fra&us eft, alter 
fr*£tus efle debet. Quod idem de numeris R & 0», Q8c /,p & k, poft 
inveniendis, obfervandum eft. Et omnes numeri S & fi, qui intra praefa- 
tum limitem inveniri pofliint, in catalogum referendi funt. 

Poftea pro k tentandi funt omnes numeri fucceffive , qui non efficiunt 

i Tom. 11. V nk 
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if 4 


nk +7 ~p, quadruplo majus quam maximus terminus xquationis, & po- 
nendum cft in omni cafu — Q. Dein pro l tentandi funt fuc- 

ccffive numeri omnes , qui non efficiunt »/ +7 Q quadruplo majus quam 

. . . • • • j -»pkk-t.z@ 

maximus terminus xquationis, oc in omni tentamine ponendum — 

4 

-\-nkl 22 R. Denique pro m tentandi funt fucccffivc omnes numeri qui 
non efficiunt nm ±r R quadruplo majus quam maximus terminorum xqua- 
tionis, & videndum an in cafu quovis, A Aat 


s — QQ_ — pR -+-«// 22 iH , & H -t- nkm 22 S , 

fit 5 aliquis numerorum qui prius pro S in catalogum relati erant s & prx- 
terea fi alter numerus ei S rcfpondcns, qui pro h in eundem catalogum rc- 
- latus erat , fit his tribus 

2.RS 'iV iQS -t- RR v nmt n ^pS-t-aQR t znlm 

znm ’ znl i zt;k 

xqualis. Si hxc omnia in aliquo cafu evenerint, vice xquationis propofi- 
tx feribenda erit hxccc 


x 4 H- — px } -t- Qx.v Rv -+- S 22 'Jn{kx i ■+. Ixx -t- mx ■+■ h ) 


Exempli grati a proponatur xquatio 

A."-j-4\ r x ‘ iox’-+-fx 4 fx’ — ioxx iox f 22 o: 

Et erit 

1 * 

q - —pp 22 — 1 — 4 — — f =2«> r — ~^p* 22 — ta-+- 10 22 o ~ 


t— 





-r-+-^=3- 



1 1 

V— •— «V — •—; 5 p 

1 4 


if _ icr 1 - _ _ y 

-xo-^ =2 g- 22 fi w--(iy 22 — IO 53 f » 

a ?4r K 

Ergo • 


»*i 
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tii 21, 8»} rcfpc&ive, funt 20 i & , 

St carum divifor communis f, qui per 4 divifus relinquit i , perinde ut ,ob 
terminum imparem j, oportuit. Cum itaque inventus fit divifor communis 
»,feu f, qui fpem facit futurae rcdu&ionis, quoniam ille impar cft, 

ad4c,fcu 20, fucccffivc addo»j 3»} f»j 7»} p» } Sic. 

Ceu 

f> «fi ifi 3 fi 4 fi &c. 

• & prodeunt 

ifi 0} if i do; io;-, idos izfi 3ooi j8j-j 480) p8fi 700; 82f; pdoj 

HOf} 12(70} 1425 *} ideo. 

Ex quibus folum 
O ) 2f) ZZfi & idoo 

quadrati funt. Quare horum radices dimidiatae oj L- t II, i0 , in cata- 


SS 


), idefttj i } Z.j p, re f. 


logum referendae funt pro S, & V( 

" A i. 

peCtive pro h. Sed quia S-t-nb , fi feribatur 20 pro S & p pro h, fit df , 
numerus major quadruplo maximi florminorum aequationis, ideo rejicio 20 
& P , & reliquos folum refero in tabulam ut fcquitur. 


», f . '{> 


His ita difpoGtis, tento pro numeros omnes qui non efficiunt ~p+~nk 
1 ir f*j majus quadruplo maximi termini xquationis 40, id eft numeros 
— 8 j — 7 j -di —fi — 4j — }i — 2> —i } o; ii 2 i 3 j 4 j f, di 7i 


ponendo 
* jfcu, - 


Hkk-t-» r ._ fkk—j 


V 2 


id 
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id cft numeros 



110 } 



10 } 






refpc&ive pro Q. Imo vero , cum Q^±T «/, & multo magis Q, non debeat 
nujus efle quam 40 , rejiciendos elTc fentio 


^ i no; —•} & 60 v 

& qui his refpondcnt 

— 8 » — 1\ <5; — Ti f» <Sj 7i. 

adeoque folos 


4 » ii *> 1 i 0 } l ; 1 ; 4 .) 


pro k 
& 





• 

l 


I *•» 



pro Q. relpe&ivc tentandos. Tentemus autem 1 pro k & 0 pro 8c 

in hoc calu pro / tentandi deinceps erunt fucceflive omnes numeri qui non 
efficiunt Q+r nl majus quam 40, id eft omnes numeri inter 10 & — ic v 
& pro R rcfpeftivc numeri 



ftu — -f 


fi 


id.cR 

* t 

— fjl -fO} — 4 f > - 40 ; — 3 f> -J°; -if» -»0i — ifi -10$ -f; o; 

f > >o } ij-i io; ifi }0 } jpi 40; 4fj 

quorum tamen tres priores & ultimum, quia majores quam 40, negligere 

licebit- Tentemus autem 1 pro / & f pro R , & in hoc cafu pro m 

tentandi praeterea erunt omnes numeri qui non efficiunt R+-»w feu f+7 f m 

majus quam 40, id cft numeri omnes inter 7 Sc p, & videndum an ft 

ponendo 

* — QQ. — jpR-*-*//, id cft,r io-*- 10, feu, f siH, 

fit 
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fit =3 S, id eft, fi cx his numeris 

ff — 4r, 3f — l T if — r 

z J z’ z 1 z’ a 1 z’ z f 

f 3f 4r ff tfr 7f 8f 

1* "I 1 “I 5 V V 'z 1 z 5 x* 

aliquis zqualis fit alicui numerorum O; ±r ~i £- qui prius in tabulam 
pro S relati erant. Et bujufmodi quatuor occurrunt 

_ 'S, _ L. L. *£. 

z’ — z ’ z * V 
quibus refpondent 

4- Z ,• 4- jL • 4- i. . 4 - Z. • 

pro h in eadem tabula fcripli, ut & z j ij o> 1 pro m fubftitutl. 

Yerum tentemus — — pro- S, 1 pro m, Sc ±r S pro A, Cc fiet 


2RS — w ^ — Zf 10 _ 3 

mm " 10 “ — T’ 


zQ* -r- R.R — v — nmm __ zp^-to_p 3 

2«/ — ZO ^ ' Z * S 


pS -4- zQR — / — z»/w _ — ic_r- j-^-2o 3- 

y mL m ' r * i * 


Quare cum prodeat omni cafu— fcu A, concludo numeros omnes re£tc 
inventos die, adeaque vicc aquationis propofita: feribendum cfic 

Vj . *< 
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#«.+. — Px^Qxxh-Rx-h S =s 'jn{kfi'-*.lxx+. mx + b), 

i / , 


id eft 


X 4 -t-ZX' , -*-fX_Z 


i 

z 


Vp(— X 1 — ZXX-+-X 





Etenim quadrando partes hujus, producetur «quatio illa o&o dimenfionum 
qux fub initio proponebatur. 

XII. Quod fi tentando cafus omnes numerorum , prxdifti valores omnes 
ipfius h nullo in cafu inter fe confeniiflint, argumento fui fle c xquationcm 
per extraftionem furdx radicis quadratic* reduci non potuifle. 

XIII. Deberent autem aliqua hic in operis abbicviationcm annotari, fed 
quae brevitatis caufa prxtcrco, cum tantarum redu&ionum perexiguus fit 
ufus, & rei poflibilitatem potius quam praxin commodiflimam voluerim ex- 
ponere. Sunt igitur h«e rcdu&iones arquatiorium per extra&ionem furdte 
radicis quadraticte. 

XIV. Adjungere jam liceret reduftioncs xquarionum per extraRionem 

furda radicis cubica, fed & has, ut qux perraro utiles fint, brevitatis gratia 
prartereo. * 

XV. Sunt tamen redu&iones quasdam cubicarum aquationum vulgo no- 
tx, quas, fi penitus praeterirem, Le&or fortaflc dcfiderarct. Proponatur 
aequatio cubica 

+ qx r 33 o, 

cujus fecundus terminus deeft. Ad hanc enina formam xquationem omnem 
cubicam reduci pofle confiat ex praecedentibus. Et fupponatur x cfie 3= 
a-t-b. Erit 


a'-t-2aab-+- (id eft x 1 ) ■+. qx-t-r o. 

Sit 

laab+iabb (id eft j obx)+.qx =3 o, 

& erit 

a'^-P-i-r 33 o. 


Per priorem aequationem eft b 33 — 2 . , & cubice i* 
per pofteriorem eft 




z -ja' 




0, fcu a 6 -+• ra' 33 



9 ’ 

* 7 * 




Ergo 


fic 
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& per extra&ionem affe&x radicis quadraticae 

S - i-r+r ✓( 

2 4 27 




Extrahe radicem cubicam & habebitur a. Et fupra erat, _ — — A 

3<a ’ 

*•*•& — x. Ergo a — radix cft xquationis propofitx. 

Exempli gratia proponatur xquatio 

jr 5 -6yy-*-6y-*~ 12 “ o. 

Ad tollendum fecundum xquationis hujus terminum ponatur r+t — y' 

x 1 * — 6x4-8 ss o, 
ubi cft 

q =3 -<5, r - 8, ~rr =3 ifi, £ =3 -8, =3 - 4 +r V 8 , 

6c X-f-2 337 , 


id cft 


2-t- V ( — 4 ir V8) -+- 


~y- 


^(— 4±r VS) 

Et hoc modo erui poflunt radices omnium cubicarum xquationum ubi q 
affirmativum cft 5 vel etiam ubi q negativum eft, & non majus quam 

i-/r, id cftubi dua ex radicibus aquationis funt impojf biles. At ubi q negativum 

cft » Cmul ma j US t,u " n “ rr » fit “) quantitas impoffi- . 

bilis, atque adeo xquationis radix x vel 7, hoc cafu impoffibilis erit. Sci- 
licet hoc cafu tres funt radices fofjibiles , qux cmnes eodem modo fe habent 
ad xquationis terminos q & r, 8c indifferenter defignantur per literam x 
vel y, adeoque omnes eadem deberent lege erui 8c exprimi, qua una aliqua 
eyjnur & exprimitur: Sed omnes tres lege prafata exprimere impoj/ibile ejt. 

Quantitas a — qua x defignatur, multiplex cflenonpotcft, eaque de 

I cauli 
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caul*a hypotheGs quod x , hoc in cafu ubi triplex cft, sequalis cfle poteft 
binomio a— Ccua+b, cujus nominum cubi a'-*-b' conjunttim aequen- 
tur r, & triplum re&angulum xab sequetur 7, plane impoflibilis eft} & 
ex hypothefi impoffibili concluuoncm impoflibilem colligi mirum cfle non 
deber. 

XVI. EJl £jf alius modus has radices exprimendi. Nimirum dc + P + 

id cft dc nihilo, aufer 

■+• r, feu •— r+7 V(—rr 

i v 4 »7 ’ 

& rcftabit . 


b' :=s — 1 V( — rr -+- ~). 

x 4 27 

Eft itaque 

u =j /(— i-r V( ^-rr -»-—)), 
* 4 *7 


3 =J V( ~r 

2 




vel 


12 =5 V( — —r i-rr-4- — J), 

i ' 4 17 


1 4 27 

adeoque horum fumma 
9 * * 3 . 


■+■ V( — rr-4- — )) ■+- ✓( V(~rr-+- erit — jc. 

1 4 27 2 4 27 

XVII. Pojfunt etiam tenuationum biquadraticarum radices mediantibus cubicis 
erui (A exprimi. 

Tol- 
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Tollendus eft autem primum fecundus aequationis terminus. Sit aqua- 
tio refultaos 

x* -t- qxx h- rx t ss o. 

Pone hanc multiplicatione duarum 

Kx-f-rx-t-/ so,& xx — rx -+-£ ~ o 

generari} id eft, eandem elTe cum hac 

*-/ 
h? ■ 

-ff 

8c collatis terminis fiet 
f+g-ec =5 q, eg-ef s r, 53 r. 

Quare 


** * -+^ 53 o, 


r • q-i-ee-t- — q+ee~- — 

l + s/, 


rr 


qq -4- -t-f 4 — 


« 


(~ J^) 53 X, 


8c per redu&ionern 


■ 59 


«■ 


rr =3 o. 


Pro « feribo & fiet 


>’-+* rr =3 o, 

zquatio cubica, cujus teminus fecundus tolli poteft, & radix deinceps per 
regulam praecedentem, vel fecus, extrahi. Dein habita illa radice regredien- 
dum erit ponendo 


\'y =3 e -, 


q-^ic — — 


t __ 




q -*-« h — 




Itm. II. 


ic aequationes duae 
X 
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1 6 i AQUATIONUM REDUCTIO 

X.V+M+/ =J o, & xx—ex+g z: o, 
extra&is earum radicibus , dabunt quatuor radices aequationis biquadraticz 

x* -+-qxx-i- rx+s zz o, 
nimirum 

.v zz — — e xi v —ee — /, oc x zz -;+• v —e? — ?. 

14 14 “ 

Ubi notandum eft quod fi aquationis biquadraticz radices quatuor poflibiles 
fune , aquationis cubicx 

y' -i-iqyy^Wy — rr zz o 

radices tres poflibiles erunt , atque adeo per regulam prxcedcntem extrahi 
nequeunt. 

XVIII. Sic & fi tenuationi i quinque vel plurium dimenfionum radices afficti te 
in radices non ajfiettas , mediis tenuationis terminis quoquo patio Jublatis , conver- 
tantur , illa radicum expreffio femper erit impojfibilis , ubi plures quam una radix 
in tequatione imparium dimenfionum pojfibiles funt , aut plures quam dute in tequa- 
tione parium dimenfionum , qute per extratlionem furdte radicis qieadraticte , methode 
fupra expofita , reduci nequeunt. 

XIX. Docuit Cartefius aquationem biquadraticam per regulas ultimo 
traditas reducere. E. g. proponatur aquatio a nobis fupra redufta 

x' x» f.vx-+- 1 ix 6 zz 0. 

Tolle fecundum terminum feribendo v-+- ~ pro x, Sc orietur 


V 


4? 7f 8ft 

-kvv '~v — — - =3 0 . 
8 8 ifd 


Ad tollendas fraftiones feribe — z pro v , 8c orietur 

4 

x. 4 — S6za + 6ocz — 8ft zz o. 

Hic efl: 

86 s q, <5co zz r> 5c 8f 1 zz J, 

adeoque 

y^iqyy^Wy — rr zz o, 


fub- 
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PER DiriSORES SURDOS. 
fubftitutis arquipollcntibus fiet 
/ 5 — i \71yy a~ loSocy 360000 =; o. 

Ubi tentando omnes ultimi termini divifores 


* » ' Ii 2l 1 i J » 3 > 4 i 


• 4 > r» — r» 


¥ * 

& deinceps ufque ad ioo, invenietur tandem y £3 ioo. 'Quod idem multo 
expeditius per methodum a nobis fupra expolitam inveniri potuit. Dcin 
habito radix ejus io erit e , & 




e -i n — 86-4-100-4-60 r . • „ 5+,,+ r f 

, id elt ) lcu — 2 j erit/, & lcu 37 ent£j 

2 . Z Z . 

adeoque aquationes 

xxA-exA-f £3 0 , & xx — ex+g — ® , 
feripto z pro x, & fubllitutis arquipollcntibus , evadent 
ZZA- ICZ ZJ £3 O, & ZZ loa 37 £3 o. 


Reflituc v pro ^-z, & orientur 
4 


1 *? ' 

VV -4- 1 —V — >—£3 0, 

z 1 6 

. 1 $7 

5c W 2 —V - 4 - -t ££ O. 

i 16 

I - 

„ Rellitue infuper x — . — pro v , fit emergent 

4 

XX -4- Z.V i £ O, & XX 3X -4- 3 =3 o, 

aquationes dux, quarum radices quatuor 

j ® 

< X £3 1+7^3, & X £3 I — ±T t/ — , 

2 4 

eardem fiint cum radicibus quatuor aequationis biquadraticx fub initio pro- 
pofitx 

.V* X 3 fXX A- lix — — 6 £3 o. 

Sed hx facilius per methodum inveniendi divilbres a nobis fupra explica- 
tam inveniri potuerunt. 

X a COM- 
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CAPUT V. 

S tatim afferam regulx in hoc capite contenta: explicationem & demon- 
ftrationem, quam a multis annis habeo, communicatam a celeberri* 
mo Nicolao BERNOULLIO , olim apud Bafikenfes Juris ProfefTore, ne- 
que haftcnus publici juris faftam. Similem poftea tradidit acutiffimus Co- 
lin MAC-LAURIN, in Algebra fua anglice feripta; fed tcftari polium 
hanc Bernoullianam feriptam efie ante alterius editionem. 

i. In omni sequatione, fraftis & furdis carente, rationalemque radicem, 
integram habente} radix eft sequalis divifori alicui termini infimas dignita- 
tis, feu termini in quem quantitas incognita non ingreditur. 

A nobis oftenfum eft N°. n. pag. 18. Tomi I. 

2. Si talis asquatio habeat radicem rationalem fraftam, radix hxc eft 
aequalis fra&ioni , cujus numerator eft divifor aliquis ultimi termini, in # 
quo quantitas incognita eft nullius dimenfionis,.. cc denominator atqualis 
divifori alicui coefficientis termini altiilimx dignitatis. 

Sequitur facile ex praecedente N°. I. 

j. Hinc, fi terminus altiflimse dignitatis fola unitate afficitur, r.dix aequa- 
tionis rationalis neceflario eft quantitas integra. 

Demonftratum N°. 76. pag. 17. hujus. 

4. Hic reduftio in co confiftit, ut quxratur an r.on a. quatio in duas 
partes xquales dividi pofiit, quarum una fit perfeftum, altera multiplum 
quadrati. Proponatur ex. gr. reducenda xquatio 

a* -+- px 1 qxx -*-rx + s sx o, 

in qua f, q, r, s, fignificant quantitates, vel numeros integros affirmativos 
vel negativos. Hxc aequatio fingitur in duas partes difpeici 

(xx -1- Px -H Qj 1 s3 n(ix + /) % , 

Hoc eft 

x 4 -!- aPx’ -1- PP xx iQxx iPQx-j- QO^ =3 »i{xx inklx -4- *li , 
fou , omnibus terminis ad unam partem tranftatis, 

x* 
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-+- PPxx 
X* ■+• 2,P# J -f- iQx-xr 
— nkkxx 


-+■ aPQy -+- Q(^ 
— mk/x — nll 


0» 


Ifif 


qux xquatio cum propofita, termino tenus, collata prxbet 

zP = p PP-f-zCL — nkk s 5) iPQ_ znkl — r> QQ — nll zzs-, 

fcu 


P - ^ - * — P?+nkk _ 

r ~ V.— r ~ 


q — ~PP ■+■ nkjc 


I , «-+-«** . aPO-r r *p+ -pnnkk -r 

(pofito ~pp = «) ; } 1 =3 - j*», =J i i— ts 

4 . z *»*: znk 


(pofito r— S Ii) Ipk ~ } // - Q Q~~ 

2 4 i»K . n 


ti 


qui valores quantitatum F, Q, /, & //, funt illi ipfi quos NEWTO* 
NUS in Regula fua adhibet N°. III. hujus, pag. 143. 

f. Prxfcribit prxterea fequentes conditiones. 

1. Quantitas n debet cfle integra, non fra&a. 

z. Eadem non debet ede quadratum. 

3. Eadem non debet cfle drvifibilis per quadratum; hxc conditio in fe - 
quentibus exemplis adje&a, in exemplo propofito per incuriam omifla 
fuit. 

4, Eadem debet efle divifor quantitatis / 3 ; 

f. Eadem debet cfle divifor quantitatis z£, exiflentc f r- s — 

4 

6 . Eadem debet efle impar, &, per 4 divifa, unitatem relinquere, fi 
quantitas p fit impar. 

7. Item fi r fit impar. 

8 . Eadem debet eiic divifor quantitatis QQ_ — /. 

p. Quantitas k debet cfle divifor ipfius — , fi p fit par. 

10. Eadem debet efle dimidium divijoris quantitatis fi p fit impar. 

11. Quantitas Q^dcbet cfle divifor quantitatis as i-rr, vel imparis 

diviforis dimidium. 

6 . Hic primo obfervandum eft, quod fi quantitas aliqua, de cujus di- 
viforibus fermo cft, fit fra&a; NEWTONUS per diviforcm intclligat 
diviforera numeratoris illius fra&ionis. 

X } Ve- 
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Veritas autem conditionum prxfcriptaram , fic demonftratur. 

7. Conditio 1. Hxc conditio ad aibitrium afiumpta cft, commodioris 
calculi gratia, nam omnis quantitas compofita per multiplicationem ex 
duobus Fa&oribus , five integris live f r a6ti$, quorum unus fit quadratus, 
alter non quadratus, femper in tales Faftores refolvi poteft, quorum unus 
fit integer non quadratus} alter quadratus, five integer five fra&us. 

8. Conditio 1. Si n eflet quadratum, radix quantitatis ttjtx -»-/)' futura 
eflet rati malis non furda, contra hypothelin. 

9. Conditio. 3. H:ec conditio etia;n ad arbitrium aflumitur, quia quan- 
titas (^ + /J‘ componi intelligitur ex omnibus Fa&oribus quadratis quan- 
titatis n(kK -+- /)*. 

10. Si in xquationc nll 33 OO. s, pro ll ponatur ejusdem alter va- 

lor fupra inventus ' , 


(tPC l-r)* 
4 nnkk 


(pCL-rY 

qnnkk 


33 (ob nkft 33 iQ. — *) 


fpd-ry 
4(*0»- ») » 


proveniet 

no s ~ PPQ£L-J_P r( l-*- r r 
" 80.-4* ’ 

five 


8QJ — 4*Q.Q.- — SsQj 4 - 4 *: =3 ppQO. — rr » 

Hoc cft 


8Qj 


— 4*0.0.— 8sQ -+- 4 

— Pi>00.-+- a /"Q.- rr 




vel (ob 4* -t- pp 33 43) 


8 Q.’— = o, ■ 

cujus aequationis termini procedunt per potcftatcs ipfius iOhakentcs co effi- 
cientes integros, quare (pcrNy 1.&3.) radix xquationis , zQ^, cft divjfor 
integer quantitatis 4*1 — rr, fi fcilicet hxc quantitas fuerit impar, quod 
non diverfum cft ab co, quod NEfWTONUS invenit, in conditione unde- 

cima. Ille enim per diviforem ipfius as— — rr intclligit diviforem inte- 
grum numeratoris hujus fraftionis , cujus dimidium ponit 33 a, 

quod idem eft, ac fi dixilTet iQ^efie diviforem ipfius 4«* rq. Sed fi 

4 *s~rq 33 43 s—fpi — rr fit par, & p etiam par , oportebit ut r quoque 

fit 


l 
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fit par, quo cafu finguli termini xquationis 


* 8Q'-49Q.Q. 

erunt per 4divifibilcs, & xquatio reducetur ad 
— 2 jQ as 

*QZ-iQ<l+ L pr( ±_L„~o, 

* 4 




in qua Gnguli termini habebunt cocfficientes integros* proinde (per N« 

I. & 2.) radix xquationis Q_ erit xqualis divifori quantitatis as •-rr, 

4 

vel imparis diviforis dimidio. Quod fi vero 4 «s rr fit par, fed p im- 

par, poterit r efle par vel impar, prouc s eft par, vel impar* & quidem 
fi s fit pariter par, id eft per 4 divifibilis, erit quoque 

4*r rr zl 4 qs — pps rr , 

• 

& quilibet terminus xquationis per 4 divifibilis, unde idem obtinebit,' 
quod prius* in reliquis vero caiibus ubi s elt impariter par, aut s & r , 

impares, quantitas 4*r rr non poterit generaliter per 4* fed folum per 

2 dividi* divifis igitur omnibus terminis per 2 prodibit xquatio 

— 45Q -+- 2 as 

40J - l rr - o. 


cujus xquationis radix Q_eft vel divifor quantitatis imparis las i-rr, 

(per N»» 1. hujus), vel xqualis fra&ioni , cujus numerator cft divifor 
ejusdem quantitatis 2 «s ~rr,Sc denominator divifor aliquis cocfiicientis 


^aftiflimi termini 4Q_’ (per N“ ra 2.) qui divifor tamen non poterit cfl*c 4* 
fed folum 2, quia, ut fupra inventum eft, quantitas aQdcbct effe integra, 
quod Iterum non differt a NEWTONI affertione, quia divifor quantitatis 

as *~rr , in cafu, ubi 4 as rr, eft divifibilis per 2, nihil aliud eft , 

1 

2 as —tr 

quam divifor numeratoris hujus fra&ionis ■ . 

Quia ullzs QQ—s, neutra quantitatum /& Q_poteft effe integra, nifi altera 
quoque fimul fit integra* nam fi / fit integra, erit etiam nll zz QQ_— s quantitas 
integra, quia, per ConJitionem 1., quantitas» cft intcgra,undcncccffarioQeft 

quan- 
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quantitas integra; & fi Qfit integra, debebit nll efie integra, quiaQQ— s 
eft quantitas integra; at quia n nequit efie multiplum quadrati //.per Con- 
ditionem J , non potefi nll efie quantitas integra , exiftente // fra&a. Quia 
vero, ut antea dcmonftratum eft, pro Conditione ii., quantitas zQfem- 
per eft integra, Qnon poteft alia efie fraftio, quam qux pro denomina- 
tore habet z, unde fcquetur quando Qcft frafta quantitas, tore etiam 1 fi- 
militcr fra&am , id eft, xqualem fra&ioni cujus denominator z. Finga- 
i y 

mus enim Qes -* x, & l zs ~ , 8c fubftituamus hos valores in aequatio- 
ne »// QQ — Sy proveniet 


nyy xx — 

xe ” 4 


, (cu, n es 


(x x — 4s) .zz-y 

~ -m 


qux quantitas non poteft efie integra , fecundum Condit, i., nifi xx 4 s, 

‘fit divifibibs per yy , & ts per 4; nam , per hypothefim, xx, adeoque etiam 
xx 4*, non eft divitibilis per 4 , nec zz per^jr; ponatur igitur z =s tu, 


feu zz zA 4««} critque n zz 


_ (xx 41) 4 uu 


y fed quia 


xx — 4j 


eftquan- 


V * yy 

•titas integra, quantitas n evaderet hac ratione multipla quadrati uu, contra 
.Conditionem 3.} quod ut vitetur, oportet u squalem efie unitati, adeo- 


que z es 2 , St / ~. Hinc porro fequitur fore nyy za xx - 


V i 


adeoque tam n quam yy efie diviforem quantitatis xx 4f , feu 

XX AS 

numeratoris hujus fra&ionis , cui quantitas QQ — s par eft. 

4 

Qux eft conditio o&ava. Quod fi vero quantitates Q, & / fint integrx , 
per fe patet ex xquatione nll zz QQ — efie n diviforem ipfius QQ; — s. 
11. Quod fi in xquatione ull zz QQ — r, pro Qfubftituatur 

* -4- n^k # 1 , fi , 

& —pk — pro 1 , 

z * 4 z nk r 


r 6 ppttlk - 




proveniet hxc xquatio 

fifi _ i 1 ,, 1 

- — n. *—• '—*<*■ -V- —*nkk -+- <—nnk' s ; 

4 nkk. 4 z 4 


feu per 4 nkjk multiplicando, 6c terminos xquationis fecundum poteft ates 
ipfius nkk ordinando 


lannk* 


• xnkk 


1 , — 4 snkl’ 8/3 ZZ 0 

- -rPP””* -t- ptnkk 


qux 
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•' quae xquatio libera erit a fra&ionibus, fi p fuerit par, nam 

Ipp, & « =3 q- ^PP, & /3 =3 r- Up, 

erunt quantitates integrx; proinde (per N*/ i. & j. pag. 164.) radix xqua-i 
tionis nkk erit divifor integer quantitatis data: 0 0: & quia weft quantitas 
integra, per Condit 1., erit quoque** quantitas integra (nam fi fra£la efiet^ 
m deberet cflc multipla ipfius kk., ut nkk poflit cflc quantitas integra ; 
at quia n non cft divifibilis perquadratum , juxta Condit. 3., non poteft 
cflc eadem multipla ipfius **) , erit igitur tam n quam kk divifor inte- 
ger ipfius £/ 3 } feu, quia nullus divifor quadratus ipfius 0/3 poteft efle », 
erunt » & k divifores integri quantitatis 0 . Qux eft Conditio quarta. 
Vocetur h quotus, qui provenit dividendo 00 per nkk-, five fit 00 =3 bnkk , 
erit h» quadratum , quia 00, & kk fune quadrata; hinc ipfe quotus h de- 
bebit efle aequalis quantitati », multiplicat* vel divifx per aliquod qua* 
dratum; fed pofterior xqualitas locum habere non poteft propter Con- 
dit. 3 ; erit igitur 00 “ bnkk — nnkk dudo in aliquod quadratura , & 
extrahendo utrimque radicem quadratam , erit 0 multiplum ipfius nk 8c 
a 

— multiplum ipfius k, ut habet NEWTONUS. Conditione p. pag. 1 <Jp. 
hujus. 

ix. Porro fi 1/ =3 P ar > debebit etiam f efle pat; quia p 

eft par, per hypothefim, Sc Q_ quantitas integra ob / integram; quare 
fi r fuerit impar, erit 1/, 8c per confequens etiam 2Qimpar, & quia dif- 
ferentia duorum quadratorum imparium femper cft divifibilis per 4, erit 
differentia ipfarum //, & QQ quantitas integra, 8t QQ — s differet ab U 

■ J r QQ.— r . . 

quantitate integra, proinde » feu — ^ — erit unitas cum quantitate inte- 
gra divifa per //, id eft (quia il eft impar, & n quantitas integra per Con- 
ditionem 1.) unitas cum quadruplo quantitatis integrx,hoc eft,* erit quan- 
titas impar, qux per 4 divifa relinquit unitatem ;• qux eft conditio feptima. 

1 3. Si in xquationc nll =3 QQ_ 1 fubftituatur folus valor ipfius 

_ a + nkk ... . 

=3 - — , habebitur xquatio 

nll S — —a»** -f. — nnk* — s\ 

4 x 4 

feu per 4 multiplicando, & terminos fecundum dimenfiones ipfius n ordi- 
nando 

Vnn-*- 1 ?**"-*-** s 0, 

— 4 lln —4 s * 

io qua , ob x/, k , & 0 , quantitates integras per fuperius demonftrata (fi 
Tem. II. Y nem- 


\ 

■ 
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nempe p fit par,) omnes coeflicientes poteftatum ipfius n funt quantitate* 
integras, unde fcquitur(per N"?” i.J » cfle diviforem quantitatis data: 4J, 

feu (ponendo ~aa — s Q quantitatis 4^, vel potius ipfius (qux cft 
4 , 

conditio quinta ,) quia divifores ipfius 4^, qui per quadratum 4 multiplican- 
tur, propter Cond. funt rejiciendi. 

14. Dcmonftratx itaque funt generaliter conditiones 1. 1. 3. 8. tt. ac 
conditiones 4. j. 7. p. pro hypothefi quod p fit par. Si p fuerit impar, 

erit a =5 3— ~-pp , quantitas fra&a habens pro denominatore 4; pona- 

* A 

tur igitur, « s , ubi A fignificat quantitatem integram imparem* 
4 

Similiter 

[i ~ r - ~,p 71 r - ~Ap, 


erit quantitas fra&a habens pro denominatore 8} ponatur igitur 0 ~ , 

• O 

ubi B etiam fignificat quantitatem integram imparem, quibus valoribus in 
aequatione 

-+- letnnk < uxnftk 

• • t 

pro a 5c jS fubftiiutis , habebitur 


^ 4 t . •— AA ttkk 

-4- —A nnk' i(S 

«U‘ * \ — 4 i»** r-BB =5 o,. 

— '—ppnnk* 1 „ 

4 " •+• ^Bpnkk 

feu per 64 multiplicando 


64»’* 


i -t- jiA nnk* 
— 1 6ppnnk' 


-4-4AA 

— if 6 snkk — - BB 
-t- HBpnkk . 



ubi omnium terminorum coeflicientes funt integri, quapropter (per N»» t.) 
radix» erit divifor impar quantitatis BB , vel ipfius B, rejeftis nempe di- 
viforibus per quadratum divifibilibus (qux funt conditiones tertia & quar- 
ta) , quod congruit cum NEWTONT aflertione, ipfe enim divifor quan- 
titatis fraftx 0 = — idem cft ac divifor quantitatis B. Sed fi in eadem 

- • xqua- 
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aequatione qnkk habeattfr pro radice, em (per N •> i. & i. )nen folum 
h*c radix Ankk-, fcd & ipfa quantitas 4M divifor termini BB, hoc eft zk 
divifor ipfius B. Ponatur, ut fupra, h quotus qui prbvenit dividendo BB 

E er qnkk , ii ve fit BB 3* ^hnkk , erit hn quadratum , & ipic quotus h aequa* 
s auantitati n du&ae in aliquod quadratum , fietque BB =3 4»»** du&o 
in aliquod quadratum , & B 35 znk du&o in aliquam quantitatem integram, 

adeoque k xqualis dimidio diviforis quantitatis S. Et hxc eft conditio de- 


cima. 


1 f . Quia igitur k eft dimidium diviforis imparis , ponatur k — 


zx . 


fimiliter quia p eft impar, ponatur p 33 zy . 
natur n 33 isa-ti eritque 


1, & quia n eft impar po- 


zQ .=3 « ■+■ nkk 33 q-Lpp+„kii =3 q-yy-y_ L+ „kk — n — yy -y 
4 4 1 jj r 


— ■+■ ^.zkk ■+• kk =3 q—yy—y — i- -4- zzxx ■+. zxk i-. 


X -+■ XX -I- X 



~ f —yy — y-t-i&xx-h zzx+ — z- 

2 


XX . 

• ’ 



in qua expreflione omnes termini funt quantitates integra: fi z fuerit par; 
fcd fupra demonftratum eft, percondit.11., quantitatem zQ^ femper cfle 
integram, oportet igitur ut z Gt par, per confequens n =3 2jc -t- 1 , eft 
quantitas impar , qua: per 4 divifa relinquit unitatem. H«ec eft conditi t 
fcxta. . ' 

16. Si refumatur aequatio 


k<nn 


-t- lakkn -4- au 

— \lln — 4 s 




(quae fupra fuit adhibita pro demon ftranda conditione quinta, in hypothcfi 
quod p fit par,) & eadem multiplicetur per 16, ita ut habeatur 


i6k*»n 


■+■ *kkn i(5«* 
— 64//» — 64S 




evadent omnes termini integri (in hypothefi quod p fit impar, & k dimi- 
dium quantitatis imparis per condit. 10.), & radix a-quationis n erit (per 
N«™ 1.) divifor quantitatis 


1 vel 641—16»» =3 (pofito A 33 4*) 6\s — {{X, 


quod non abludit aNEWTONI conditione quinta, nam ipfe divifor quan- 
' J ‘ . . Y z ti- 
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titatis nihil aliud eft quam divifor numeratoris hujus fradtionis 

64S — A A 1 

-2— — a =: zf 

i x 1 

17. Brevitatis caufa omitto demonftrationem regularum pro reducendis 
xquationibus fex, odo, decem, & plurium dimenfionum. Qui veftigiis 
hic pofitis infiftct, eam haud difficulter inveniet. 

18. Si allidimus terminus xquationis reducendae pro coefficiente habeat 
non unitatem fed aliam quantitatem, poterit aequatio femper in aliam mu* 
tari, fubflitucndo aliam incognitam, ita ut coefficiens altidimi termini fiat 
unitas , 8c rcgulx praifcriptx ad novam aequationem applipari poffint. 

Sic fi proponatur xquatio 

wx« -4- px* -4- qxx rx t 72 0 , 
multiplicetur ea per m * , & fiet 
m*x* - t-m' P x t ^-m 1 qxx ^-m , rx-i~m , s 2S o, 

ponatur mx 72 7, & habebitur 
y*-*-pJ l -*-mqjy-*-mmry-t.m i s 72 o, 

ad quam aequationem regulae prxfcript* applicari podunt. Vel multipli- 
centur termini xquationis folummodo per m , ut habeatur 

tnmxi+mpxi+mqxx+iHrx +ms 72 0» 

Adumatur xquatio 

(«XX-4-Px -4-Qj 1 72H{kx^-I) t > 

qux evoluta, & ordinata evadit 


PPxx 


i. imP v 1 1 imQi-r**' sPQx -4- QQ. _ 
mnx + imlx — i«Wx _»// — a » 


& cum propofita termino tenus collata prxbet 


p ss rP i Q.- 


mq. 


l pp . 


nkk. 


201 


wk H 


ex quibus xquationibus fequendo methodum a nobis ufurpatam fimiles rc- 
gulx pro determinandis valoribus quantitatum n, k , Q, /, elicientur. 

19. Ha&enus BERNOULLIUS. Quoniam vero tum ipfc tum Aftc- 
LAURINUS altiorum regularum demonftrationem lc&ori quaerendam 

. . rc- 
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relinquunt, quod fuam habet difficultatem , nonnulla addenda efle puto. 

Coefficientes aequationis cujusvis exponam per litteras romanas minores» 
it* ut ordinem alphabeti fequantur, y a fit cocffi ciens fecundi termini , &c... 
Erit ergo nunc aequatio generalis ordinis n , hujusmodi 


n h — I , it — 1 » — 1 , »i — 4 , . 

x - 4 - ax -4-bx - 4 - cx J -ndx ’ .... px 1 -4- qx* 4. rx -4- s s o 

Zo. Quoniam hic agitur de radicis extraSione, fi » eft numerus pri- 
mus, res confici nequit. Sit igitur n s mr, & extrahenda fit radix m. ma, 
ut fuperfit xquatio ordinis r. 

zi. Primus e terminis addendis exponentem habeljit exponentis m multi” 

pium fecundum numerum aliquem, non exclufia unitate. Patet enim po- 
lynomium ordinis m efle poffc pcrfc&am poteftatcm iw..mam polynomii or- 
dinis r. * 

Sic, fi aequatio fit quatuor, fex, o&o, decem, duodecim &c; dimen- 
fiooum, & quaeratur radix quadrata j erit m =2 z; & primus terminorum 
addendorum habebit, pro aequatione quatuor dimenfionum, exponentem zj 
pro fex, vel 4, vel f, pro odio vel 6, vel 4, vel a-, pro decem vel 8, 
vel 6, vel 4, vel z ; pro duodecim, vel 10, vel 8, vel d, vel 4, vel z. 

Si vero a:quatio fex, novem, duodecim, quindecim &c. dimenfionum 
refolvenda fit per extradlionem radicis cubicae , primus terminus addendus 
habebit exponentem vel 6 ; vcl^j 8cc. 

zz. Erit ergo exponens primi termini addendi maximus mr—m zzm[r— 1), 
& minimus m. 

zj. Sed terminus, cujus exponens eft mr — m , eft w-4-j..us aequationis 
propofitSi 8c terminus cujus exponens eft m , eft mr — *w-4- ». mus. Opor- 
tet ergo ut tot termini e propofita , quot praecedunt illum unde incipit 
additio, fint ipfi termini potcftatis m alicujus binomii. 

Quando a» s a, duo priores termini e propofita efle debent ipfi termi- 
ni alicujus polynomii elevati ad fecundum poteftatem- Primus propofitx 
terminus eft femper talis i fcd & fecundus, cujus cocfficicns femper divi- 
di poteft non tantum pera, fed per numerum quemvis. 

Semper igitur duo priores termini aequationis redu&ae per divifbre* 
fltrJos, erunt - * 


m 


zf. Si vero fit m binario major j tunc reliqui termini, qui augendum prm- 
cedunt, quales efle debeant invefti|andum eft per theorema binomiale. Ex. 
gr.'fit aequatio fex dimenfienum 

x* -f-ax’ - 4 - bx 1 ■+■ cx’ - 4 - dx* 4-jt+fso. 

Sc ea reducenda fit per extraftionem radicis cubicae. Addi debent termi- 
ni quatuor, qui cubum perfc&um efficere debent, 8c xquatiorem propofi- 

Y }• • tam 
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tam pariter reddere cubum perfcdum. tlorum primus habebit exponen- 
tem 3 * Sc cum a termino cx* fint quaiuor termini } quatuor pariter erunt 
addendi, qui conftitucnt cubum binomii. ladum ponatur j & xquatio 
reduda fit 


x' - 4 - -r+ A 

3 


(kx -f- /) 3 n 


-ax 


Erit, elevando ad tertiam poteftatem 
- 4 - jAx 4 -i- zaAx’ -t- 3 A j x* 

»* a * j . aA’x A 1 =2 »(*x-4-/)’ 

*** 7 *7 3 


Sed propofitx tribus prioribus terminis x* ax’ •+■ bx 4 , nihil additum 
eft. Erit igitur 

- 3 b — a * 


b — t A -t j Sc A 

5 3 9 

a 1 

ftatim ergo oportet ut a dividi poflit per ternarium j alioquin eflet — quan- 

titas frada; atque ideo zA -t- velb quod eft contra hypothefim; po- 
nitur enim propofita a fradionibus libera. Deinde necefle eft ut exceflus 

ipfius b fuper a. dividi poflit per ternarium. Tunc autem facile dc- 

* ■ J _ • 

terminatur quantitas addenda. T rinomium 

a *b a* 

. X 1 mMm — X -t- 


elevetur ad tertiam poteftatem. Differentia hujus poteftatis «c xquatio- 
• nis propofitx dividatur per communes divifores, c quibus ille eligatur, qui 
prxbet cubum pro quoto •, fadum erit quod petebatur. 

Proponatur reducenda xquatio 

x*-f- 6 x’- 4 - x 8 x 4 -«- Z 7 x’-f. i 7 x*-Hpx-t- 3 =5 o 

• Hic ea 

a* „ • , tb a' t 5 . 

— — =;i8-iz “ 6 j — - — =3 — siaA 

. 3 . P 9 


a a _ . 

— ea z; a . — aJ ii} t) 

3 3 


Igitur 


(** + ix + z)> =; x < -*-<Sx’-4-i8x 4 .+.3zx»-«-}zx , -+-z4x-t-8 


Hu- 
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Hujus & xquationis propofitae differentia eft 
fX ! •+• If^-4- T J-JC f 

quam totam dividit unus numerus f , & relinquit quotum 
x 1 + jx’ 3* 1 — *(x i) J 

Ergo propofita rcdufta per extra&ionem radicis cubicae, eft 
x' -t- 2.x -4-z zz (x+ O^f 

ubi quantitas (x-+- i)i/f pofitive fumenda eft, quia propofita cubo minor 
eft , ideoque per additionem complenda. 

Si refolvenda proponeretur arquatio 

x 4 — px’-+- jjjd i -4-78opx* lj-j-itfx-t- if Jitfjc-*- 10376 =- o 

inveniretur 


a , tb — aa op _ 8 r 1 8 

5>a- - 4 7> }b - « -J- 1 

Eft igitur 

(x*— zZ x* — tf}* 1 -*- J3x*_ 3<Sx -+- 8 

Hujus & propofitae differentia eft 


=! A 


i2pdx J -4-777tfx 1 -+-ifffix-i- 10368 

negative fumenda, quia propofita cubo major eft, ideoque minuenda ut 
fiat cubus. Haec differentia divifa per 2 , dat 


648X 1 ■+■ 3 888x l 7776X -f- f 1 84 

in qua cubi non funt 648, & f 1 84. Iterum divido per 2, ut ipfa differen- 
tia divifa fit per 4} & invenio 

324*’ 1 5>44>r 1 3888X-»- 2fpl 

* • 4 

ubi rurfus cubi non funt numeri 324 & 2fp2. Iterum non divido per 2 j 
tunc enim differentia divifa effet per 8, numerum cubum, & non habe- 
retur divifor furdus. Differentiam ergo divido per 6 , vel primum quo- 
tum per 3, & prodit 

21 6x*-t- ns)6x' ■+■ tfptx-*- 1718 
ubi eft 

116 


Digitized by Google 


COMMENTARIUS 

ti 6 33 6 1 } >7iS s i:', 33 4ji =s 6 '.iii ss 854 = 3 tf.iz*i 

quare «quatio rcdu&a per extra&ioncm radicis cubicx, eft 
*’-J.v+i 33 — (<Sx 1 1 ) \'6 f 

16. Eadem «quatio fex dimenfionum reducenda proponatur per extra- 
ctionem radicis quadraticx. Additio terminorum eam complentium inci- 
pere poteft vel a bx 4 , vel a dx\ Incipiet ab hoc ultimo fi quatuor priores 
termini pertineant ad quadrinomium aliquod evefium ad fecundam potefta- 
tem. Aflumendum eft quadrinomium, quia radix quadratica ipfius x eft 
primus nempe terminus aequationis cubicx, qua: habet quatuor ter- 
minos. Ponatur quadrinomium illud 


X 1 -f. —x 1 -t- Ax -4- B 
i 


Eft 

J • : 

■+■ 1 Ax 1 -+■ zBxi -+- aBx* 

r x‘-f-Ax+B)* =3 x s + ax< + ^ +J AxVAAx' +iABx+B1 = 
* 4 

I • 

-+- iklx+P) 

& quantitas hxc pofterior utrinque addenda eft. 

Quoniam ponimus nihil addi quatuor prioribus terminis, erit 


b 33 1 A ^- } atque A 33 


__ 4b — a* 

“ 8 


_ , * „ A,ab — a 1 

i JczB-t-aA 33 zB-t-^— g — =3 ( i 


B 33 


unde 

8c 4 ab . 

16 


Hoc autem fi accidat, facile determinabitur quantitas addenda j fccus ad 
legulam Auftoris eft confugiendum. 

Determinabitur autem quantitas addenda, definitis A & B, ut fupnt} 
bine conficietur quadrinomium, cujus eve&i ad fecundam poteftatem dif- 
ferentia ab aequatione propofita, debet cfie multiplex alicujus binomii 
quadrati} quod ni fi inveniatur, «quatio reduci nequit hoc pa&o. 

Quantitas autem complens per additionem eft jungenda, quando propo- 
fita minor eft quam aflumta poteftas } & tunc radix erit rcalis > fed per fub- 

du- 
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duftionem quando propoGta major eft quam aflurata poteftas, 5 c tunc ra- 
» dix erit imaginaria. 

Sit, ex. gr., «quatio 

x* — 2x* + px 4 — tfx 5 -4- 4X 1 — ifiv — 17 m: o. 

* Hic eft 

a =5 2 j ~ :=3 I) b S f) b— =3 p — 1 — 4 } A =J 2 j aA H 4 * 
* 4 

c s <i c — aA =5 6 — 4 S i; & B S 1 

Quare a (Tumendum quadrinomium, evehendum ad fecundum potcftatem 

(x* — x 1 -+. ix — 1 )* 33 x*— 2x*-t-px 4 — dx J -+.<Sx l — 4x-*- 1. 

• Hoc quadratum majus eft quam propofita, quantitate 

2X* -+* I 2 X-+- tS 32 2(x’ - 4 - dx-4-p) =2 2(*+ })* 

Eft igitur redutta 

x’ x* - 4 - 2 X I s (x }) V2 

Si vero fuiflet 

x 6 — 2x’ -i- px 4 — 6 x ’ -+- 8x* 8x ■+. ip s: o 

ii icm invenirentur valores ipfarum A, & B; atque idem quadrinomium, 
cujus fecunda poteftas minor eft qium «quatio propofita, quantitate ea- 
dem i nempe i(x + 3)* * tunc rcduSa fuiffec 

X 5 — x’ -+- 2 X— I 32 (x+ 5)/-2 

Tandem fi fuiflet 

x* — ix* -+- p.v 4 — 6x’-+- 4X — 1 ox — 4 =: o 
dificrcntia tuiifet 

* ix’ ■+■ 6x - 4 - j 

cujus termini dividi nequeunt per eundem numerum, nec dant quadratum. 
Quare tunc propofita per hanc methodum reduci non poflet. 

27. In genere, «quatio ordinis» 32 w, reduci potefit per exttrfftio- 
rem radicis w»...mse , fi aflumatur polynomium ordinis r> fi hujus cocfficien- 

tes ad numerum r 1 determinari poffint per totidem coefficicntes xqua- 

tionis propofita; > & fi differentia inter polynomium ordinis r evc&um ad 
7 'om. IJ, Z po- 
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poteftatem m, tc xquarioncm propofitam, fit multiplex alicujus polynomii 
cvc&i ad potcllatein eandem m. 

z8. Determinandi funt coefficicntes ad numerum r 1 > nam primus 

terminus femper eft x’ ; fecundi cocfficiens femper eft — . Sed polyno- 

vt 

mium ordinis r habet r-t-i terminos; e quo numero fi fubducatur binarius, 
(numerus terminorum qui ftatim inveniuntur,) manet r 1 numerus de- 

terminandorum. 

zp. Ordinis i fit polynomium, cujus evefti ad poteftatem m aliquod mul- 
tiplex addi debet aquationi propoiitx, ut ea compleatur; illud habebit 
terminorum numerum j+ij & ejusdem potcilas m numerum terminorum 
habebit ms-t- i. 

30. Oportet ut differentia fit multiplex hujus polynomii evefti ad pote- 
llatem »», & quidem per numenun qui non fit eadem potcilas, ut invenia- 
tur divifor furdus; divifor enim rationalis inventus ponitur alio pa&o, fi 
quis adiit. 

31. Differentia divifa per communem diviforem, debet effe pottfflas m, 
ut ejus radix extrahi poifit, nec incognita habeatur fub figno, unde nihil 
conficeretur. 

3Z. In hac hvpothefi problema eft determinatum, quando 

ms -h 1 


plus quam determinatum , quando 


r fuperat 


Wf-4- I 


m — 1 




& contra indeterminatum, quando 

, e . t»s+- 1 

r deficit a . 

m— 1 

Nam ab exponente ahiffimt termini mr ad exponentem m funt termini nu- 
mero mr ms, qui comparamur cum totidem terminis polynomii ordinis 

r evefti ad poteftatem m, &C determinant totidem coefficientcs ipfius po- 
lynomii ordinis r, inter quos nunc rccenfeo primum 8c fecundum. Hujus- 
modi coefficicntes habet polynomium ordinis r ad numerum r-+- 1. Igitur 
problema erit determinatum fi 

(»r_ t_i) 

r -+- * ss mr — mf\ vel ms 1 ;=: mr — r zZ r m — 1) ; zs r. 

m — 1 

Sivero fit r-m minor quam mr ms, minor erit numerus terminorum 

, de- 
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determinandorum, quam numerus terminorum determinantium, Sc proble- 
ma erit plusquam determinatum. Tunc autem r-*- i -t-ms minor quam mr , 

Sc tns -f - 1 minor quam tnr -r , ac -- — p minor quam r j atque rdeo r ma« 

. tns -4- i 

jor quam — — p. 

Contra fi r-*. i major cft quam mr—ms, major erit numerus termino- 
rum determinandorum, quam numcius determinantium, Sc problema erit 
indeterminatum. Tunc autem r-t-rtts-t- i major quam rnr-, tns - +■ i major 

«r *+. i 

quam mr—r\ oc ^ — major quam r. 

Hinc liquet indeterminata efle problemata, quorum regulas tradit NEW* 
TONUS in hoc Capite} atque ideo quantitates efle determinandas ten- 
tando. 

3 ?. Hsec tandem intelligi debent, fi xquatio propofita nihil offerat quod 
problema determinet. 

34 . Hinc aliquando minui poteft numerus tentaminum. Ex. gr. Si pro- 
ponatur a-quatio, quam pio tertio exemplo N». III. pag. 146 . hujus, af- 
fert Auttor , nempe 


A 4 p*’ I f.V 1 TJX -t-p — o 


confidcro ultimum -terminum p efle quadratum } ut Sc ultimum terminum 
affumti trinomii, & quadrati 


(x‘ 4- A) 1 x 4 p.v 1 f- aAx- — - pAv •(— A’ 

8 1 

4 x* 

4 

quare pono A ~ 3. Hinc binomii affumti poteflas fecunda fit 


. 1 I0 f . 

x’ — . p.v 4 c.v . 


Z 7 X ' 


quae congruit cum aequatione propofita, in omnibus terminis praeter ter- 
tium. Eli nutem 

I2T**— ££ - 41*‘ a ^ 

4 4 L 4 i 

cfl quantitas utrinque addenda zquationi rcduftx , qua: c(c 


9 


x 1 


px 

z 


+■ 3 a 

Z z 



Pror- 


« 

i 
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Prorfus ut invenit nofter. 

Pariter in exemplo N». IV. pag. 147. hujus j ultimus propofita: 

x 4 lax' za*x 4- 4 4 zs o 

— ce 

terminus 4 4 , eft quadratus} hujus radicem a' ponendo pro A in afluat» 
trinomio, invenitur 

(*' — 4 x 4 - a ') 1 z 3 x 4 2 4 x* - 4 — 34V — ia'x 4- 

Eft autem differentia * 

(34’ — 24' 4- e')x x = (4*4 -t')x' 

Quare fit redufta 

X x 24X4-4 1 Z3 X / (4*4—0 

3f. Affumto polvnomio ordinis r, & eo elevato ad potcftatein m, pofl- 
fcnt,rjus fingulos terminos comparando cum terminis aquationis generalis, 
d-rerminari valores fingularum litterarum gracarum, quas NEWTONUS 
adhibet. Quo tafto quarendi fupereflent valores Diviforum, & leges qui- 
bus adftrifti funt. Sed praedabit rem in genere efficere pro m := vel 
pro redudione per extractionem radicis quadrayca. Sit ergo aquatio ge- 
neralis ordinis paris 

x 4— ax 4 — bx 4 -cx 4- dx 4- ex 4 -rx 4 - oCc. ~ o> 

in qua littera: romana minores a} b; c> dj &C} rcfpondent ordine mino- 
ribus f i qi r-. Si 8cc. Au&oris} & affumatur polynomium 

x 4 - 1 4- Ax' 1 4 -Bx r J 4 - Cx' 4 4 -Dx * 4 - Ex^ 4 - Scc. 

2 

cujus fecunda potcftas aquare debet propofitam ad quadratum completam. 

\ 6 . Coefficiemes Angulorum terminorum hujus quadrati, facile determi- 
nabuntur confidcrando exponentes fingulorum terminorum polynomii affum- 
ti conficere progreffionem arithmeticam , atque ideo aquales effc fummas 
hinorura aquidiilantium, & medii duplum, fi eorum numeras fit impar. 
Quare fi quaricur cocfficicns termini, qui in quadrato exponentem habet 

numerum parem 2 r 2 s cocfficicns primi termini, nempe unitas, duca- 

• tur in coefficientem termini , qui in binomio affumto exponentem habet 

r 25 } deinde coefficiens termini fectmdi in coefficientem termini pra- 

cedemis, cujus nempe exponens eft r 254- 1 •, & fic fempnr} hac fa- 

fta duplicentur , 8c lu mma dabit coefficientem quaGtum. Si vero expo^ 

nens 
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nens effet par, medius coefficicns quadrandus cflct, fic non duplicandus. 
Per hanc regulam inveniemur. 

terminorum in quibus eft coefficienrcs 

ir— r 

x a 

ir — x „ a 1 

X 2A -f- — 

4 

x ir ~ 3 aB aA 

aC aB A A 

& Gc de reliquis. 

37 - Nunc G atquales effent aequatio propoGta & aflumti polynomii 
quadratum, cGet, ad Gniftram feribendo Gmbola noftra 6 c Gmbola Au&o- 
lis ad dextram, 

b =! a A -t- — i unde b ~ s a A ss * =: a £■ 1 • 

4.4 1 4 

Quare 

. a* , , _ a« „ » 

aA =3 •- » & cHf c — — s aB — 0 — r —c*. 

a 1 2 

Hinc 

aBss -» AA= 4 - } d =3 aC+aBH-AA ; d-tfL“ss aC= v:=u-~p*_~ 
1 4 1414 

Hinc fexti termini coefiiciens 

aD-t-aCn-a AB — aD-+- ' 2 +*! - e , c- % - £ s t D =3 #- i-«y_ 1 .& 

a a a a a r ' a 

Zt cocfficiens feptimi termini 

iE+aD + aAC -4- B* =; tE+ sfi 

a a 4 

ac 

f a J «y 00 _ r . 1 s 

f — I — I — - = • = * — r y_ . 

Pariter cocfficiens termini oftavi . 

Z i aF 
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zF-f-aE-*- iAD-i- zBC zF - 4 - ~ - 4 - ^ 5=5 S> 


« S* ^ - jF - 

1 a i * 


v 1 r , r _ 

c zs a — — pi — — «J — iv. 

z z z 


Sed coefficicns noni termini 


aG -t- aF zAE-t* zBD -+.CC a zG+ =: h j 

z z z 4 


• h_ 2 — S-B - , G a 

Z Z 2 4 

Cocfficicns decimi termini 

. 4 • 

zH - 4 - aG - 4 - zAF -t- zBE -+• zCD =s zH 4- ~ -b - =3 ij 


. an 0i 

1 z z z z “■ 

Cocfficicns undecimi termini 

zT- 4 -aH-t-zAG-t-zBF-t- zCE-hDD — zI- 4- ~ --t- -- 4 - - srkj 

2 2 2 2A 


j_ a« an >;• ** _ , j _ ^ 

T z z z 4 ~ • 

Cocfficicns termini duodecimi 

zK-4-aI-4-zAH-+-zBG-t-zCF-*-zDE =3 zK-h ~ ~-4- --4- &+. - aflj 

2 2 2 2 2 


j an «4 0n — iK — A 

r r z z * ~ ~ • 
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.8j 


zL -+-aK-t- zAI -t-zBH-+- zCG-r- zDF-+- EE s iL .+. 

a\ «x /39 y>i A? st 

— -i b — h ■ — k — =: m> 

z z z z 2 4 

8c 

a* ** /39 vx At h _ 

m •— — — — • — «— •— 1 — zz iJL rz u. 

z z z z z 4 

& fic femper, Fa&ores 



jungendo ordine cum litteris grxeis, qua: propius accedunt ad finem in al- 
phabeto grxeo. Sic in decimo tertio erat in decimo quarto erit 

2. z 

»Jy 

in decimo quinto &c; Sc in omnibus terminis denominatis a numero 

impari jungendo quadrarum quart* partis litterx eo pertinentis. 

38. l^unc videndum quid accidat atquationibus lingulis finitis. Ec pri- 
mo quidem fit ir zz 4} ac r s z, polynomium afluamini ficr trinomium 

x x A 

z 

quare in coefficientibus quadrati cvanefccnt litter* omnespoftA; ut & 
in valoribus litterarum grxearum. Erit igitur, non mutatis coefficientibus 

fecundi & tertii termini, cocfficicns quarti aA zz — , & manebit 



Et ultimi coefficiens fiet 


A A zz — j unde d *- s y z) s — zz? 

4 4 4 

Ut NEWTONUS N°. III. P ag. 143. hujus. 

3p. Sit zr zz 6 ac r S 3, polynomium aflumtum fiet quadrinomium 

x» 
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x* *— x x 4 - Ax +- B 

i 

& cvancfi entibus Cj D> & c.i fient coefficientes determinandi, manenti- 
bus duobus primis , 

— i . 

Tertius 

— d 2- — - = i — rP 3 — r** — <T 

i 4 1 4 

Quartus 

_ r — i — t — l-afr 33 ■) j quintus B* S f — ^ 33 • 53 v— ~30 =3 i 
" Z i 4 4 

qui valores conveniunt cum NEWTONIANIS VII. pag. 14P. hujus. 
File quidem ponit ad arbitrium 

s — =3 y, y — i -*• ss f sa / — 7^ — 7** 

j 4 z 4 

fubflituendo pro y valorem. Addit etiam, alia de cauff», 

{9 •“ii 33 * 

4 

40. Sit 2r 33 8 j ac r :=: 4 ; habebitur quinquinomium aflumtum 
jo* +- ^-x i +- Ax’ +- B* 4 ~ C. 

X 

Evanefcent igitur Dj E> &c, & fient coefficientes, manentibus tribus 
primis , 


Quartus 


i-py— l~a(i i quintus f— ~ — ~33 «=3 v— 7 a >' — 7^ 
22 x z i 4 1 4 

Sextus 

g-|9y 33 £ 33 feptimus, h- 3 ^ — 1 = * - 7» 

i 4 4 

Prorfus ut NEWTONUS N 3 VIII. pag. lft. hujus. 
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41. Sit xr s2 10, ac r a fi erit fexmomium 


. 8 / 


— x 4 4- Ax’ 4 - Bx* +- Cx -f- D 
x 


S vanefcent igitur E> Fj &rc} & manentibus quatuor primis coefficicn- 
bus quales erant in N°. praecedente , fiet 


Quintus 


. a£ «y 00 _ t _ ^ 


- 0,3 


fextus 

— =3 £22 fl— — — 0y; feptimus h— — — ^22 ■)“ i— i-0#_ — yy; 

.ii z z 14 *4 

oftavus 

• A I , . ii _ , I 

1 - — 32 9 35 c— >— y<ri nonus k — -- — * S fl— — St 

ii 44 

Quos valores reperit Auftor N°. IX. pag. ifi. hujus. 

42. Sit zr 23 Ii} & r =3 6 . Aflumtum erit feptinomium 

x* -t- — x* 4 - A.v 4 4 - Bx> -i- Cx* 4 - Dx 4 - E. 

2 

8 c cvanrfcentibus F} G; &c. , manebunt quatuor primi cocfficientesi 
quales erant N°. 40. , quintus qualis N°. prxcedentc, 8c fient 

fextus 


a 1 r 1 

- — r — r — <> = a — rP l ~ r xi — 


0 y 


feptimus 

«_ &*_>£ _ ^ J^ <f _ *. 

1 1 4 1 




o&avus 


• 0 * y<J . 1 . 1 . , m W ,1 r 

1 — — 22 932 e—— 0i— — vrf} nonus k— ~ — — 32 x32 — ve — — tS. 

xz 1 1 1 4 14 


Tom. II. 


Aa 


De- 
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Decimus 

I - i S* s </ - •-/« i undecimus m— — — ^-s». 

i 2 4-4 

Qui funt valores inventi ab Audlore N\ X. pag. 163. hujus. 

Hinc, ni fi fallor, conflat quomodo facile liceat progredi in infinitum (ut 
re&e Ncwtonus N Q . XI. pag. ij*j. hujusj) in inventione harum quantita- 
tum. Nunc quaerenda eft ratio determinandi leget, quibus obftringuntur 
& faciliora redduntur tentamina. 

43. AEquationis generalis reducenda: , atque ideo data: cujusvis, duo 

J jriores termini femper refpondcnt duobus prioribus terminis polynomii af- 
umti & quadrati (N\ 14 pag. 173. hujus). Ergo primus terminus com- 
plendus in aequatione propofita, is cft qui exponentem habet tr 

quandoquidem nunc agimus de redu&ione per extradfionem radicis quadra- 
ticx. Afluamur ergo polynomium 

Jtx -f. /x -4- mx 3 -t-ox ^-t-px + qx .+. Sx &c. 

Hic evehendus cft aJ fecundam poteftatem j multiplicandus per », (nu- 
merum non quadratum, ncDivifor nat rationalis,) in ungulos terminos j 8c 
hi finguli termini jungendi funt terminis rcfpondentibus xquationis redu- 
cendae, ut ea fiat quadrata Sc :equalis quadrato polynomii aflumti N J . 3f. 
pag. 180. hujus. Hinc complebuntur cocfRcientcs inventi N« 36 ... 41. 
pag. i8i...t8<S. hujus. 

44. Coefticientcs polynomii N'. praecedentis , evefti ad fecundum 
poteftatem, facile determinantur per N"™ 36. pag. 180. hujus. > Cc termino- 
rum , quorum exponentes funt 

z r — 2} 2 r Si 1 r 4* 2 r zr — 6} 2 r — 73 zr — 8} &c., 

coefticientcs multiplicati per», ordine, erant 

nk' } znkl ■, wkm 4- ttl 1 ■, 2 nko 4- 2 nlm ■, 2 nkp 4- 2 nlo 4- nm ' } &c. 

Quare coefticientcs completi xquationis reducendx , & vere aequales 
cocfficicntibus quadrati polynomii aflumti, erunt haftenus 

b 4- nk x s 2 A 4- — } c4-2»l/sd 2B4-aAid4-2»i/w4-»/*p3 2C-t-aB4-AAj 

4 

c4- znko-i-znlm 5- 2D4-aC4- 2 AB ; f 4- znkp 4- z»lo 4- nrn 1 ~ 2E4- aDu- 
' 2AC4— B* s &c. 

. 47. Nunc idem polynomium N'. 43., a fine deferiptum , fit 

' « 
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'*4-jrx4- wx‘4- *# , 4-/x 4 4-sx*4- &c.' . 

coefficientes terminorum, in quibus x exponentes habet 

o> 'Ui }J 4> f> 7 \ 8j &c. 

erunt , ordine , per n multiplicandi , 

e* i izy\ ix.tu\-f } iaH-i}w, ixs+- iyu+- ww ; z«;4- lyt 4 - tuw ; &c. 

4<S. Polynomium affumtum, cujus fecunda poteftas aequare debet pro- 
ifitam, poftquam completa fuerit, pariter a nne deferiptum, fit 

S 4- Rx 4- Qx* 4 - Px> +- Ox 4 4- Mx 5 4- &c. 


po 


& coefficientes terminorum , de quibus igit N*» praecedens, erunt 

S‘i iSR; iSQ+-R*; 2SP4- zRQt iSO 4 - zRP 4- Q* i* 
2SM4- 1RO4-2QP; &c. 

47. Tandem xquatio propofita & complenda, pariter a fine deferipta, 


u 4 - tx 4 - sx* 4 - rx J 4 - qx« 4 - px ? 4 - 8cc. 

Erit 


u 4 -«&‘ c=J S*} atque S' u =2 n&' 

48. Quare » cft unus c diviforibus ipfius S 1 uj Sc quidem ita ut quo» 

tiens fit quadratus; ut praecipit NEWTONUS, dicens N". III. j pag. 

144. hujus, tenta fi n dividat QQ_ s, (fi quoti radix /it rationalis ; & idem 

prxeipiens de RR v, N°. VII. pag. ij-p. hujus; &: in genere N”. X. 

pag. ifj. hujus, quare numtrum quadratum , cui fer n multiplicato ultimus 
aquationis (reducenda:) terminus fui proprio figno adnexus quadratum numerum 
ejicit. Nam in genere & pro omnibus aequationibus intelligenda fuat haec 
verba, ut patet, quoniam in genere cft 

u 4 - nz. x ss S‘. 


4p. Quod autem praecipit Au&or, N 8 . XI. pag. if J. hujus ut, ad inve- 
niendum numerum quadratum , cui per n multiplicato ultimus aquationis redu- 
ccndx terminus fub proprio figno adnexus quadratum numerum efficiat , ipfi ulti- 
' mo termino reducendx, ubi n efi par , vel ejusdem quadruplo, ubi n eft im- 
par , fucceffive addantur 

jn; fn; 70; pn; nn; I3n; ifn; &c., 

(fi deinceps , donec fumma aqualis fiat alicui numero' quadrato , non fic intelli- 
gendum eft quali hx fummx efle debeant, ordine, ubi n eft par, ponen- 

A a 1 do, 
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do, more noftro, u pro ultimo cujusvis aequationis reducendae termino, 

uf #i u+- 3» ; u-f- f»} u+- 7«i u+- u+- n»i 8cc. 

feti ut cuique fummx addatur terminus fcquens in ferie allata i;a ut ex 
funnnx fint, ordine 

u 4 - n j u -i- » -i- 3» ss u +- 4» } u +- 4» -t- f» :=; u s>« j &c. 

Idem facile intelligitur quando n cll impar, ponendo nempe 4U, pro u. 
po. Conflat •fum.mam numerum imparium e ferie naturali arithmetica de- 
fumtorum, conficere femper numerum quadratum. Ergo ex Aucloris prae- 
fcripto , habetur femper numerus quadratus per n multiplicatus. Sit enim 
feries 

i } 3 ; 6 ■, 7 j u } .... i +- z C 

, % 
quoniaqj differentia efl z, erit C numerus differentiarum. Sed, pofl pri- 
mum, qui nullam habet differentiam , tot funt termini, quot differentixj 
erit ergo omnino numerus terminorum C 1 ■, quare fumma progreflionis 
Crit 

fcC-i- i -s- 1) (C-+-t) , „ VI 

S (C+ 0 

fi. Confideremus attentius cocfficientcs deferiptos in fine N ; . 44. pag. 
l8tf. hujus. Erat primo 

i* 

b -t- nk 1 zi zA -+, >- •, Se b —• -+-»* 1 e: tA S « + nk x 

4 4 

per N«"> 37. pag. 1S1. hujus. Hinc 
* zz lA »k x 

& * dividi nequit per n, nec per k , nifi A fit per n vel per k divifibilis, 
vel A s o. 

p 1. Eli autem eadem quantitas 

zA b •+■ — t>k x 

4 

/ 

coefficiens tertii termini } & quando a cll impar, etiam — impar cft & 

4 - 

fraftus ; integer autem cll 

a * 

• b =5 zA h — nk' 

4 

Igi- 
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*A — =3 o? aut — 
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Igitur, aut 

a' a* 

— tik' =; o j aut vel i A -+- — ; vel nk * 

4 4 


dividi poterunt per 4. Srd neque primum, neque fecundum, neque ter* 
tium fieri poteft, fi A eit quantitas integras manet ergo ultimum. 

. . a 1 a 2 

Non primum, quia tunc — zZ 2 A * eft autem — numerus impar, 

r ^ 4 

E cr hypothefimi & 2 A eft femper par. Eflet igitur numerus impar arqua- 

s pari. 

a a* a 1 

Non fecundum, quia tunc — as nk 1 ■, 8c — — »?&;» eflet numerus 

4 4 * 

quadratus , contra conditionem fecundam. 

Non tertium} fit enim, fi fieri poteft 

j' 

2A — sq x , numero intego. Ergo 8A + »‘ S 4* 


fed 8A eft ut & 4* numerus par: a' impar, & fumma vel differentia duo- 
rum numerorum , paris & imparis , femper cft impar , qua: tamen «equare 
debet numerum parem 4*. 

Hinc aliquando minuitur numerus tentaminum? nam difpiciendum eft 
a 2 

tin — nk 1 conficiat numerum divifibilcm per quaternarium. 

5.3. Erat fecundo . 


c ■+■ inii S tB + aA } vel , 


-4-nkf— 2 B 
— ss A =j 


nk' 


per N«»» 37. Unde 

a * , , a»£‘ _ , , a»£* 

c \-inkI — =3 iB 53 xnkl— 

22 2. 

per eundem N*" 1 37; Quare 

/9 a 2B- t -»t(- ii) 

Z 

Jc neque 6 dividi poterit per », neque per k, nifi fit vel B divifibilis per 
n vel per k , vel B 23 o. 

/4. Tertio erat 

d-t- tnkm •*■*?. ss 1C -4- aB ■+■ AA. . 

A a J 3c 
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d ~h wkm -f- r»/ 1 — zC — aB a AA s ( 


, #* mnk 1 n'k* , „ 

d — — — — — -4- inkm -*-n/ — i C 

4 1 4 


n . ,, ««*' )8 
= B =3 *>A/ .+. — 


per N" w praecedentem. Hinc 

. afl «* «»A* «'A 1 , aVaA 1 ,, — , 

z 4 2, 4 4 

y __ — -I- V (— — ~ ) -t- ^(zjww — ao/j -4- »/* 

4 4 1 

per N** 97., vel tandem 
#»£ 4 a 1 

y =J iC ■+■ »( H **(—-!■ — ) +A(iM-a/) /') 

4 4 1 

& y dividi non poterit per n, nifi vel C dividi poflit per », vel fit C zso. 

Sed y tunc dividetur per k quando / a o & praeterea vel C divifibilis per 
k , vel C =3 o. t 

fj. Erat quarto 

c - 4 - iwi* -+- wlr» sa iD - 4 -aC zAB 
Eli autem 

_ ay a»' A 4 ,, .a 1 » a«». ,, a 'nl a *r 

*c=s r— • 


_ «0 a»’* 4 .... a«». ,, 

zAB S — — ■+■ n'k*I-b k 1 ( — — — ) -+- *tiki 

z 4 24 


Erit igitur 


e -1- -4- i»/» — zD+*^+-~ — ^ -+- &'k}l - 

2 2. o 

.a 1 » a«» . . , , a 1 »/ _ a»/ 1 

(-5- — — -4- P») -4- * (a»« — «/>/) H 

o 1 * X 
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Hinc 


ipl 


.... ah» a an /3», ,, a 'nl 

2D — • n — n k I — k' (-^ — k(i nm — — -t- «nl ino) 


8 

a»/ 1 #0 flty 

+ c+ znlm .+. — •— — 

t z z 


_ .... a’» a** 0«, , . a*«/ 

2D g H> k l-\rk ( g- — — -4- k(znm — — — f. «nl — ino) 

, uni' «(i «y 

z z z 

per N**> 40. pag. 184. hujus. Quare neque i dividi poterit per *, nifi 
ut aut D per n divifibilis , aut D s 0) neque per k , nifi evanefeat 
a nl 1 

znlm-t~—^~ , £c prxterca vel D dividatur per k , vel iterum fic D =5 Q. 
ftf. Quinto erat 

f -+- 1 nkp -t- znlo -t- nm' =3 zE -4- aD -4- a AC -4- BB 
Eft autem , 


aD =; 


|aV * 4 a n'k'I 


16 


... a 4 n a «n a /3», 

'K( TT- 4 " "T —)■ 

16 4 4 


,, a ‘nm a 'n/ z*nl . " a*»/ 1 «i 

*( — •+- -+- -4- a»/« -4- ■ — - -4. 

1 4 4 4 2 




»'k 




*ACS-T + A4C 8 


»*«/. 


fr • / ”*** wV‘- 4 -»y^ 


P. .. . /i na. -r-rotr 

~) -4- k\n‘m — -—) -4- *‘ (— 5- — h — Q 

z 042 


_ a *»4 «»** 

-f. nxTH — — I - 4 - - - 4 - 1 — ■ 

Z Z t 

atque 

BB =3 — -t-k' (n'r -???) -> 

1« z 4 ^4 


Quare 




8 4 


f 4 . -+- 2 «/a - 4 - «W 33 zE — 

o 

«.■„ _b£') + « 5— + -£2 _ i? - ^ _ 1*2 + 2, . 

z z i> 4 id 4 A ' 


A(«w* 
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tp» 


K 


, *»m n’»/ . „ 

mm — a*/j/ a no -+- F.nl) •+- 

i 4 

, a’«/‘ ay ai 0* 

i.nlm n i- — -t- ■ i- . 

4 * i 4 

Unde facile deducetur , quod 

^ «v a<f 00 __ 

r r 4 " ‘ 


«»r 

(- 

2 


per N 1 "” 41. pag. r8f. hujus, dividi nequit per », nifi vel E dividatur per 
n , vel E s 0} neque per X: , nifi 


a«/‘ , a *»/* 

— • -+~a«.V» -+- — 2»/a — »»>’ — o 

. 4 4 

& prxtcrea vel E dividi poflit per k, vel rurfus Eso. 

57. Infpiciendo coeflicientes deferiptos N 9 . 44. pag. i8<S. hujus, confta- 
bit tot efle coeflicientes, qui dividi nequeunt per », nifi prxcedentcs 
omnes vel nihilo xquentur vel per » dividi poflint, quot funt litterx As 
B;^C} &c. in polynomio ordinis r, quod eve&um ponitur ad fecundam 

poceftatcm. Sunt autem in eo hujusmodi litterx ad numerum r 1 ; quia 

polynomium illud habet terminos numero r-t-i } quorum primus cocfficien- 
tem habet unitatem j fecundus datum a. Nunc confiat idem accidere lit- 
teris grxeis * } 0 } y, i ■> Scc. 

Quare, reflre monet Au&or N". III. pag. 145. hujus,» non quaeren- 
dam inter divifores unius «, quando xquatio reducenda eft quatuor dimen- 
fionumj tunc enim r 1 — t. 

Et N°. VII. pag. 149. hujus, non quttrendam inter divifores duarum 

priorum (unam enim ibi addit fruftra) , quia tuae r 1 es z-, xquatio 

nempe reducenda eft fexti ordinis. Item N*. Vili. pag. 152. hujus, non 
quxrendam inter divifores trium priorum. Nam xquatio reducenda eft 

ofto dimenfionum, Ct r 1 tx J. Quod etiam obfervat in numeris fe- 

quentibus. 

p8. Reducenda ordinis 2 r habet 2 r coeflicientes> pro fingulis haben- 
tur fingulx fubflitutioncs demto primo. Habebuntur ergo litterx grxcx 

2 r 1. Sed afflimta ordinis r habet coeflicientes determinandos r - — 1. 

Erunt ergo 2 r-t— »--4-1 1 — r> litterx grxcx , in quarum valoribus 

nihilo xquales erunt r pofteriores litcrx in aflumta, nempe 

Sj Ri Qt Pi O} 8cc. 

quare hi vatores ad numerum r, habebunt n pro communi divifore. ITxc 
optime congruunt cum iis qux tradit Au&or N°. 111 . pag. 141. N°. VII. 

P»g< 
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pag. 145. N 9 . IX. pag. ipz. N*. X. pag. ifj. hujus. Patet autem pro- 
grcflus in infinitum, quia fi xquatio reducenda fit in genere ordinis zr, 
quaerendus eft numerus » communis divifor quantitatum, in genere de- 
icriptarum N°. 37. pag. 1 81 . hujus, ad numerum r. 

fp. Jam in omni tentamine, cujufcunquc ordinis fit sequatio reducenda, 
poni debet 

A «-*■”** , per N*» fi. pag. 181. hujus. 

B =3 ~ per N*!”» f3. pag. i8p. hujus. 

4 

• 

d — A A — aB ttl . , , . 

C =3 b»km, per N' 1 ” 54. pag. ipo. hujus. 

e — aC 

D :=: — AB + nko -b t»lm , per N*. w f J. pag. ipo. hujus.' 


_ _ f — BB — aD — »m* _ , XT , . 

E S 3 AC-HJijM-»* j per N*<* p 6 . pag. ipi. hujus. 

1 • 

• 

Et fic femper, donec deveniatur ad ultimam litteram S, cujus valor V (u 
inventus eft N°. 48. pag. 187. & N” 4P. po. pag. 187. t88. hujus. Difpi- 
ciendum igitur eft an hi duo valores conveniant, quoniam uterque deter- 4 
minatus eft per conj eduram \ ultimus quidem via explanata N« 43. & 
fo. citatis i primus via explananda dum tradetur quomodo detegendi fint 
valores ipfarum k-, /; my 0 \ &c. Ex his, qua: generalia funt, facile de- 
ducuntur prxeepta peculiaria , quse pro aequatione ofto dimenfionum tradit 
uofter N 9 . XI. pag. 1^4. hujus j obfervanJo illum feribere Q_ubi nos Aj 
illum R ubi nos B* convenire in ultimo termino S, & in aequatione re- 
ducenda me non iisdem uti fimbolis, quibus Newtonus. 

60. Quod autem addit lococitato, cfle debere h (nos dicimus z) , nu- 
merum ipfi S refpondentem , aequalem his tribus 

2 R S — w zQS -4- RR — v — ntri _ pS ■+. zQR — t — inlm 
ir.m ’ ini ’ mk 


facile deducitur in genere e coefficicntibus , quos incipiendo ab ultimo ter- 
mino, defcripfimus N” 4f. & 4 6. pag. 186. hujus : unde patet efle pro 
termino fecundo ab ultimo 


_ _ or , 2SR — t 

inz.y-*-t — zSRj atque z =: — — — } 


II. 


pro tertio verfus primttm 
Bb 


2 »* 
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t*4 

» « 

a»j6w-+-»/-+-s “ aSQ_-+-R', & z. =3 2 ?Q k ±. R -.jr±r_”7 . 

1 /nv * 

pro quarto pariter verfus primum 
zttV+wjWi. r = aSP + RQ} Ce s =3 - S P + 

Ex eodem numero facile deducentur reliqui valores, quorum ultimus ille 
erit, qui habebit uS, & ut nofter p S. 

Quoniam autem litterx majores determinandx funt numero r 1 j & 

ultima S ordine jungitur cum prxcedentibus, ad numerum r — 1, Cc 
prxterea cum a, coefficientc fecundi termini in reducenda} erunt ergo 

hujusmodi valores ad numerum r 1. Sic au&or loco citato invenit tres 

pro xquationc o£to dimenfionum } quatuor erunt pro decem > quinque pro 
duodecim} atque ita porro. 

6 1. Quod autem S jungatur cum prxcedentibus coefficientibus fui po- 
'lynomii, nempe cum R} Qj P } &c. 

Et quod A} B} C} &c. jungantur cum fcqucntibus} item quod z. jun-- 
gatur cum 7} v, & C} quod k-, l\ m &c. jungantur cum fequentibus, 
tc ad.quem numenim facile conftat c formatione fccundx poteftatis. Nam 

• 

Polynomium aflumtum 

m' + ~-x' 1 ■+■ Ax r— 1 Bx r— 3 -f. Cx' 4 -4-Dx r 5 -t- Ex r 6 -*■. Sc c,.. 

cujus quadratum xquari debet propofitx, poftquam ea completa fuerit,, 

habet litteras majores A} B} «c., determinandas ad numerum r 1, 

(N°.*f7. pag. 1 91. hujus). Harum quxvis, in quadrato , per multiplicatio- 
nem jungitur cum coefficientibus omnium polynomii quadrandi termino- 
rum , primo non exclufo} invenietur ergo in r j terminis quadrati. Ha- 
bet autem quadratum illud terminos numero ir-t-i. Sunt ergo omnino 

• termini numero r, e quibus abeft littera quxvis} &, demto primo x ' r , 
qui cocfficientem haboi unitatem} demto pariter fecundo, qui habet coeffi- 

cicntem a determinatum, manent termini numero r z, e quibus abeft 

littera quxvis major determinanda. 

Eft itaque prima A inr-f-i primis terminis quadrati, incipiendo a ter- 
tio ejusdem termino} abeft ab r 1 pofterioribus. Ultima S invenitur 

in ultimis terminis r-*-t} abeft ab r z prioribus. Secunda B eft in 

r-+- 1 primis terminis quadrati incipiendo a quarto} abeft a tertio, Sc ab 

r 3 pofterioribus. Penultima R invenitur in r-t- 1 ultimis terminis, 

quorum primus eft quadrati penultimus} abeft ab ultimo &ab r 3 prio- 

ribus, Stc. fqmper intelligcndo quamvis litteram abefle a duobus primis. 

• 

6t. 
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* >r 

61. Sed aliud affumtum polynomium, quadrandum Sc poftea per n mul- 
tiplicandum , nempe 

0 

- r — r . r— 1 r— i r— 4 r — c r— 6 r— 7 # 

kx -f» *X -4- WX J 0X ^ px ’ JX -4- ;x -4. occ. 

* 

terminos habet numero r, & totidem cocfficientes determinandos k, l ; »»; 
&c. Horum quifque per multiplicationem jungitur cum fequentibus, quo- 
rum numerus cft r i. Sed & quifque coefficiens quadrandus eft, v«l 

(quod idem cft) quifque coefficiens jungitur cum omnibus, illo ipfo non 
cxclufoj invenietur igitur in terminis numero r. Illud autem polynomium 
quadratum terminos habet numero xr i; quare quilibe» coefficiens ab- 
erit a terminis numero r 1. 

Sic terit in r prioribus, & aberit ab r 1 pofterioribus; / erit in r 

prioribus, incipiendo a fecundo, & aberit a primo & ab r z pofterio- 

ribus: m erit in r prioribus, incipiendo a tectio, & aberit a primo, a fe- 
cundo , Sc ab r 3 pofterioribus : &c. 

6$. Cum per N*”» 47. pJg. 187. hujus, fit 

u -+- nz? zz S* £3 u+s(C+i)‘ " . 

per yo. pag. 188. hujus; erit 


* £3 C ■+• 1 


Sc numerus z, (vel b apud noftrum N*. XI. pag. 173. hujus) definitur ex 
numero additionum, quse fiunt ad ultimum propofitx terminum,, fecun- 
dum N“ m 49. pag. 187. hujus, coque lel integro vel dimidiato. 

Sic in exemplo , quod loco citato affert Airaor, ut fiat S* £3 o, duae 
funt facienda: additiones, 

• • 
prima zo -4- f zz I f; fecunda 17 + i; S o 


& numerus ipfi S refpondcns eft 1 zz , quia nempe n eft impar. Pari- 
ter ut inveniatur S* £3 zy, tres facienda: funt additiones, nempe duas jam 

✓ 2 

deferiptx, Sc pra:terea o .+. Xf zZ zy, Sc cft numerus tunc ipfi S ref- 


pondens. 

<54. Ex eadem aequatione facile conficitur effe S quantitatem integram, 
ubi z. cft integra, & viciffim. 

. Nam aequatio reducenda ponitur a fra&ionibus libera; ideo eft u quan- 
titas integra; integra patiter ponitur »; ergo &c. 

<Jy. Nunc dico quod, fi S cft quantitas frafta, nullum alium denomi- 
natorem habere poteft, quam binarium; Sc quod tunc n eft numerus im- 
par atque unitate fuperans multiplicem quaternarii. Nam, quia eft u 
quantitas integra, Sc 

. fibt u a 
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quantitas iptegra debet efle S' quare fi fra&ae funt S 8c ne- 

ccflario habebunt eundem denominatorem i unius pars alteram deitruet, 
Sc reliqua conficient quantitatem integram. Ponatur 

- _ A _ AizC 

Sa A !{t * s “r 

Erit 


S* nz' a 


* — ^ »A'+- mAC nC’ __ 


£> 


au. 


Ut hujus quantitatis pars deftruat ipfam ~ , oportet ut » exponatur per 

numerum aliquem unitate au&umj fit 

» a D •*- i 

fubfiitutionc facta , erit 

A' — DA -A'X- iDAC+L *-AC - DO - C 
ua j; 

Sc, delendo qua: fe deftruunt, 

* _ DA 1 +- iDAC zAC - D O - C 

qua; debet efle quantitas integra. Statim confiat poni non polle 

* — D 1 } tunc enim A' — {D 1 ) A a A* DA' -+- A' 

neque pars partem deftrucret. Debet autem reliqua quantitas efle integra. 
Sil# & D ponantur divifibiles per B ■, ex. gr. 

.. zAC-*-DO -+.0 lEC+FO C 
A a BE & D a BF, manebit ^ £ •+• — 

Praterea erit S a j- a E, quantitas integra, & manebit u quantitas fracta. 

Si A & C ponantur divifibiles per B j erunt tum S tum z quantates in- 
tegrae. * * 

Igitur nullo paao fieri poteft ut fit B divifor ipfius A. Cum tamen 
quantitas fupra deferipta debeat effe integra, ponatur D S B'F j habcbicur 


Dpdzod by Google 


AD CAPUT V. 


\V7 


u =5 AFZLACF 


- iAC — C' 


CF' 


unde vel i AC & C ’ , vel tum C tum C*, dividentur per B\ Si non C fcd 
zAC dividitur per B ’ , erit B =3 z & C zi. zG. 

Si tum C tum C* dividuntur per B‘ > quoniam coefficiens termini penul- 
tjmi pnebere debet quantitatem integram v & ille dat. 


t zz zSR iftzy zi 


z^R 


znzy 


etiam R dividentur per B. Hinc per coeffieientem tertii termini , ab ul- 
timo, etiam Q_ demonllrabitur divifibilis per B , & procedendo verfus 
primos terminos, reliqua: litterae majores, donec perveniatur ad A} qua: 
pariter dividi debet per B , vel, quod idem eft, ede ejus multiplex} non 
ergo erit A nec lA quantitas fra&a. . , m 

Tunc autem (N°. fi. pag. 188. i8$. hujus), ^ ni’ dividi debet per 

4 

* * 

4> ita ut fra&io — deleatur, & maneat quantitas integra, ponatur crg<». 

4 

k zi x £■ ■— , manente *• =s D -t- i zi B F i 
2 


a ,, _ a 

■ nk Zi . 


eritque- 


B’Fx l — +L B l F&x -p. a* — 


B'Fx’ 


x' 

4 


B‘Fx l 

ubi quantitas integra ede debet } nequit autem niG B ■zi t, quod 

4 

erat unum. 

66. Dcmonftratum autem eft ed*e 

« "zs D i zi B'F -t- t } ergo n z: 4F 1 

■ Quod erat alterum. 

67. Nunc fubftituendo 1 pro B , fiet 

» • j4Q Z 1 ! 

u = A’ zAC^L C'F 

4 

Sc debent integra: ede ac — } erga 
a 4 

Bb 3 Cxz. 
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Quare 


u ■+■ n&‘ s S* s u + foE + 1) ( ~ +7 AG -+- C) 

& 

4 S 1 — 4 u-»-( 4 £-*- 0 {A 1 ir AfAF ■+■ F) 

Igitur quando valor ipfius S invcftigandus eft per additionem prxfcriptam 
N°. XI. pag. ifj. hujus, atque ideo per numeros integros, additio impa- 
rium ipfius » multiplorum fieri debet non ad ultimum reducendae termi- 
num, fed ad ipfius quadruplum j & quadrati fic inventi radix erit zS , ut 
monet nofter loco citato. 

68 . Hic, puto, locus eft explicandi ratiocinium Bernoullianum N°. tz. 

pag. 1 6 p. hujus, quod mihi quidem obfcurius videtur. Ibi ponitur p, fim- 

Dolis Au&oris, &c anoftris, numerus par> impar autem r vel r, & demon- 

ft ratum eft efle k numerum integrum. Dcmonftrandum eft efle jJ expref- 

fionem fallacem, quae mentitur numerum parem, cum revera fit impar. 

PP PP 

Nam, quia p eft par S3 z A\ integer erit — zz A'-, quare q — 

4 4 

q A* - S « , erit numerus integer ; par vel impar nihil refert j ergo 

tum «p, tum pQ^ erunt pares. Sed r impar .eft , per hypotheCmj ergo 
PQj—r eft numerus impar. 

ffl ctp 

Jam, aut A eft par, aut impar; fi par, impar erit r — A — 3 . Sed 
n efle debet numerus integer, & divifor ipfius /3; ergo n impar eft. 

p a ct 

Si A impar eft, oportet ut impares fint tum tum « j ergo — eft 
z z 4 

• r n. v a * 4 S aa 

quantitas fraCta; quare £ ~ s ~ =s - — . 

Par autem eft 4 r & impar, aC n fumitur divifor denominatoris , qui 

3 

conftituit valorem ipfius £ vel zfr ergo « impar eft i ut & k rs — . Qua- 
pe etiam eft impar. Sed 

inkl zz pQ^ — r 

eft impar, quiapQ. r impar eft; impar eft faftor igitur & z/ impar 

eft, quamvis fpcciem prxbcat numeri paris. Sit ergo. 

z; = z, t , , ern / a , k W _ 42l#-sa±* = QQ-» 

* 4 
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Zc eft s quantitas integra; quare Q.eft quantitas frafta denominatorem ha- 
bens i ; atque hujus fra&ionis numerator cft impar. Sit 


70. 


0 .= HSLi, eri, Qft-' = 


Erit 


__ i±^ 4x-*.4x'—4s 

n S ity+ 4 / 


1 •+• 4( 


4 r— r-A 


Debet autem » cfle numerus integer, quare ad integrum revocabitur fra- 
Sio valoris praccdentis, & w^quabit quadrupli multiplum au&um unitate. 
71. Hasc rc&c procedunt quando fra&io 

±- x -j-x' — s—y—y* 

1 ±T 47 -+-47* 

• 

(qua prabere debet numerum integrum, & per 4 multiplicata unitati jun- 
genda cft ut inveniatur ipfius n valor) eft poiitiva. Si vero ea eflet nega- 
tiva, tunc valor ipfius n eflet negativus, & deberet n unitate minor cfle 
quam aliquis multiplex quaternarii j atque aquatio reduceretur per radicem 
quadraticam imaginariam. Vclut fi, proponeretur aquatio 

x< — 3x>-+-44X' — 1a3.v-f.p7 =: 0. 

Hic eft 


a s -y. 


a 

z 



-a + -;b S-f-44; c a — 113; d a-f-p7 

4 4 

Ideo 



176 — P . 167 _ _ £01 

4 ■ ~ 4 1* 8 


c 


a at 
z 


atque 


— 1 2.3 -4- 


f£I 

8 




p84-4- foi 
8 



Pariter 

— *-r8Ro . 27889 _ 1 f f 1— z 7 88p i(53?7 . 

7 =*V ld -4 Ta 

Diviforcs ipfius p .funt 3; 7; 13; & ipfius { funt 3; & 8779* communis 

• eft. 
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eft unus, j} qui a quaternario deficit uniute 5 ergo aquatio propofita per 
cxtra&ioncm radicis realis reduci nequit. Sucno n s; } > & tento an 

4 _s 3 * (quia nempe a eft impar) rem conficere poflit. 

Eft ergo 

a | _ 11 & — 4^1 _ 0 tdt _ 

~ 4 * ** . ~ 8 5 5 

• i 

Quare 

£_ fi. a 

4 4* * 


4 


VZj 


Hinc facile invenitur 


-»-»** _ 147 ?• 4P _ > 67 - 1 47 

2 ”8 14” 8 *■ x 

& 


la A 


AA aa > AA_d a z S- 97 a il^l 88 - _ 1*2 
4 4 4 4 

Hic numerus divifus per n =s — 3 dat cujus radix eft +7 ~ ~ /. 

Quapropter aequatio propofita reduci potefl, & prxbet 

x' ~X -K £• S3 ( ~X — — ) V J. 

2 2 2 2 * 

ft 

72 . Si quis vero Tumeret 

t f .7 n . 

. m ‘ fx-»- L - ( TJC __ r ) ^ r 


vel per aliquem alium numerum imparem unitate fuperantem numerum qua- 
ternarium, & utramque partem quadraret, nunquam conficeret aquatio- 
nem a fra&ionibus liberam. Oriretur enim in exemplo nollro 

x 4 jxi -f- 6 8 —x* ioox-»-ip 7 

qut tamen reduci poteft multiplicando per 2 , & adhibendo primam e dua- 
bus 
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bui methodis, quas BERNOULLIUS tradidit N*. 18. pag. 171. hujus. 
Sic enim erit 

zx 4 — 1 37*“ — 400*-*- 3 1 f 32 0 
• 

Nunc ponatur 2X — y , atque ideo»; si) w' s 4; ra> 328. Subftituen» 
do 7 pro x , ac multiplicando tertium propolux coelhcientem per z, quar- 
tum per 4, & ultimum per 8, prodibit 

j 4 67 , -*-Z 747 I itfoqy-»-zfto 33 o. 

Erit igitur 

SI tl' a* 

a 23 — 6 i r — - 3 5 — 23 -4-P} b — — 33 274 — 9 23 2(5f 23 « 

1 4 . • 4 

• Hinc 


a* _ , , «* _ 70227 

7 " ~ 3 'l«f =5 -7P)i & 7 - •+-- • 

2 4 4 

Quare 


a<* 


r* =3 1600-4-757 33 — 807 =3 ( 3 , 

5c 

, *» _ • /OZlf ffOFJf 

d — - a ifio — ~~ =3 ~ saf. 

4 4 4 

Divifores ipfius /3 funt f> 7} 23. Divifores ipfius £funt f; 23; 72$. Qua 

re aut n =3 — f . aut » 33 —23. Sumo » 3 — f. Erit — 23 — — r 22-4-161 

n — f 

& k =:-4-7i VC 1 * “ -4-23. Sit k 22 7} erit ~ 23 3 }}&^ 23 — 3.7 33 — 21. 

_ zk /3 , c , 

Quare j-- ~ 33—21—33 33 —44 33 z/ } & / 33 —22. 

Jam 

1( 'f 33 10 33 A } & A A 33 tao 


z 


ac 


A A — d 33 100 — 2J20 33 — 2420 } & - 33 — 23 48423 (— zz) 1 ^/ 1 

Ii/» . II. C c Eft 
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Eft ergo xquatio redufta 
f — V-*- 'O = (7 y — 1*)V — r 

Jc reftituendo 4v’ pro y x j ac zv pro 7 , & terminos omnes dividendo per 4 

x' 2-x-s- — (— x — J V r 

z z z z 1 


Si vero pofuifiem n ~ f redu&io fieri non potuiffet. 

Qux fupra N" <5f. pag. ipf. ip5. & <56 pag. IP7. hujus, demonftrata 
funt, fic in genere poliunt oliendi. 

73. In polynomio ordinis r, quod quadrandum aflumitur, eft 

a coefliciens termini , cujus'cxponens cft r 1 

A cocfficiens termini, cujus exponens cft r z 

B,coefficicns termini, cujus exponens eft r 3 

&c. 

Sed 8c aliud affumitur polynomium quadrandum ordinis r 1 , cuju» 

finguli termini multiplicandi funt per ». In hoc cft 

k coefliciens primi termini, cujus exponens cft r 1 

l coefliciens iermini , cujus exponens eft r— z 

rn cocfficiens termini, cujus exponens eft t 3 

&c. 

Quare fibi rcfpondent . 

a & A &/•, B & w; C & «j D & E Sc jj &c. 

74. Coefficientes completi , deferipti N°. 44. pag. 186. hujus, ita funt 
comparati, ut fimul adfint vel abfint quadrata litterarum refpondenttum. 

Frgo fi qua littera major fit quantitas frafta, etiam ei refpondens minor, 
debet cffV frafta, ita ut utr.ique habear eundem denominatorem, (ut prx- 
cipit Auftor N* XI. pag. 173. hujus, de S & h R & w; Q.&/i i) 
& ita qm lem ut minoris quadratx 8c du£V« in » pars vel deftruat quadra- 
tum fra&um majoris, vel cum co conficiat quantitatem integram. 

7f. Sed prima determinandarum littera A, primum cft in tertio fui qua- 
drati termino, cujus exponens eft zr Z; littera / ei refpondens primum 

eft infecundo fui quadrati termino, cujus exponens cft zr 3 vN'_' 61 

& <Sz. pag. 104. hujus), & fic de reliquis. Igitur femper primus termini 
illius cocfficiens completus in quo eft littera aliqua major M, caret littera 
minori , quae ei refpondet, & qux indicabitur per /. Igitur fi M fit quanti- 
tas fra&a, coefficiens ille manebit fra&us, contra hypothcGm-, nec fieri 
poterit integer quin tora xquatio multiplicetur per ejus denominatorem j 
atque ideo ejus primus terminus, quod rurfus eft contra hypothcfim $ nam 

w- 
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tacite ponit NEWTONUS primum reducenda: terminum cocfficicntem 
habere unitatem, & integram efle xquatioqem reducendam. 

7 6. Atqui littera illa, in primo termino in quo eft, ducitur in 2} igi- 

tur ille terminus poterit efle integer fi M fit quantitas frafta denominato- 
rem habens binarium. * 

Si quis hoc ratiocinium exemplis illuftratum cupiat, infpiciat coefficien- 
tes completos deferiptos N°. 44. pag. 180. hujus j 6c videbit coefficien- 
tem tertii termini in quadrato efle 

b ■+■ nk' S lA + 

4 

in quo primum eft A, & in quo non eft /, quae ei refpondet. Igitur, ne- 
gligendo quadrata poftea confideranda, fi eft A quantitas fra&a, vel denomi- 
natorem habebit 1 , vel aderit fra&io in coefficiente, quod efle nequit, quia 
ponitur b coefficicns propofitas , quantitas integra, & cft 

_ b ~ 2 A nk 1 

4 

Pariter coefficicns quarti termini in quadrato, eft 
c -f- 2 nkl s tB + aA 

in quo non eft m , littera refpondens ipfi B } unde & hic fponte redit ra- 
tiocinium prxcedens, 8c fic de reliquis. 

77. Si vero primus propofitae terminus alium haberet cocfficientcm,prx- 
ter unitatem, propofita eflet transformanda in aliam, cujus primus termi- 
nus cocfficicntem haberet unitatem, & transformata eflet reducenda, at- 
que in ea vim fuam haberet ratiocinium prxcedens. 

Quare vere nofler N". XI. pag. tfj. hujus, addit pofle S & k\ R&w; 
&c. , efle fraftos , denominatorem habentes binarium Ponit enim altiffimi ter- 
mini cocfficicntem in reducenda efle unitatem , quod jam monuimus. 

78. His pofitis, reliqua facile dcmonftrantur in genere. 

Sint, ut fupra N°. 74. pag. 202. hujus, quantitates frattx & refponden- 
tes M & /. Quoniam utraque eft frafta & denominatorem habet bina- 
rium, utraque eft impar. Sit ergo 

M a & / = 5 t±i 

2 2 

Erat in eodem coefficiente 

M* _ 4N+ i - 4T* - 4»T - » 

4 

v C c 2 fi 
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fi n eft numerus pofitivus. Tunc autem eft 

quantitas integra; fed manet fra&a 
i n 

4 

qux fraftio deleri nequit nifi n confiet ex unitate & ex quaternarii multi- 
plo. Si vero ponatur 

r — m i — 4« _ i 

n =5 4« -i- i , tunc s — x. 

4 4 

Tunc ergo debet n efle numerus impar, qui per quaternarium divifus re- 
linquit unitatem , ut nofter pluribus locis. 

7P. Sed fi n elt numerus negativus, fiet 


M*— nt' =! N‘ -+- N-u* nf «y u- 


1 +» 
~ 4 ~ 


te delebitur fraftio fi » confiet ex multiplo binarii unitate minuto. 
6 ponatur 


n =3 iz, — 1 , ent, 


I Iz, — I 


1* 

4 


e 

a 


Nata 


qux erit quantitas integra fi a = wj atque ideo 
» S3 4 * — I . 


Hinc, fi » eft numerus negativus impar, unitate deficere debet a multi* 
pio quaternarii, ut j ani obfervavimus N°. 71. pag. ipp. hujus. 

80. Si quis in propofita & reducenda toeffeiem termini fecundi , vel quarti , 

vel fexti , vel alicujus denominati a numero fari , fit impar , n numerus 

impar. 

Haec regula generalis facile deducitur e N # . X. pag. if 3. hujus, & e 
prxccdcntibus; ad eam in genere demonftrandam utiles erunt fequentes ob- 
fervationes. 

81. Exponentes terminorum denominatorum a numero pari, funt impare* 
in quovis binomio evefto ad fecundaro potellatem. Quare horum termi- 
norum coefficicntes in utroque polynomio afiumto Sc quadrato, confillunt 
ex binis reftangulis, fine ullo quadrato (N’. 36. pag. 180,, hujus.). Er- 
go, fi binomium aflumtum copftat c quantitatibus integris, hi cocfficientc*^ 
funt pare*. 

• . . Ex-. 
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r— I 

ax 


Ex. gr. aflumatur quadrandum polynomium 

. Ax ,— " - 4 - Bx r 3 C.s r 4 -t- Dx 
hoc quadratum habebit 
termini fecundi 


Ex 


r — 6 


&C, 


coefficicntcm .. za 
quarti zB_ 4 -zaA 

fexti 2D-4- zaC- 4 - zAB 

oftavi 2 F- 4 - iaE-4- zAD - 4 - zBC> 
ficc. &c. 


Pariter aliud polynomium aflumtum , quadrandum , & poftea per n mul- 
tiplicandum, 

, r— I , r — 1 r— 3 r — 4 _ r — { r — 6 . 

kx -4- /x -4 - mx J -|-0X - 4 -pz. 1 - 4 - IJX -4-&C. 

habebit terminorum fuorum, fecundi, quarti, fexti , o&avi, &cj coeffi- 
cientes per» multiplicatos, ordine’ 

tnk/, wko - 4 - utlm > inkq-*-i.nlp-\-inmo-, i»ks-\- inlr-\-inmq+inop &c; 

8z. Differentia duorum coefficientium, qui in utroque binomio pertinent 
ad eundem terminum, conficit coefficientcm ejusdem termini in reducenda» 
& differentia duorum numerorum parium cft numerus par. Nullus ergo 
coefficicns propofita: denominatus a numero pari poteft crfe impar, nifi oria- 
tur a frafto redu&ae.coefficiente. Sed, in aliquo c coeffi cient ibus, qui fe- 

3 uuntur in quadrato, adeft hujus coefficicntis frafti quadratum quod etiam 
ividi debet per quaternarium* Totus coefficicns reducendus eft ad eun- 
dem denominatorem , ergo omnes termini erunt pares prteter quadratum 
illud, quod eft impar. Orietur ergo numerator impar fra&ionis, cujus di- 
vifor efle debet n atque ideo erit n numerus impar» 6c, fi pofitivus eft, 
per quaternarium divilus relinquet unitatem. 

Sit, ad majorem illuftrationem , numerus impar 

e =: zD - 4 - zaC - 4 - zAB — t»ko — inlm* 


oportet ut aliqua littera, ex.gr. D, fit numerus fra£lus. Ponatur D =3 — j 
ei itque D numerus impar. Erit autem in coefficicntc termini undecimi 

k zl zaH — zAG — zBF zCE — - 

4 

8c multiplicando per 4, conficietur numerator, impar 

4 k — 81 — 2aH 8AG 8BF 80 E DD 

Cc 3 quetr. 
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quem fi dividere debet », profe&o erit impar» fi hunc dividere non de- 
bet , exponetur hic numerus impar per aliquam litteram gr»cam , (vide 
N ,m 37. pag. 184. hujus/ & hujus litterae quadratum divifum per quater- 
narium erit in aliqua e iequcOtibus quantitatibus, quae per» dividi debent, 
reduttx nempe ad eundem deisominatorem. Unde redibit prxcedens ra- 
tiocinium. 

85. Si quis vero rcdu&x coefficiens fit numerus impar, impar efle pote- 
rit in reducenda propofita coefficiens termini in quo cft quadratum nume- 
ri imparis. 

Sic propofita 

. x*— 4*’ -+- j.v 4 -6x*-f. jx‘ — ix -hi =30 

cujus redu&a cft 

— rx'-+-ix — t zz (x* — x-4-i)^} 

pares funt coefficientes terminorum fecundi, quarti, & fexti, reliqui om- 
nes impares, quia n zz 3 » 8c »* =3 I , cft impar. 

84. Cum auu m iit oftenfum aliquem reduftx terminum efle fraftum , 
fi quis coefficiens alicujus termini denominati a numero pari , fit impar 
(N ’. 80. pag. 2.04. hujus & feq.) : fra&ionis denominatorem efle binarium, 
fi altiflimus propofitx & reducendse terminus coefficientcm habeat unita- 
tem, (N 1 *. 7f. pag. 102. hujus): tunc efle n numerum imparem', & eum 
unitate neceflario fuperare aliquem quaternarii multiplicem, fi ell numerus 
pofitivus, (N*. 78. pag. 203. hujus): fed fi cft numerus negativus, efle 
debere unitate minorem quam aliquis quaternarii multiplex (N°. 7p. pag. 
Z04. hujus) i in genere demonftratx funt prxcipux NEWTONI rc- 
gulx. 

8f. Regulam ,* quam tradit Auflor N*. XV. & XVI. pag. if8... irio. 
Jiujus, dicunt CARDAN1. Hiftoriam vide in libro cui titulus, 

Hijloire des Matbematiques par MONTUCLAS , Tom. I. Part. III. lib. 
IV. N J . V. Theorema ita dilucide expofuit nofter, ut quid addere poflim, 
non videam > prxtcr formulx generalis applicationem ad peculiares. 

Theorematis inveftigationem tradiderunt COLSONUS (Vide jiddit*' 
ventum in fine hujus, pag. ip») & EULERUS in Commentariis Petropoli- 
tanis Tom. VI. pag. n5. & feq. 

8ri. Aequationes cubicx fecundo termino carentes omnino revocantur 
ad has quatuor formulas. 

i°. x ! *-i-gx-t-r =3 o j 2“. x* -t- qx — r =3 o 

& 

3 0 . x** — qx+r =3 0} 4*. x»*— qx — r =3 o. 

87. Quoniam hx formulx carent fecundo termino, vel una radix pofi- 
tiva xqualis cft fummx duarum negativarum, vel una negativa xqualis 
• lummx 
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fummae duarum pofitivarum. Scmpcr cft faltcm una radix pofitiva. 

88. Ponendo x 33 a-i-b, fit 

x 1 33 3 <j4* - 4 - A* 

Eft autem 

l*'b-*-iab l 33 iab(a + b) 33 j<»^x 
quapropter formulae evadent 

i*. ll bx + r ~ o> 1 °. ~r =3 * 

-f* f -V -4- JX 

& 

3". d>+br*'\* bx + r =J Oi 4*: 4' + A 3 -+- J^_ f 33 • 

3* — fjX 

89 . Ponamus in prima & fecunda formula 

q g* 

3 abx -bqx 33 O} unde b 33 ■, 5c A’ 33 

* & in tertia ac quarta 

iabx — qx s3 o» unde i 33 — Sc i' 33 
3 a 3« 17«* 

po. Quorum valorum fubftitutione, formula:, deletis 3 abx..qx fe de* 
ftruentibus, manebunt 

i°. fl’ — — 33 O) 2 “. -£——r 33 o 

27 «' 27 «* 


O* 0 1 

- 3 — : + r 3 Oi 4 a . o>+ - 2 — , — /■ 33 

S*T/J* * 1 -r/1 J 

Prima dat 


3’. -4- . -r ' * — • v| . w — 1 — 1 

3 270* 27«’ 


9 5 


a*— ~ «V 33 o, vel 3 - flV -4- ~ 

27 27 

atque ideo 

* - - ' * 4 & • S h- z i- /(£+.*» 

a 4 27 '2^4 27" 


Sed 
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Sed 

<1 


V. r 


5 *(-~±r*(~^))' 

Secunda dat 

o> ' a 1 

e* _ :=i o, vel a* s3 -+- tfV-f- ►-» 

27 l 7 

id cft 
Sed 


^ ” ja ” * . r 


Tertia 


1 * 


q1 

i- -+- «V ;=J c, vel a* ss — «V— ►-» 


17 


a 7 


4> =3 


Sed 




1 _ 9 _ » g 

- *• ~ ✓('-_£))* 

* 4 a 7 

Quarta tandem 

gl 

a* - 4 - 7- — aV = 30 , vel 33 - 4 - <*V — 

*7 * a 7 

& 

■+- f ±r '/(-r — ~h & 4 =: V(-f- ~*±r - 2 -)) } * 

2 2 27 4 4 27 


Sed 
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Sed 

b 3 i a 2 

}a ih-*- £±r 

2 4 2 7 


top 


pi. Unde erit in prima formula 


2 4 i7 7 . ). r 


4 2 7 

in fecunda formula 




* s «-+-*=: yf (-+- — ~ 2-j) 

z 4 2 7 


T ^7 


in tertia formula 
" *\v 




z 7 

in quarta tandem 
r 9*, 




x =: a-f-i =; ✓(-+- - V( - _ L)) 

1 4 Z7 


-f 


4 " >****«.?-£»• 


pz. Sed eque diei poterat. Eft in prima formula, ob ipfius £ valorem 
negativum (N°. 8p. pag. 107. hujus). v 


■i' + r 3 o 
Erat 


..a_tH-V ( 2 + 1,. 

Ergo 


_ V( aoa + : + 

** */ 


sw //. 


Dd 


isa 
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s r rr a' 

la<(*_ + <(- + L)), 


Quapropter 


h- r - + Jo* f- *(r-i=». 


4 2 7 

Vel 


l 7 


f y rr /j* r rr 

X =3 4-3 53-^4- r - + 

2 4 2 7 2 4 

s f rr q* 

In prima expreffione major quantitas \/( — ■ -t- v( ~ -+■ —)) eft negativa, 

Sc negativus cft valor ipfius x , quod etiam patet e fecunda expreffione. 

p$. Sed hic occupanda eft difficultas, quae for t alie nonnullos turbare 
pollet. Cum enim iit 

» r ,, rr , r rr <]\ 

a’ =3 — — -t- V( — ■+• M» vel ✓( • - 4 » —) 

i 4 2 7 2 4 2 7 

prima hypothcfis . 

, r , rr g’ 

a 1 *- - — r- ~) 

i 4 2 7 

dat 


A> =3 -t- • — h- V( — -t- ") 

2 4 2 7 

At altera hypothcfis 

2 4 2 7 

dat * 

, ‘ r rr g*. 

S r+i> s + V(— -4- — )• 

2 4 2 7 

Duo valores ipfius a 5 quatuor modis jungi poliunt per fubduttionem cum 
duobus valoribus ipfius b* j conficientur ergo quatuor radices xquationis 
cubicx , qux tamen tres tantum habere potelt. Erunt autem quatuor va- 
leres incognitae x fic inventi 

Pri- 


Digitized by Google 


A D 


CAPUT r. 

Primus 
rr ni 
T' 27 
Secundus 


tli 


X- = «-3 a *(- V( ~ + z+u 


*a-*a '■+£))— h 

1 4 17 

Tertius 

2. 4 27 

Quartus tandem 

*=*«_3=: 

2 4 27 


4 


:)). 






Sedhorum quatuor valorum primus & quartus coincidunt, &, cum fpe- 
cic differant , rcipfa iidem funt. Secundus & tertius pertinent ad alum 
hypothefim, noftne quidem affinem, attamen diverfam. Nam 

• Primus valor ipfius 3 3 , nempe 


r 

2 


/ rr 4*. 
4 17 


& pofterior valor ipfius 4 3 , id efl 

1 4 17 

funt reciproci, fcilicct oppofiti & arquales, cum fit 

Pariter poflcrior ipfius 3* valor 

2 4 *7 
5c primus valor ipfius 


-r- 

Dd 2 




rr 




ffint 
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funt reciproci. Quare 

* 4 27 2 4 


u « 

*7 


id eft incognitx x valor primus idem eft ac quartus. Item 

_ ^ i_ v ( ■+• 

2 4 27 2 4 27 

Quare fecundus valor incognitx .*: fit 


»+- 2 \ f (— v'( — -j. —)) =: 2i* 

2 4 27" 

Tandem 

}(- i - n z+ *» = _ + * z*. i» * 

\ * 4 17 1 4 »7 

Qui duo valores funt rejiciendi, primo quia eorum fumma ia — 2 b 

aequalis non eft tertio valori a b , quod oportebat, quia aequatio refol- 

venda caret fecundo termino» fecundo quia alter ponit x 23 2<a> alter 
m =3 ib , 8 c nollra hypothefis ponit x 23 a b. 

Secunda formula, ob valorem ipfius b pariter negativum, mutata fuit in 
a' — b' — r zi 0 23 -4- 

2 4 • 27 

atque ideo 


b' 

2 4 17 

ubi reciproci funt 


V = + ^ -- V{Z - 1) & *• s: - r. - Y& - £) 

2 4. 27 2 4 27 


& 


rr 


*' =3 -+- — — K( — - 4 - — ) ac £"23 — ~ +K(- 
» 4 17 ■ * S 


*7 

i 

*7 


). 


Qua- 
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Quare unicus valor incognita: x , recipiendus, erit 

x ss a—b =5 vW ~ -+• vC~ ■+- v'(— -+• V( ~ -+- —)) 

2 4 27 i 4 z 7 ' 

vel 

J r jt n' 1 *■ rr a' 

X =2 a— 5 — ^(- 4 - — -i- V{ — -+• — ))-4-V'(H V( i-)) 

z 4 17 i 4 27 

> r rr (?’ 

ubi major quantitas /(n •+■ V' (■ — h —)) eft pofitiva, 8c pofitivus valor 

i 4 17 

ipuus x. 

Tertia formula fadta erat, propter b pofitivum, 

b' -4- r 

4 17 

atque ideo 


i^+raoa-ijr^-i) 

z 4 17 


i' =3 - -r 
1 


4 27 


in qua iidem prorfus funt 

a 4 27 2 4 27 

• item 

i 4 17 1 4 17' 

Ergo unicus incognitae # valor c(l 

*c- r-*? r-*? - ~» 

53 1“^ ~ f>. 

In prima expreflione utraque quantitas V^— •- ±T v"( ~ eit negati- 

<1 z 4 2.7 

t», & negativus eit valor incognita: x. In altera idem facile intclligitur. 


Dd j 


In 
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Demum quarta formula fa&a erat 

«' + i'-r-os + ~ — — ) ■+ 

i 4 *7 

Unde 




• £’_r 


ubi iidem funt valores 


r , rr 

a' zz — v\ — 

i 4 


i)kb'= r ~+v^-U 

i 7 J i 4 J 7 

item 


„■ _ & 4' = ^_n-- 

1 l 4 »7 i 4 ‘7 

Quare unicus habentur valor ipfius X , nempe 
* », . 

x =S a +b zz V(-t- < 




-)) 


in quo valore utraque quantitas V(-+-"ir/(^ — ^)) pofitiva, & poGti- 

vus manet valor ipfius x. . . , 

S>4- Dux priores formulx femper funt poflibiles, quia femper poihbilis 

eftyrCl. 4.1). & habent duas radices imaginarias, (N°. 71. pag. 2f. 

..4 17 

hujus). 

pr. Dux formulx pofteriores tunc funt impoflibiles , cum impoflibilis 

rr a ' Q y fT 

eft V( - ?-); ideft cum — negativus cft & major quam 

4 27 27 4 

Hujusmodi fant formulx tertia & quarta, qux fic exprimi fimul poliunt 


x'* qx +7 r 


o. 


Pf. Tnterim tamen hujusmodi formula, qux dicitur irreduP.Mis^ confici 
poteft ex radicibus realibus, & confici nequit ex radicibus imaginariis. 

Quod confici poflit ex radicibus realibus , confiat ex N”. 71. pag. 2f. 
hujus. Sed & fic oftendi poteft. Sumantur xquationes fimplices 


x -*-a~hb zz o 
x~\-a — b zz o 
x—za =30 


Ex 
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Ex haram multiplicatione nafcetur xquatio cubica 


%• 


3 aa 


— bb 


-za' 

zabb 


33 9 


in qua cft q 33 \aa bb } & r =j za' zabb. Sed ^aa + bb 

major eft quam 3 aa-, 6c ($<?* -4- ii)’ major quam (3 aa)' 33 Z7a* ereo 
(3 aa+bb) 1 q' , & . 

— — 33 ~ major quam ar. 

Iterum za' major cft quam za' -z abb-, tc ( ia ’)* =3 44* major quam 

i ia ' iabb) 1 33 r' -, ergo a* major quam erat -'major quam a 4 , er- 

, 4 z 7 

go fortius ma j°r quam -i & xquatio conftans ex meris rationalibus 

*7 4 

cft irredu&ibilis. 

Exemplo fit aquatio 
X' — 7P.V — 210 33 0 

in qua £ =3 7 pj 33 4J>$03$> f =3 iop, - — uoap j - . z 7 = 

*P7«7f » & minor quam $\ Hujus autem radices funt x -+. 7 =3 o » 
a + J ~ Oj x 10330. 7 

Si fumtx fuiflenc aquationes fimplices 

X—d + b 33 o 
x — a—b 33 o 
. X-+- ZtZ 33 O 

aequatio hinc oriunda , foret 


x' 


- 7,aa 
-bb 


za' 

-zabb 


33 o 


inqua facile oftenditur, ut fupra, — major quam — . 

z ~ 4 

Hujusmodi eft aequatio 

x' 37X -t- 84 =3 0 

cujus radices funt * 4- 7 =3 oj x 3 =3 o v x 4 330, & i n qua 

f = 37 > S’ =* r 33 84, ^ =3 4 ij - 33 17W45 - . 27 33 

47^8. 4 ' 4 ‘ • - 

9&. 
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06. Efle poteft b major quam a \ tunc enim coefficien* tertii termini 

,' ar bb> femper manet negativus. Ultimus quidem terminus Ggnum 

mutat} quandoquidem fi b major quam a, erit bb major quam & ubi 

major quam ia'. Ideo in prinia icquatione ultimus terminus za'-\-zabb 

fiet poiitivus } Sc in altera ultimus terminus za' zabb fiet negativus. 

Sed hsc figni mutatio nihil ad rem facit. 

P7 . Poteft e (Te b quantitas furda =5 Vcd-, nam tunc 4- Vcd in Vcd t 

dat ' — (di & at quatio fiet 



■ m • 

* 4- iacd 


o 


aut 

— 5 aa 4- iu' 

* — ed . — zacd 

Hujusmodi funt aequationes 

x ' — tjx ijo 5; o 


cujus radices funt x4-f — Vz zz 0} — 0} x io =: 0} 

. & 

x’ 17x4-4 a o „ 

cujus radices funt x 4- 1 Vf zz o, x-Hi +-Vf “ 0 > x — 4 — o. 

j> 8. Sed fi ponatur b ss V cd, quae cft quantitas imaginarias tunc 

4-iin b-, ideft 4- V (d in - — V f d, dat 4- quapropter xqua- 

tio fiet, vel 


x’ 


yaa 

4- cd 


x 


— za' 
— - zacd 


o 


vel 


x' 


1 aa 

4- cd 


+- z a' 
x 4- iacd 


o 


fumendo x4-«4-v' cd — o ; x4 -a V cd zZ oj &x za rz 0; 

vel x a-t-V — cd zz o-, x — a V cd ; & x-i-za zzo. 

Jam, fi ^aa+-cd eft quantitas pofitiva, ftatim «quatio non eft lr- 

redu&ibilis. Si vero eadem quantitas negativa eft, ejus oppofita }aa——cd, 
cft pofitiva. Sed j/t/t cd minor eft quam jaa, & (5 aa — f 

minor quam zZ zja * , aut ~ minor quam »*•, & a* minor quam 

37 (- 1 
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ti, 


(at+iaed)*, id eft quam — . Igitur nullo pa&o confici poteft zquatio 

4 

cubica irredu&ibilis ex duabus radicibus imaginariis & tertia commenfura- 
bili. 

Sed nulla zquatio trium dimenfionum confici poteft ex tribus radi- 
cibus quadraticis (N°. 44. pag. ip, & N°. 47. pag. zi. hujus,) atque 
ideo neque ex tribus imaginariis (N°. 47. eadem pag. 21.) Supereft igi- 
tur ut aequatio irredu&ibilis habeat tres radices realcs ; quod ede polle 
jam oftendimus. 

pp. Unde ergo radices impoflibiles aequationis, qua; omnes radices rea- 
les habet? Rationem reddiderunt Viri duo Clariflimi; KOhNIGlUS, 
milii, dum viveret, amicilEmus , in Commentariis Regi* feientiarum 8c 
humaniorum litterarum Academiae Berolincnfis , pro anno 1749. pag. 180. 
flt fequentibus * & ALEMBERTUS, quem nomen laudat, in Di&ion. En- 
cyclop. littera C. verbo Cas trredu&iblt. 

Sic fere ratiocinatur Cl. KOENIGIUS. Quoniam hic deeft fecundus 
terminus, fumma duarum radicum tertiae zqualis eft Sc oppofita; aut ergo 
minima & media pofitivae funt, & maxima negativa; aut maxima & mi- 
nima funt pofitivae, & media negativa; tunc r eft quantitas pofitiva; aut 
minima & media negativa: funt , Sc maxima pofitiva > aut maxima & mini- 
ma negativa: funt Sc media pofitiva; tunc r eft quantitas negativa. 

aEquatio limitum propofitz dat a: ns +: V Si nunc ponatur X S c, 
manebit ±7 r. Si * iz V manebit in primo cafu 

~ + r, & in fecundo yS. r. 

ii ii 

Sed quia ponitur 


r* g 1 „ r 7 • 20 

— minor quam ~~ , eft — minor quam minor quam — 


Ergo femper valor mutatus eft, quapropter eft V— major quam mini- 
ma zquationis radix. (N 3 . 86 . pag. ic8. hujus). 

Si ponatur x 53 +■ Vq, manebit +T r. Sc eft £■ Vq major quam media 
zquationis radix. 

Si ponatur x 53 i" 2 V 2 * , manebit iterum 
* 5 

— r in primo cafu , Sc y i _r jn altero, 8 c erit +r iV^ 
i. i ii. i 

major quam maxima radix zquationis. i 

Ttm. II. E e Sed 




1 
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Sed in hac hypothcfi radix aequationis folvendx, «ft 

Q 

a+-b 33 a +■ 2 - 33 y ; 

1 * 1 

debet ergo j effe minor quam zv' — , ac minor quam Sed , quia 
ponitur 

~ ~ 7, ~ ~ ay, Ita ^ t-~ V {\ — i), 

i* 3 z 4 $ 


Efl ergo imaginarius valor ipfius d j &c quidem quia pofuimus 4-+> ~ 

exponere propofitx radicem. Ergo hxc hypothefis falfa eft •, neque mirum 
fi cx falfa hypothcfi deducatur falfa conclutio, quod nempe radices imagi- 
narias habeat propofita, qux omnes habet reales. 

Si vero propofita haberet duas radices aequales, ea fieret 

*’ 3*’X+TZ4 I 33 o 

& ftatim 4 33 ia 1 , ac * 33 v^j &a-4-bz=:a-+-~zzia 

i }<* 

qux edet maxima radix j & hypothefis vera duceret ad veram conclufio- 
nemj tunc enim 



4 z 7 


ac evanefccret quantitas imaginaria. 

too. Ita difficultatem folvit vir acutiffimus, ex eo quod ponat regula <z-t- — 

indicare pofle quancumque quantitatem, quod non femper poteft. Cele- 
berrimus ALEMBLRTUS, loco citato, planiorem init viam, & obfervat 
fingi quidem pofie 

x 33 a+.b i hinc vere x’ 33 a> \a'b +. ^ab'-*-b'-, & jx 33 qa-*- 

atque ideo 

3 * 6 1 -+-£ 1 -»- ?<*-*- fi -+-r 33 o 33 a^+b'-*- ^abx-h^x-t-r. 

• 

Sed hinc nullo pa&o confici pofie quod 
iabx-t-fx ss o. 

v llanc 
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Hanc effe novam hypothefim ad arbitrium introducam j que quidem non 
pugnat cum natura ipfarum <J & b\ (nam ha: quantitates lunt indetermina- 
tae, & ita 'polliint alfumi , ut carum faCum sequet datam quantitatem;) fcd 
quae efficit ut illas dux quantitates fint, non rcales, quales efle deberent, 
led imaginari x. 

ioi. Culpant nonnulli hoc loco NEWTONUM, quafi malam hujus 
rei rationem reddiderit: ego vero puto eum defendi pofle. Nam regula 
quae neceflario prxbet aliquid diverfum ab eo quod elt , neceflario ducit ad 
abfurdum > quoniam ex rei natura cft unum, & ex regula cft aliud} vel 
aliquid fimul cft & non cft id quod eft. Sed tota CARDANI regula con- 
fiftit in extraCione radicis cubicx; & omnis quantitas habet tres radices 
cubicas, unam realem duas imaginarias: sequatio autem folvenda tres habet 
radices reales: igitur habet tres reales per rei naturam, & fimul unam 
realem , & duas imaginarias per regulam } id eft fimul cft & non eft asqua- 
tio habens tres radices rcales. Ergo refte nofter, pag. ijp. hujus, omnes 
tres lege prafata exprimere impetibile eft. 

ioi. Idem eadem de caufla accidit in aequationibus biquadraticis , ubi 
bse habent quatuor radices reales, & folvuntur via, quam deferibit nofter 
N*. XVII. pag. irfo..i6i. hujus. Tunc enim res recidit in cxtraCionem 
quartae radicis. Reponantur enim pro 

t &/valores Vj 8c — — -1 in * — — ±r V ( ~ — f) 


fiet 


x s 


2. 4 i tVy 


ubi quarta radix extrahenda cft e termino 
bet extrahi} quandoquidem cft 



cujus radix quadratica dc- 


yJL — j' r — — 
zvy ~ K 4 r ~ 


tc omnis quarta poteftas duas habet radices reales ac duas imaginarias. 


io}. Quod autem triplex inveniatur radix cubica, quadruplex biquar 
dratica, occ., oftenfum eft de unitate fub N\ 8o. pag. 8i hujus j atque 
ideo de omni quantitate, quae femper multiplicatur per unitatem, & quan- 
titatis radix per radicem unitatis. Ubi 8c hoc obfervandum, quod in ge- 
nere cft 


Ee z 


H 




L 
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»Mr. 

x 1 *-! 

«(*+!) ( X 1 "-* 1 - X 1 *- 1 -+- X 1 ”- 3 - X 1 ”- 4 H - & C .) 

atque ideo femper poteftas par unitatis habet duas radices reales-*- t &— i. 
Reliquas omnes efle imaginarias facile paiebit per regulam qux extat in 
Additamento pag. ic8 aa calcem hujus. Nam, per eam , numerici coef- 
ficientes binomii evefti ad poteftatem in 1, unitate minuti, dividi de- 

bent finguli per eundem cocflficientem , non unitate minutum , & duplica- 
tum Hinc orientur fra&iones propria:, qux fingulx fupra medios xqua- 
tionis terminos ponendx funt, & quadratum cujufquc termini per fuam 
fra&ionem eft multiplicandum j deinde re&angula conficienda c terminis 
utrinque adjacentibus & hxc pofitiva & negativa funt alterne fumenda. 

Jam termini omnes «quationis denominati a numero pari, velut fecun- 
dus, quartus, fextus, &c., habent hinc inde imparem terminorum nume- 
rum; omnia illa rcftangula funt xqualia, quia omnes xquationis termini 
coefficientcm habent unitatem; manebit ergo unitas, qua minor eft quxvis 
fraftio. Quare omnes termini denominati a numero pari, habebunt fub* 
feriptum fignum — . 

Sed omnes termini denominati a numero impari, velut tertius, quintus, 
feptimus, &c; habent hinc inde parem terminorum numeium, qui bini 
dant parem re&angulorum numerum; hxc ergo fc dcflruent , & manebit 
nihil, quo major eft fra&io quxvis. Quare omnes termini denominati a 
numero impari fubfcriptum habebunt fignum 

Idem fignum ponendum eft fub primo termino 8c fub ultimo : ultimus 
denominatur a numero pari , quoniam xquatio eft ordinis imparis; igitur 
duo termini, ultimus 8c penultimus, habebunt duo figna fimilia; bini re- 
liqui continui figna contraria, atque xquatio radices omnes impoflibiles, 
prxter unam. 

104. Au&orem vero ea fenGflc, qux puto, & refie quidem cogitafle, 
fed non fatis aperte fenteniiam dixifle, patebit confideranti N"» XVIII. 
pag. 161. hujus. Rcftc cum cogitafle dico, nempe fi me mens non fal- 
lit, quod non videtur, cum fuperius ratiocinium (N n . 101 pag. ztp hu- 
jus,) ita breve fit fc planum, ut non videam ubi latere poflit error. Non 
in propofitione, qux certa eft, & omnibus Logices ac Metaphyfices prin- 
cipiis confentanca. 

Non in aflunuione, omnis radix cubica triplex eft.qux demonftrata eft, 
& quam agnofeunt omnes Algebriftx. Videatur Additam, pag. if. fc.zo, 
ad hujus libri calcem. 

iof . Quod autem addit vij acutiflimus in fine pag. zi. Additam, ad 
hujus calcem, quod hx tres radices debite connexa , more vulgari in fe 
invicem continuo dvfta , aquationem 

J s: jy c *♦- tr 

\ r»- 
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'reftituuni , c* opinione di&ura videtur, neque res verbis refpondet. Su- 
mantur enim binomia tria 


*-I KOJ -t'-.} -3 0 J *- 4 - ~o 

ii It' 

Ex horum multiplicatione continua ftatim conficietur } fecundus termi- 
nus evancfcct , quoniam fumma radicum cft nihilo aequalis. Sed & tertius 
terminus evancfcct, quia pariter nihilo «qualis cft fumma fagorum ex binis 




11, 11 ri 1 , 

- r ~ r*'-!- 1- i- -•-! = 


1 2 

— I -4- -. 4 - i =J — 1 

4 4 


Hinc ergo conficietur «quatio non affe&a , & nunquam rcftituctur 
propofita, ne quidem fi fumantur binomia quxvisj nam quantitas, ex. gr. 

*^A -4- , qux fumitur, multiplicanda cft per tres illas unitatis radices 

cubicas, ut conficiamur, ex hac regula, radices tres xquationis cubica: 
affe&a:. 

106. Quapropter formula CARDANI non dat veras radices xquationis 
cubicx, eas nempe, qux inter fe roultiplicatx reftituant xquationem 
propofitam } ne quidem quando propofita habet unam radicem realcm Sc 
duas imaginarias. Quid ergo? Viam aperit, fatis quidem difficilem, ad 
excudendas veras radices. Nam fi fit 

»/(r.4-V(r*-g»)) =3 m+Vn-, & V(r-K(r*_ g ')) - m-Vr 

id cft fi radix cubica poffit extrahi e quantitate, quam prxbet hxc formu- 
la, tunc habebuntur verx radices } nam binomia 


* zm =3 oj z+m V 3* =! 0} & t+ffl + v' 3« — o 

dabunt 


(0 m 1 ) zm (3» -4- m 1 ) 33 o 

& binomia 


33 o> z — m — V — 31» 33 0 i ac z m~\-V — 30 

dabunt 
Ee 3 


o 

**. 




Digitized by Google 



*ia C 0 MMJS NT JMJU S 

e’-v 5 * (*• — «*).*- i» (3» - 4 -»»*) =3 o .... 

*: - * . 

107. Sed hac xquatione* neceffario habebunt unam radicem commcnfu- 
rabilcm, confentientibus, ut videtur, COLSONO in additamento ad hujut 
calcem pag. n.,Colin MAC-LAUR 1 N in Algebra fua anglice lcripta. Parte 
II. Cap. 8. N°. 7J>; & Algebrx fcriptoribus, quos viderim, omnibus. 

108. Tunc autem radix commenfurabilis invenitur per Newtoniam Di- 
viforum methodum. Quod fi hoc pafto nequeat inveniri radix commenfu- 
rabilis, cum tamen conflet in cubicis xquationibus faltem unam efle rea- 
lem, fatendum puto ejfe aquationes ita comparatas , ut habeant quidem radices 
reales-, ha geometrice pojjint determinari-, Jed nullo patto exprimi algebraice vel 
teumerice per datos aquationis coefficientes: tunc radices efle quaerendas per ap~ 
proximat i onem id eft inveftigandam efle aequationem qux quam minime fie- 
ri poteft a propofita differat, fic cujus radices poflinc arithmetice vel algp- 
braice exponi. 

top. Ceterum Ncwtoniana divifores inveniendi methodus facile adhibe- 
tur in xquationibus cubicis, nam plerumque fufficit pro incognita fubfti- 

tucre numeros i) O; 1. Quin & non raro ex refolvuntur tentando 

divifionem per incognitam & aliquem e diviforibus ultimi termini. Sxpe 
minimum ejusque poteftates ponendo in xquatione propofita pro incogni- 
ta ejusque poteftatibus , sequationis terminos fe comperi deftrucntes , 
atque ideo radicem xquationis extudi. Sed redeamus ad inventas radicis 
exprefliones. 

no. E duabus CARDANI formulis prima hoc habet commodi, quod 
fecunda pars radicis invenitur dividendo q per primam radicis partem. Ea- 
dem fecunda pars invenienda eff per extra&ionem radicis cubica: in fecunda 
expreffione. Eff autem divifio facilior quam extra&io radicis cubica:. 

TT O* 

/Itera vero fem per prxfert v^( — diverfis fignis affe&am. Qua- 

propter fi radices cubica: conftent ex rationali & ex irrationali parte , par- 
ces irrationales fe mutuo deftruent. 

tu. Utraque nullius eft ufus in problematis geometricis, qux geo- 
metrice conftruuntur , ut infra docebit Au&or. Jn problematis mere 
algebraicis nulla eft methodus inveniendx radicis cubicx pro binomio al- 
gcbraico conflante ex duabus partibus, altera rationali, altera irrationa- 
li, nifi ponatur aut refolutio xquationis cubicx, quod effet quxrcrc idem 
per idem , aut inventio diviforis unius dimenfionis pro xquatione cubi- 
ca, quod ego faciendum contendo. 

Sit enim hujusmodi binomium A+r^B, & fit A pars rationalis j KB 
pars irrationalis. Ponatur hujus binoraii radix cubica m +7 Vh. Erit 

(m +7 V'») 1 =5 w'+7 V rs -4- 3»»»+: uVn 

. • : Quantitas irrationali* erit .. ...... 

±T lm'Vn±;nVrt V» (+r jm‘ +7») S KB 

, aaanc- 
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\ 

manebit 

o -. ■ 

m(m' -4- 3»*) =; A. 


atj 


Hinc exterminari deberet alterutra incognitarum m\ Vn\ quod fieri pof- 
fct methodo tradita Tom. I. Cap. V7I. pag. io5. Sed facilius fic. 

Eft ex hypothefi A-*-VB 33 \m- t-Vx) J } & A — VB =: (m-Vm)* quare 

(A-t-^Bj (A — VB) 33 AA — B =; (» Vn) 1 ^ {mn »)». 

_ 3 3 

Ergo ^(AA — B) =3 mm w, aut n 33 m m — V(AA — B). Ergo. 

3 

fubftituendo, 3«) “ 4«’ 3«H/(AA — B) 33 A. 

Aut igitur rcfolvenda eft bxc sequatio cubica per regulas hic explicatas, 
aut per diviforum inventionem > qua quin utimur ftatira in xquationc pro- 
pofita? 

Diu poftquam hxc fcripferam , incidi in Algebram SAUNDERSONJ, 
in cujus fine legitur epiftola Celeberrimi MOIVRALI , qui hoc idem ob- 
frrvat, cxtraftioncm nempe radicis cubicx ex binomio xquc difficilem 
eftc ac folutioncm xquationis trium dimenfionumj 8c pro imaginariis rem 
deducit ad anguli trifeftionem ; id eft docet quomodo nota folutio unius 
xquationis cubicx aptetur ad folutionem aliarum fimilium. 

Poftea in Transaftionibus philofophicis Regix Societatis Londinenfis , 
vol. 40. pro annis 1747» >748. N°. 4fi. Artic. X. pag. 463. & fequen- 

» % 

tibus, «ftendit quomodo quodvis binomium formx V(d-t-Vb) fit perextra- 
ftionem radicis ad fimpliciores terminos reducendum, etiam quando Vb eft 
imaginaria 1 atque hinc quomodo per multifc&ionem anguli folvi poffint 
xquationes omnium generum, fed certx formx. Sic autem breviter ejus 
do&rina tradi poteft, mutata demonftratione, ut adhiberi poflint theore- 
mata in hoc libro explicata, 

1 iz. Extrahenda .fic radix n e binomio 

B * 

a -+- Vb. Fiat (x -4- Vy) 33 a -+- Vb ■, critqufc x .+. Vy 33 V{a -*-Vb) 


determinandi funt per a & b valores ipfarum x & y; 

Jam , evehendo binomium x^-Vy ad potcftatcm cujus exponens eft 
termini primus, tertius, quintus, aliique denominati a numero impari, 
erant ratipnales, (N\4.o. pag. 18. hujusj) nam in primo termino deeit Vy, 
in tertio, quinto , feptimo &cj ea quantitas cvc&a eft ad fecundam , quar- 
tam, fextam, &c. potcftatcm. 

Termini fecundus, quartus, fextus, aliique denominati a numero pari, 
erunt irrationales (N 3 . 41. eadem pag. 18. hujus) j continent enim ipfam 
Vyi, e jusque tertiam, quintam &c. ptfteftatem. 

113. Summa omnium terminorum . tum rationalium, tum irrationalium, 
xquat ipfum binomium a+Vb. Quare fumma terminorum rationalium 
xquat partem rationakm «, & fumma terminorum irrationalium xquat par- 
tem irrationalem Vb. (N*. Jf. pag. 17. 18. hujus). 

itf. 
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(14. Igitur fi c fumma terminorum rationalium quadrata, deducatur 
fumma irrationalium, pariter quadrata, & c prioris valorc aa valor po- 
fterioris b , fiet 

(xx — f) S« 3 — (x-4-V>)" (x Vj) n 

(N°. zi6. pag. 88. primi tomi hujus.) 

iif. Sed ex ipfa fumma rationalium terminorum fubducendo ipfamfum- 
mam terminorum irrationalium» & e prioris valore a fubducendo Vb, va- 
lorem polterioris , manet , 


(x Vy) 


n 


■Vi, 


quod facile confiat c formula binomiali. Dantur ergo 

» n n 

x+Vy 53 V(a+Vb)-, x—Vy =3 V{A—Vb)-, (x-kV>) (x-v» 33 Vtf 1 — 3)» 
& quxrcndus fuperefi utriufque valor. Eft 

(x-*- Vy)” =3 «-4- V3 » & (x— Vy)* =3 x— V3. Ergo 
(x Vy)“-f> (x— Vy)" =3 24 33 «-4-s 
ponendo « 33 (x-». Vy)” , & a — (x — Vy)". Hinc 

« 33 2« -a j ac «a =3 (x Vy)” (x — iy) n 33 4 1 — 3 33 2<a — aa 

Quare 

a* es 2«a — a' -+-b ■, & a 33 V3 ; ac u 33 4 .!+ V3 

Sed 

u 33 (x ■+• Vy)” 33 4-»- V3 » & as3 (x Vy)” 33 <* — V3 

Igitur 

x^-Vy 33 V(<i-t- V3)» x — Vy 33 i(a—Vb) & zx Vfa— V5) 

n 6. Statim ergo, propoGto binolhio reducendo, pars rationalis dici 
debet a » irrationalis autem Vb » tum quia 

n 

3) 33 (x ■¥ Vy) (x Vi) 33 XX — y 


qux 
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qux quantitas eft rationalis, videndum an ipfius aa-—b radix n poffit ex- 

n 

trahi. Si nequit, binomium reduci non poteft. Si repcrhur V(aa — b ) , ea 
dicatur zz n>, eritquc 

m zZ xx y\ ac 7 — x.v m. 

Supereft igitUT determinanda quantitas x , quod fic fiet. 

117. Tentandum an fumma binomiorum 

V(a-*-Vb) -bV(a — Vb) 

conficiat numerum integrum quam proxime; fumcndus numerus integer 
invento quam proximus, & hujus dimidiata pars ponenda pro x. Ex hu- 
jus quadrato tubducendus numerus m jam inventus, & refiduus ponendus 
pro y. Quo fa£to difpiciendum an binomium fic inventum per elevatio- 
nem ad datam poteflatem reftituat propofuum. 

Ex. gr. reducendum proponatur binomium 

V(y 4-*- ^80). Eft n zz i; a =374* l =p8o } V(aa-k) zZ V(ts>i6— p8o) 

zz Vii>l 6 zz 44 =3 m 

Unde fpes cft binomium refolvi pofle. Nunc 
Vb zZVpt 05351,3049, proxime; a + Vb zz 8i,jc4Pj a-VbzZ ii,6s>ft'. 

Et 

V(d -+-Vb) 33 p, ajd (ere; V(rt—Vb) =4, 7635 V{*+Vb) + V(a- Vb) 

ZZ I 3, PPP 33 14 

fere. Unde 

x zz 7 i xx -m =3 49-44 = f zz n & V(f^-4-V p8o) “ 7+Vy 

ZZ ^(qPH- 

• Pariter, reducendum fit binomium 


3 3 3 3 

V(.if-*-Vny). Eft n zz 3; a zz ij; £331175 V(aa-b) zz V{iif-i\y) zZVl 

3 * 3 

zzx zz m i Vb zZ 14, f 99 feres V(a-*-Vb) zZ 3 , 1 j V{» — Vb) ZZ 0,07} 
fumma 3,17} vel 3 ; quare xa j-j x l —m zz ~ — 1 zz zz ~zzy 


fom. II. 


Ff 
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A ■ . t 

Cc X + Vy 33 5 non 'B ltur rcduci P oteft binomium propofitum. 

Tertio reducendum fit binomium 


V(V+Vi<8i)i eft »33 3 ; 4 = 40 ✓(«-*) SK(to*r-i<i 8 i) 

- V 343 =3 7 s » 

Sed 


3 3 3 

yj -j 4l ,o! 2 ij> fere; V(a+Vb) = y86,omj> =3 4.4HO V(*-Vb) 

-* yj, 81781 s I,f 8 j 7 i K(a-»-^)-t-»'C«-*)=sr,i>PP 9 = «ftrei XS=3^ 
xx— m = P — 7 = 1 — 7 

& 

5 

y( 4f+ yi<s8z) =3 =3 y(* 7-»- 3 -P-^-M • 5 - * -*•■***) 1 

Tandem reducendum fit binomium 


y( 4 i 29^2) ; «fi » — f ; <* =3 4 1 > ^ 55 zpv'! 33 4 i , oiiis 

• fere; bine 

«_i_yi — 82,01219; & <1 — =3 0,01119. 

Eft autem 

y8i, oiaip major quam z, quia z’ 33 31 ; & minor quam 3 , quia 
,r s i 4 3. Sed y — o,omp eft paulo major quam 0; z. Ergo 

V{a + Vb)-*-V(.* Vi) 33 1 quam proxime, & x =3 1 

Jam 

y(aa b ) = /(1681 — 16S1) =; — 1 33 w; xx — m 33 z 33 7 

Ergo 

. y( 4 i — 15^1) 331 — ^1 —y(i — fyz-Hio.z — io.zt^z-*- f-4 — 4^1). 

1 18. Haec regula facile transfertur ad imaginarias, ponendo; 

i» 
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aa + b pro ta — b, ob (a + y — b) ( a — y — b) - MJr b. 

Sed quia quxri debet in numeris proximi* 

n * n 

V(a-* -V — b) + V{a V — b) 

tc radix imaginaria nequit haberi , confugiendum eft ad tabulas finuum 
K au multifechoncm angulorum j hoc pafto. 

» . n 

iij>. Sit x a y(a+.yb) +y(a + yb) a u+z 

ubi Vb reprxfcntare potefl: imaginariam, & 
y(a-t-Vb) a u-, na — Vb) a z-, h«a -+ b) a uz a m 
, « . . eritque 

$ : . 

» . \ n 

a a («-+-*) 

Ubi ftatim primus terminus erit 

* & -4- Vb \ 5c ultimus z a a — . yb\ ac u ” -+- z H a ia. 

no. Ceterorum omnium coefficientcs compledtentur »•, & termini fa- 
ctum zu, ut conltat e formula binomiali. Sic igitur exprimi poterunt 


tizu[z~ x + «*-3 „ 


*— 1 • n — 1 & ”—4 l( i n — i.u — i . j * 


* • 3 


— 5 i n — i. 

* U’ .... U ) 

. • V 

ubi pro poni potefl: »w. 
1 21 - In altero Fa&ore 


2. j .4 


”~ l + n -zl *— 3 „ 

i i.J 2 . 3.4 


£ tt’ 


„ . . 1 
« — 1 n — 3 n — 1 

-i — ZU - 4 -« 


fl ponatur in genere n — r exponens ipfius «j erit in genere ejusdem ter* 
mini cocfficicns 

. • ; . 

n — 1 •” — — 3 ■» — 4- ” — f •••• » — (r — 2 ) 

1 • 1 r 3 • 4 • f .... r — 2.r — U 1 

Ffx Sed 
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Sed coefficiens termini rcfpondcnti» in (* -4- 1 , eft 

n 2 .0 — -3 n 4 .n f.w 6 .... n ( r — i> . 0 (r 1) 

i . t j . 4 . f r j . r 1 

122. Dico nunc fecundum coefficientcm cfle primo majorem numero-. 

(0 2 ■ 0 $ . 0 4 0 f .... n — r-t- 2) ( 0 r ) 

1 . 1 . } . 4 • ••• r r — x 

}n cujus denominatore femper deerit r — 1 & in numeratore 0 r-i- r. 

Nam utriusque denominator habet omnes Fa&ores communes praeter r—i,. 
qui eft in primi denominatore, & abeft a fecundo. Quare fecundus nu- 
merator revocatus ad primi denominationem, fiet 

(0 — 2.» — 5.0 — 40 — f.0 — 6 .... 0 — (r — 1).0 — (r — i))(r— t). 

Jam numeratores in eo differunt quod primus habet Faftorem 0—1 ,quo- 
caret fecundus , qui viciffim habet Fa&orcm (0 — (r— 1)) (r— 1) quo ca- 
ret primus. Eft 

(0 — (r— ij) (r— 1) ea (0— r-+-t) (r— 1) — w — rr-*.ir~ 0 — 1 

Quapropter exccfTus fecundi fupra primum erit 

(0 — 1.0 — j.0-4.0 — f .... 0 — (r — a)) ("r — rr -t- ir — 0 — 1 — 0 1 > 

1 2. . — y . ~4 .... r — } . r,— 2. . r — i 

Sed. 


0r — rr -v- tr - 0— i — 0 -4- t _ nr -20 — rr -4- 2r _ 


r — 2 


0— r. Ergo 4 cc. 


125. fn t’ fecundo termino Fa&oris defcripti N°. 121. hujus. 


r S J) ejus termini coefficiens 


i & coefficiens fecundi termini ia 


(*-♦-#)” eft 0 2j atque horum differentia eft 


J 


In x, n 4 u ‘ , tertio ejus termino , eft r ea 4 j ejus coefficiens — - * 


coefficiens tertii termini in (* u) 1 eft 
0 — - 2 .0 — 4 , 


• 2 .0- 


i horum diffe- 


rentia 


3 


In 
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In z , quarto ejus termino , eft r =: f & cocfficiens eft 
» — i .» — z.u } 


i . } . 4 
u — z . n — 3 . j * — 4 


I cocfficiens quarti termini in (xh-«)” 1 cft 


i • 4 


i difFcrentia n - \jJL 1-llL J". 

t .4 


w— 6 


In z tP eft cocfficiens 


n 1 n — z ■ n 3 . n 4 


i cocfficiens 


i- » 1» 3 » — 4 » — r 

quinti termini m (x-»-w) , efr — f } differentia 

1 • 5 ■ 4 


— ?"' ■ * i— ?. Et fic dc reliquis. 

i-J-f 


124. Cum autem fit (x-^k)’’ 1 s x” habebitur ex N'» 120. & fe- 
queniibus 


n n - 

x cs za-i-nmx 


1 — 1 »—3 » — 2.X— 4 » — 4 . » — I . , 

-»«»(—* «-+- — * V J*” \) 

cujus pars negativa, dividendo Faftorem compofitum per xs», pro zu po* 
nendo m, &cm addendo Faflori incomplexo, fiet 


n— X n — 4 n— i.n -4 
—im\ — x* % 


n — ^ 7t — Z ft — • ^ — j” r . — 6 , fi J n— j 

z W --f l z — ’n 

J Z.4 2 r ' 

vel’ 


1 i n ~i 4 

X V-+- ... « ^). 

Eli autem 


2—4 *i*f.?* t4 *-J H-l.n-f n-fi H-1H-4.H-6 

?»-J 4 3 f 

«T-V + &C) « t "-V»-4 

1 2: j 

x"- 7 »! &c; _ ^4».r. y »—*« — — 

3-*~3 4 a.p 

»— 7 , .» 7 0-8 »-8 . , 

*. «’ — . — 3 x u* &c. 

F f 3 At> 


i.3.6 
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Atque hujus pars politiva cft (e-*-#)" - 4 — x ”~' \ Fit ergo 


•i nn-j , »— 4 « . ,w~ 4.«— f »— 5 

? *> x ? to ( L z. « -+- 

i J»-J 


f n — i w-w 

x 55 ta^nmx — — 

n-f.n -6 ~n-6 u , n -4.n-6.n-j ^n—,^ n-4.n-V.n-7 n -8 ^«-8 ^ 

. 4 ~ a.f Mf 


n—j.n—6 . n — 6 n - 4 . «— r »—7. 

— a « -t- — T zu ) 

4 }»-J 


» — 4» — r 


Faftor compofitus dividatur per 
datur Fa&ori fimplici, feribendo m pro zu, habebitur 

' t 


zu, Se divifor hic ad- 


n.n-4-n—r , , »— <5 ?■»— 3-»-<S _»— 7 »—8 , 

1 ni' (e -+- 7 z u-t- J - z u 

t.j v 4-”-4 M»-f 


n-j.n- 7.n-E „«-< 


-o * j • n — 1 • n —5 u — 7 ii~^. 

"* 1 2 zu ' « ). 


4.6 4 4 

Atque hic Faftor compofitus difccrpctur in 

6 ,n—6.n- 7 »—7 n-6.n-7.n-8 „_g , 

1 4»-4 r»-r 

n-7.n-8.n-p j,- »-*• n—7-n—8 ^ v »-8 < n-6 n - 7 «^7 

x< ~ f-»-r ~ 4»-4 ' 

&, ponendo x* 6 pro (e-*.#)” - fi , fiet 


x* ia »wx r 


, n.n—f 
«’( L 


z.j -4 


z.1.3.6 


n.n-l n — 4 //#— 4.*r_r 

. w— ~6 

VM 

H 

j* 

VM 

WX — 

n— 7 ».»-4 «_6.w_7.w_8 

»— p 

“if 

« « -+- 

„» — 9 „» . »-»—4 n—6.n— 

-7.« — 8 , »—3 

“ 4 f 

Z U -f- 

— r »— «*— 7 »— 

— ' *;« 'Y. 

x.3.4. 1 


• - 

Atque 
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tin — f.« — 6 . n — 7 
1.3.4" 


AJ.t 
ttz (vel m ), 


Atque hoc faftum negativumdividendo per 

& per hunc multiplicando Fa&orem fimplicem m l •, quotientem difccr- 

pendo in duas partes quarum una fit (*,-+-#)'' S cs x 8 , & altera excef- 
fus illius quoticnti» fupra huHC poteftatem, & fic pergenda, ac tandem 
tranfponcndo , invenietur , 


1 - 4 - m 'x n ~* ^ 

n^H-r . n-6 . n-7 < »— 8 _ um-J.»- 7 .n-X n - l0 

2.3.4 M-4-fi 

. ' • < • , _ •: i 

Hinc nullo negotio eruuntur aequationes peculiares 
x 1 — imx =3 ia, G # 2) x 1 — 3 mx ia, fi n — 3} 

x 4 — 4«.v’ h-2w' sz(j,fi» e=4i x’ — fwx^j^x =e i<2, fi » — p. Ccc. 


quas funt aequationes ipf;e, quas invenit NEWTONUS pro anguli multi- 
fe&ione, problemate geometricorum XXIX 5 pag. 236. Tomi primi. 

12 f. Comparando noftras cum Ncvvtonianis, inveniemus 

- . I 

. _ , _ 2 * 
m =5 rr > v» S r cc g — — - — 

r' 

ubi » indicat numerus partium, in quas dividendus eft arcus, cujus com- 
plementum ad duos rc&os fubtenfam habet S 5; & diametrum pe ir 
zz iv^Wj ita ut» — 1 fit 1 pro bile&ionc, 2, pro trifedione &c. 

1 z(>. Et h^c quidem pro diametro Sc fubtenfis} fcd cum habeamus ta- 
bulas pro finubus Sc cofinubus, non pro fubtenfis, aequationes ad anguli 
multifc&ionem ita mutandae funt, ut fiat q cofinus anguli dividendi} hoc 

facile fiet in iis ponendo radium pro diametro, id eft r pro a r; & 

• X 

pro r. Quo facco , poft ablatas fra&iones habebitur 

lxx rr m: qr-, 4*’ 3 r l x PS qr ' } 8v* 2r'x x -t-r* =S qr 1 


i6x' 2or’x* ■+■ fr*x ee qr* &c. 

1 27. Ut analoga fiat mutatio in aequatione generali ad binomii furdi po- 
teftates, pro x & ejus poteftatibus, poni debent 2.v atque hujus potellates. 
iHquatio hinc oriunda dividi poterit per 2 , & fiet 


n 1 n » 1 » B— — S «■» — — 3 , *• — 4 e 

» .x 2 i . nm . x -»-2 3 . — - w .x 4 — &c. :=:« 

118. 
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11S Jam eft q cofinus anguli multipli} fit p ejusdem finus} qtlicunque 

fit ille angulus , elt 

r ZZ s'(qq + f>p) = 1) (V(q — p>/ 1» S 3 <m 

Quapropter in hac hypothefi , erit 


m zz \/b) (/(<» — Vb) zz i) (V(<j — pv' — t)) 

vel defignabit faftum e Faftoribus imaginariis. Unde facile transferentur 
ad reduttionem binomiorum imaginariorum regula tradita N°. iifi. pag. 
XI4. & feq. hujus. Nempe 

n n 

txp. Propofito binomio imiginario — 4 ), quaere -*-£)} 

hanc dic m ; fubftitue in atquatione ordinis w valorcm cjufque poteftates 
pro m ejufqu» poteftatibus. Hinc invenies a-quationem determinatam , 
quam comparando cum rclpondente sequatione ad n . Pe&ionem anguli, de- 
terminabis hujus cofinum q. Cofinus ex tabulis dabit arcum , cujus facile 
fumes n.. mam partem, atque hujus cofinus erit valor ipfius x. 

Erat autem, in hypothefi binomii imaginarii,^ zzm — xx. Hinc inve- 
nies partem imaginariam. 

Ex. gr. Extrahenda fit radix cubica c binomio 
81 / 1700. Eft d — 81 ; a' zz6p6i } b es 1700 } aa+b zz px6i zx ti*. 


Ergo 

w — xi j 4X 5 imx zza zz 4*» — 6$v zz 81 zx 4* J jr’x zz qri 

Igitur 


r' zz xi r zz / x 1 } qr' zz 5.11 zz 81 } & q zz 


81 __ X7 

« H 7 


Eae 


... »d izi? ii. (.«ocoor .d _ (•ssKsjLtix 

7.7 7 - 7 -*l 7 ’ 

habebis quadratum cofinus tabularis , qui ideo erit 

1 00000. o.v'! pooooo.t7txo _ 

zz — -- — — 841x0 

7 </7 7 -** 4 f 7 > 

qui numerus fere eft cofinus tabularis pro arcu jx°.4f'> hujus tertia pars 

elt 
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eft io 9 , f 3', & hujus coGnus 98101 , revocandus ad radium V11 ss 4>f8zf, 
fere. Sume f; babebis 


e. 08101 p .. 81 

" 4,91007 sS — proxime es * ; hinc m ss 21 — — 

1 00000 7 i r 4 




ac 




& radix quxfita 


2--*- — V 3, una} ( — i--t- i-v' 3) ( — ^-i/ 3), alteraj 

ii 7 v 2 2 7 v 2 2 77 

/ 1 1 / , , P 1 . . 

( — - — r v — 3) (r-*- rv' — 3), terna. 

i 1 ii 

Extrahenda fit radix quarta e binomio 
—7-+-/— 576} eft a — —7} a* es -1-49} i — 776} aa-+-i sS dtp =s f», 

Ergo 

w ss f j 8X 1 — es a se 8x 4 — 4ox’-t-2f ss —7 ss 8x+— 8r , x , -t-/' 4 sS r' 2 - 

Igitur 

r’ ss f } rss Vfj ss — 7} jss — ~^ } atque eft 5 ad (iooooo)* ut ad 

quadratum cofinus tabularis} qui cofinus erit 7 °“°®P 1 3 000i Hic au- 

tem numerus eft cofinus pertinens ad arcum 73° . 44'. Huius quarta pars 
eft arcus 18". 26', cujus cofinus 94S69. Jam (iooooo)' ad (94869)* ut f 
ad 4, f03063f8of cujus radix quadrata eft z, 1213 circiter} eft ergo 

x -ss 1} y ss xx — m ss 4 p ss 1 } & radix 2 •+- V f.’ 

Ceteram, notum eft cofinum negativum indicare arcum quadrante ma- 
jorem } & contra. 

130. Obfervavit NILWTONUS N 8 . II. pag. 2. hujus, eandem aequa- 
tionem, quse determinat quintam partem dati arcus, determinare etiam quin- 
tam partem quinque arcutyn a dato diverforum } & a multis oftenfum eft , 
quod fi arcus A fit in » partes dividendus, Se fit C tota circumferentia , 
qiueftionem folvent cofinus arcuum 
• 

A C — A C-+- A 2C-A iC-*-A 3C-A 3C-4-A 

j ' 5 > 1 "■ ) } — — — — j j c Cc« 

n % n n n n n n 

Ttm. II. G g do- 
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donec eorum numerus fit n. Si hi coGnus finguli ponantur prox, habe- 
buntur omnes radices binomii propofiti. Sic in primo exemplo, pratter 
coGnum arcus io’. etiam cofinus arcuum 


io p°.f 


_ ^o°- j* a .4f 


& t}o°.f3' 


3^>° 3 1*. 4f ' 

i 


revocati ad radium Vi 1, quatftionem folventj eruntque hi cofinus 


z 


i x •, & — 3—X} unde 7 s z 1 — 2. ii— 9 S i a 

4 4 

quare tres radices binomii propofiti erunt 
7^ — ii — 7- -J-HiV-j) 

quarum fecunda eft (“-t- 3) (—i* — i-V— 3) 


Tertia autem eft ( 2. — sf—j) 2-^— 3). 


At in ultimo exemplo, praeter cofinum arcus iS^.zd', folvunt quseftio- 
nem cofinus arcuum 

7 ,.., 4 ' = *s£--z£*', .os-.ic- = 

4 4 

4 


Horum primus revocatus ad radium cft 0,71125, cui proximus e ft nu- 
merus -+- 1 — x J ergo 7 =5 xx w S I — — f — 4; & radix 

1, cujus quarta poteftas reftituit binomium propofitum. 

Hujus primi arcus complementum ad duos reftos eft fecundus, quare x 
fumi debet negative , & radix tertia erit 1 •+- 2V 1. Tertius au- 

tem cft complementum illius qui primo inventus fuerat nempe iSVatfj ac 
quarta radix erit— z— V — 1. 

Quod etiam optime congruit cum iis, qux inveneramus N*. 87. pag. 8z. 
hujus j quod quarta [Jotcftas unitatis radices habeat 

• S, 

-t-ii — — 1 1 — V — i.' . 

Nam prima radix polynomii propofiti cft 
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‘ 3 J 

x(x-+-V— 1)> fecunda (x-t-V— i) (— ^~i)> tertia (x-+- V— i) (-*./_!)* 
quarta (2-+-^— i) (— i.) 

X ji. Tandem ope hujus theorematis folvuntur sequationes omnes qux for- 
mam habent dcfcnptam N*. 1 17. pag. 231. hujus. /Equatio generalis ejus 
numeri habet cocfficicntem fecundi termini, (i confiderentur termini qui 
adfunt, vel tertii , fi ratio habeatur cvanefccntis 

3 ” . nm, & fi radices funt reales, eft m ==: V (aa—b) (N°. 114. pag. 

221. hujus) tunc ergo m" eft minor quam aa. Sed quando radices funt 

n 

imaginarix , eft m z=i 1/ (aa + b) (N°. 1 18. pag. 227. hujus) * Scm” major 
quam aa. 

Sed data aequatione datur cocfficicns fecundi termini exiftentis 5 datur 

etiam exponens altiffimi termini, vel » j atque ideo 2" 3 . n ; per hunc 

numerum dividatur cocfficicns termini fecundi, quotiens erit m j hic quo- 
tiens evehatur ad poteftatem w; fi eft m minor quam quadratum ultimi 
termini omnino cogniti, xquatio folvetur per methodum traditam N°. 117. 
pag. 22f. hujus, fi modo iolvi poteft, & defcribetur ejus radix per 

X " /A) - 4 - Vb). 

Sed hxc radix per fc & direfte non folvit xquationem propofitam ■, nam 

n n *\ 

eam non reftituit, nifi pro Vb)-t- y/(a y/b) 6c ejus poteftatibus 

fubinde reftituantur x & ejus poteftates. Conftat e fuperioribus. 

Si vero fit m major quam quadratum ultimi termini, confugiendum ad 
anguli multifc&ionem , 8c folvetur xquatio methodo expolita N". 129. 
pag. 231. hujus. 

1 32. Quomodocunque reperiatur valor incognitx in aquationibus cubi- 
cis, nempe 

1/(4-+. / 1 ) — *-+- V i 3 j & V (a — V — l ) =; 4 — </ — p •, 

realis erit harum fumma, Sc x 2*. 

. -V 

Alix dux radices erunt 

(*■+■ £) ( 7 v' 3)+(« — V — / 3 . ( - 7- 7 'J — 0 ) 3 — «-+.V ?.? 

& 

C«-f- ✓-£) ( — 7- 7 !)+(•— 3 ) (- 7+ 7 1 — J) =s — V 3.3 

G g 2 Et 


Digitized by Google 


COMMENTARIUS 




donec eorum numerus fit n. Si hi coGnus finguli ponantur pro x , habe- 
buntur omnes radices binomii propofiti. Sic in primo exemplo, praitcr 
coGnum arcus io°. p }'j etiam coGnus arcuum 


iop°.f' 


^o°-ji». 4 p 

3 


8c 


?^O a -4- 3^4/ 


revocati ad radium Vzt, qua:ftionem folvent} eruntque hi coGnus 



=3 xj & — J 33 xj unde y 33 zi — — — & y ;=3 zi — ) = ii 

4 4 

quare tres radices binomii propoGti erunt 

f*-»- 7^ — 3» — ” - ^-3» -3-+-W-3) 


quarum 


fecunda eft ( — (—i- — i-V— ?) 

z z 7 v z z 


Tertia autem eft ( 2- — ✓— $) (—i-,*. i-/— t). 

z z z z 7 

At in ultimo exemplo, pneter coGnum arcus i 8 °.z 6', folvunt quxftio- 
nem coGnus arcuum 


71-.J4 108*. id' = i 52 ltz£:±f, 

4 4 

’ 4 


Horum primus revocatus ad radium v^p, eft 0,71 iztf, cui proximus eft nu- 
merus -+- 1 =5 x j ergo y 33 xx m ~ 1 — p = 4-, & radix 

-t-i-+-z^ 1, cujus quarta poteftas reftituit binomium propofitum. 

Hujus primi arcus complementum ad duos reftos eft fecundus, quare x 
fumi debet negative , & radix tertia erit 1 -t- zV 1. Tertius au- 

tem eft complementum illius qui primo inventus fuerat nempe i8 # .a<Sj ac 
quarta radix erit— z— V— 1. 

Quod etiam optime congruit cum iis, qux inveneramus N*. 87. pag. 8z. 
hujus ■, quod quarta poteftas unitatis radices habeat 

• s 

-4- 1 i ti-*-/ M V 1. . 

Nam prima radix polynomii propoGti eft 


t<> 


1 
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t(x- 4 -V— 1)> fecunda i) ( — v^-- i) j tertia (2+V-1) (-»-/— i ) f 

quarta (2-+./— i) (— i.) 

i)i. Tandem ope hujus theorematis folvuntur aequationes omnes quae for- 
mam habent defcriptam N*. 117. pag. 131. hujus. ./Equatio generalis ejus 
numeri habet cocfficientem fecundi termini, fi confidercntur termini qui 
adfunt , vel tertii , fi ratio habeatur cvanclccntis 

„ . e 

3 . »m y Sc fi radices funt reales, eft m =2 <J{aa—b) (N°. 114. pag. 

221. hujus) tunc ergo rn eft minor quam an. Sed quando radices funt 

n 

imaginari*, eft m 53 V(<w-+-£)(N°. 1 18. pag. 227. hujus) j & m major 
quam aa. 

Sed data aequatione datur cocfficiens fecundi termini exiftentis j datur 

etiam exponens altiflimi termini, vel »} atque ideo r j . »; per hunc 
numerum dividatur cocfficiens termini fecundi, quotiens erit m-, hic quo- 
tiens evehatur ad poteftatem »•, fi eft m minor quam quadratum ultimi 
termini omnino cogniti, aquatio folvetur per methodum traditam N°. 117. 
pag. 22f. hujus, li modo folvi poteft, & defcnbetur ejus radix per 

ee 22 Vb) + \/b). 


Sed haec radix per fc & dire&e non folvit xquationem propofitam ; nara 

n n \ 

eam non reftituit, ni fi pro V(a+ Vb)-t- V(a Vb) 8c ejus potcftatibus 

fubinde reftituantur x Sc ejus poteftatcs. Conftat e fuperioribus. 

Si vero fit m” major quam quadratum ultimi termini, confugiendum ad 
anguli multifeftionem , 8c folvetur aequatio methodo expofita N". 129. 
pag. 251. hujus. 

1 52. Quomodocunque reperiatur valor incognita: in aequationibus cubi- 
cis, nempe 

t/(a -f- / — b) 5S <*-t- V /3 j Sc V [a — v' — l) es » — / — /2 > 


rc.tlis erit harum fumma, Sc x 22 ix. 
Ali* dux radices erunt 


. .v 


(x+V-fi) ( 3)-K* — ^ — & (- “ v' /3) =2 — <*-+-/ 

& 

0+ !)+(»— V— Ii) (_ 1 1 — )) a 

* X tm 2> 

Gg 2 Et 
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23« 

Et tres radices rcalcs erunt, rem oftendente KjESTNERO in peculiari 
diflertatione quam ideo confcripfit. Si nempe binomii imaginarii radix cu- 
bica poflit inveniri fine folutionc aequationis cubicx. Hinc autem orietur 
xquatio ejusformx, qux dicitur irreduttibilis , nempe, 

x l — 3 0)x z (*‘ — 3*0) =; o 

qux tantum differt ab xquationc N'. io 5 . pag. ili. hujus, duobus illis, 
qux hanc reddunt irrcdu&ibilem. 

133. Hxc aperte quidem ollcndunt quomodo radix xquntionis irredu&i- 
bilis lub forma imaginaria complefti poflit tres radices reales, fi modo bi- 
nomii imaginarii tertia radix extrahi poflit 5 fcd non ollcndunt cur per C.A R- 
D \NI regulam radix habeatur lub forma imaginaria; ideo non dcftruuat 
difficultatem, dequa(N«pp. 107. pag. 217... zzz. hujus). 

134, Monftratum jam fuit N'f pr-P7- pag. 2i4..2t<S. hujus, xquatio- 
nem irrcduftibilem oriri pofle e tribus radicibus realibus, quarum una fal- 
tem, eft commenfurabilis. Nunc dico in ipfa xquationc inventa N’. 132. 
hujus, efle « quantitatem commenfurabilem aut rationalem, fi ipla xqua- 
tio eft rationalis; etiamfi forte minus ncccffarium fit id oftendere poft ea 
qux jam obfervavimus. 

n r n 

Sit enim, fi fieri poteft, * S Vy ; erit zs \!y ' , qux quantitas dc- 

, i/* 

bet efle rationalis , ut xquatio rationalis exfurgat. Ergo ~ eft r.umcrus 
integer; $c aut 

s s t; & 1// a <Jy i aut r =3 HS-, Sc Vy r =3 v'y ’ =; y. 

n 

In ultima hypothefi ftatim Vy , atque ideo <t, eft rationalis. In altera, 
erit 

\/y' ZS V y' ; hinc a* K y 'I y 

qux quantitas pariter debet efle rationalis, ne irrationalem habeat ultimi 

termini partem xquatio propofita. Igitur — eft numerus integer !c v/, 

X 

vel «, eft iterum quantitas rationalis. 


AP» 
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APPENDIX 

AQUATIONUM 

ConJlruBio linearis . 

I. T T aftcnus xquationum proprietates, transmutationes, limites, Sc omni» 
I I generis rcdu&ioncs, docui. Demonftratioues non femper adjunxi 
quouum fatis faciles mihi vifae funt, & nonnunquam abfque nimiis amba- 
gibus tradi non pollent. Reflat jam tantum ut aequationum , poflquam 
ad formam commodtffimam redu&x funt, radices in numeris extrahere do- 
ceam. Et hic prxeipua difficultas elt in figuris duabus vel tribus priori- 
bus obtinendis. Id quod commodiffime per aequationis conftruftioncm ali- 
quam feu geometricam five mechanicam conficitur. Qua dc caula non pi- 
gebit hujusmodi conftru&iones aliquas fubjungere. 

II. Veteres, ut ex PAPPO difeimus , trifeftionem anguli , & inventio- 
nem duarum medie proportionalium, fub initio per reftam lineam & circu- 
lum , fruftra aggreffi fune. Poftca confiderare coeperunt alias permultas 
lineas, ut conchoidem, cifloidcm, Sc conicas feaiones, & per harum 
aliquas folvcrunt problemata. Tandem re penitius examinata, St conicis 
fcdfcionibus in Geometriam receptis, problemata diffinxerunt in tria gene- 
ra : Plana qua: per lineas, a plano originem derivantes, reftam nempe & 
circulum folvi poffint} Solida quse per lineas ortum a folidi, id cfl coni, 
conlideratione aerivanres folvebantur} Sc Lineria ad quorum folutioncm re- 
quirebantur lineas magis compofitx. Et juxta hanc diftinftionem , pro- 
blemata folida per alias lineas quam conicas feftiones folvete a Geometria 
alienum eft; prxfertim fr nullae aliae linesc praeter rc&am , circulum, Sc 
conicas feftiones in Geometriam recipiantur; At recentiorcs longius pro- 
grcfli receperunt lineas omnes in Geometriam quae per aequationes ex- 
primi poliunt, 8c pro dimenfionibus xqtiationum diflinxerunt lineas illas in 
genera, legemque tulerunt non licere problema per lineam fuperioris ge- 
neris conllruere quod conflrui poteft per lineam inferiori». 

III. In lineis contemplandis, Sc eruendis earum proprietatibus, diflin*- 
ftionem earum in genera juxta dimenfiones aequationum per quas definiun- 
tur, laudo. At atquatio non eft, fcd deferiptio qua: curvam geometricam 
efficit- Circulus linea geometrica eft, non quod per xquationem exprimi 
poteft i fed quod deferiptio ejus poftulatur. zEquationis fimplicitas non 
eft, fed deferiptionis facilitas, quae lineam ad conrtru&iones problematum 
prius admittendam cfle indicat. Nam atquatio ad parabolam fimplicior eft 

.quam aequatio ad circulum ; St tamen circulus ob fimpliciorem defcripticr- 
nem prius admittitur. Circulus St coni fc&iones , fi xquationum dimen- 

G g J fione* 
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fiones fpeftentur, ejufdcm funt ordinis; & tamen circulus in conftru&ior.e 
problematum non connumeratur cum his, fcd ob (implicem defcriptio- 
nem deprimitur ad ordinem inferiorem linea: re£tx ; ita ut per circulum 
conii ruere quod per re&as conftrui poteil, non lit illicitum; per conicas 
r-vero fedliones conftrucre quod per circulum conllrui poteft vitio verta- 
tur. Aut igitur legem a dimenfionibus xquationum in circulo obfervan- 
dam elTe ftatuc, Sc fic diftin&ionem inter problemata plana Sc folida, ut 
vitiofam , tolle ; aut concede legem illam in lineis fjiperiorum generum non 
ita obfervandam e {Te, quin aliqua: ob Gmpliciorem delcnptionem prxfcrantur 
aliis ejufdcm ordinis , Sc in conftru&ione problematum cum lineis inferio- 
rum ordinum connumerentur. In conftru&ionibus qua: funt aeque geome- 
tricae, praeferenda; femper funt fimpliciorcs. Hxc lex omni exceptione 
major eft. Ad fimplicitatem vero conftru&ionis exprefliones algebraicx 
nil confifrunt. Solx deferiptiones linearum hic in cenfum veniunt. Has 
folas confidcrabant Geometrx qui circulum conjungebant cum refta. Prout 
hx funt faciles vel difficiles, conftruftio facilis vel difficilis redditur. Adco- 
que a rei natura alienum eft leges conftru&ionibus aliunde prxfcribere. Aut 
igitur lineas omnes prxter reftam 8c circulum , Sc forte conicas fc&iones, c 
Geometria cum veteribus excludamus, aut admittamus omnes fecundum dc- 
feriptionis fimplicitatem. Si trochoides in Geometriam reciperetur, lice- 
ret ejus beneficio angulum in data ratione fecarc. Nuraquid ergo reprehen- 
deres fiquis hac linea ad dividendum angulum in ratione numeri ad nume- 
rum uteretur, Sc contenderes hanc lineam per xquationem non definiri, li- 
neas vero qux per xquationes definiuntur, adhibendas efle? Igitur fi angulus 
t. g. in toooi partes dividendus eflet , teneremur curvam lineam xquatione 
plufquam centum dimenfionum definitam in medium afferre, quam tamen 
nemo mortalium deferibere, nedum intclligere, valeret; 8c hanc antepone- 
re trochoidi qux linea notiffima eft , Sc per motum rotx vel circuli facil- 
lime dclcribitur. Quod quam abfurdum fic quis non videt? Aut igitur 
trochoides in Geometriam non eft admittenda, aut in conftru&ione proble- 
matum curvis qmnibus difficilioris deferiptionis anteferenda. Et eadem eft 
ratio de reliquis curvis. Quo nomine trife&ionas anguli per conchoidem 
quas Archimedes in Lemmatis & Pappus in collcSionibus poiuerc, prx alio- 
rum hac de re inventis omnibus, laudamus; fiquidem lineas prxter rtttam 
Sc circulum c Geometria excludere debeamus, aut fecundum deferiptionis 
fimplicitatem admittere, Sc conchoides (implicitate deferiptionis nulli cur- 
vx prxter circulum cedit. zEquationcs funt exprefliones computi arithme- 
tici, 8c in Geometria locum proprie non habent, nifi quatenus quantirates 
vere geometricx (id eft linex, (uperficies, folida, Sc proportiones) aliqux 
aliis xquales enunciantur. Multiplicationes, Divifiones, Sc ejufmodi com- 
puta in Geometriam recens introdu&a funt; idque inconfulto, 8c contra 
primum inftitutum feientix hujus. Nam qui conftru&iones problematum 
per reStam Sc circulum a primis Geometris adinventas conliderabit, facile 
ientiet Geometriam excogitatam efle ut expedito linearum duftu effugere- 
mus computandi txdium. Proinde hx dux feientix confundi non debent. 
Veteres tam fcdulo dillinguebant eas ab invicem, ut in Geometriam ter- 
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minos aritmeticos nunquam introduxerint. Et recentes utramque confun- 
dendo amiferunt fimplicitatem in qua Geometriae elegantia omnis confiftit. 

IV. Eft itaque arithmetice quidem fimplicius quod per fimpliciores aequa- 
tiones determinatur: at geometrice fimplicius eft quod per fimpliciorem du- 
ftum linearum colligitur ; & in Geometria prius & prxftantius cfle debet 
quod eft ratione geometrica fimplicius. Mihi igitur vitio vertendum non 
erit fi cum Mathematicorum Principe, Archimede , aliifque veteribus, con- 
choidcm ad folidorum problematum conftruflionem adhibeam. Attamen 
fiquis aliter fenferit, fciat me hic de conftruflione non geometrica fed qua- 
licunque, follicitum efle, qua radices xquationum in numeris proxine afle- 
quar. Cujus rei gratia praemitto hoc problema lemmaticum. 

Inter datas duas lineas /IB , AC r ellam data longitudinis BC po- 
nere qua produ&a tranfeat per datum putillum T. 

V. Si circa polum P gyret linea BC, fimul terminus ejus C incedat fu-Tib. IX. 
per refla AC, ejus alter terminus B deferibet conchoidem veterum. Se-* 7 * 6- *• 
cet hxc lineam AB in punfto B. Junge PB, & ejus pars BC erit refla 
quam ducere oportuit. Et eadem lege linea BC duci poteft ubi vice reflae 

AC linea aliqua curva adhibetur. 

VI. Sicui conftruflio haecce per conchoidem minus placeat, poteft ali* 
per conicam feflionera ejus vice fubftitui. 

A puofto P ad reflas AD ; A Es age PDs PE* conftitnentes parallelogram- 
mum EADP, & a punflis C ac D ad reftam AB demitte pcrpenmcul* 

CF ; DGs ut & a punflo E ad reflam AC verfus A produflam perpem - 
diculum EH, &c diflis 

AD zs ai PD si; BC =: c ; AG “ d} AB Sc AC y* 

Erit AD ad AG ut AC ad AF , adeoque AF =3 — . 

Erit 8c AB ad AC ut PDad CD,feux ad j ut b ad a — y. Ergo by s an — yx , 
qux xquatio eft ad hyperbolam. Rurfus per i}. II. Elem.t rit 

BCg s AC5-4-AB5 — aFAB, id eft ce z: yy-t-xx 


Prioris xquationis partes duftas in aufer de partibus hujus. Se reflabit 


tc 


ildy _ 


yy - i-xx zdx , 


cquatio ad circulum , ubi x & y ad reftos funt angulos. Quare fi hafce dua» 

li- 
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lineas, hyperbolam & circulum, ope harum xquationum componas, ca- 
rum interledione habebis A' &^, fcuAB & AC, quae pofitionem redx BC 
determinant. Componentur autem linea: illae ad hunc modum. 

Tab. IX. VII. Duc redis duas quafvis KL xqualem AD, & KM xqualem PD, 
f| S *• continentes angulum redum MKL. Comple parallelogrammum KLNM, 
& afymptotis LN, MN per pundum K deferibe hyperbolam IKX. 

VI II. In KM verius K produda, cape KP xqualem AG; & KQxqua- 
lem BC. Et in in KL produda verius K, cape KR xqualcm Aid ; & 
RS xqualcm RQ. Comple parallelogrammum PKRT, & centro T, in^ 
tervallo«TS, deferibe circulum. Sectt hic hyperbolam in pundo X. Ad 
KP demitte perpendiculum XY, & erit XY xqualis AC & KY xqualis 
AB. Qux dux linex, AC & AB, vel una earum , cum pundo P determi- 
nant politionem quxfitam redx BC Cui Conftrudioni demonftrandx , St 
ejus cafibus fecundum cafus problematis determinandis non immoror. 

IX. Hac, inquam, conftrudione folvi potell problema, ficui ita vifum 
fit. Sed hxc folutio magis compofita cll quam ut ufibus ullis infervh-e 
pollit. Nuda fpeculatio ell, & fpeculationcs gcomctricx tantum habent 
elegantix quantum (implicitatis , tantumque laudis merentur quantum utili- 
tatis fecum afferunt. Ea de caufa conftrudionem per conchoidcm prxfc- 
ro ut multo fimpliciortm , & non minus geometricam, & qux refolutioni 
xquationum a nobis propofitx optime conducit. Prxmiflo igitur prxee- 
dente Lemmate, conltruimus geometrice problemata cubica, & quadrato- 
quadratica {ut pote qu.e ad cubica reduci pojfunl ) ut fcquitur. 

X. Proponatur aquatio cubica 

*'*-+- qx +rS 0, 

tuitu terminus fecundus decf , tertius vero fub ftgno fuo defignatur per -+- q quar- 

tus per -+- r. 

Tah.TX. Duc quamlibet KA , quam dic n. In K A utrinque produda, cape KB — 

^Ifl' 3'4‘J* • ^ 

ad eafdem partes cum K A fi habeatur q, aliter ad contrarias. Bifeca BA 

in C , & centro K, radio KC, fac circulum CX, cui inferibe redam CX 

xqualem & produc eam utrinque. Dcin junge AX, & produc eam 

utrinque. Denique inter has lineas CX & AX inferibe EY ejufdem longi- 
tudinis cum CA, quxque produda tranfent per pundum K, & XY erit 
erit radix xquationis. Et cx his radicibus affitmativx erunt qux cadunt ad 
partes X verfus C, & negativx qux cadunt ad partes contrarias, fi habea- 
tur *-r, & contra fi habeatur — r. 


Dcmonjiratio. 

.Ad dcmonflrationem prxmittimus Lemmata fcquentia. 

I.fm- 
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ERRATA 


TOMI II. 


CORRIGE 


Pag. 13. lin. i. inter, & A 
pag 19. lin. 3. Fa&orihus rationalibus 
pag. 81. lin. 16. x 5 — x 4 -4-x l — x*-*A 
pag. 104. lin. f. a fine 
x 4 — z<Sx J -*- if ix l — 24 <Sx-*-8o =5 0 
Ibidem lin. 3. a fine 

4X 1 — 78x*-»-30ix— 146 

Ibidem lin. ultima 
uti — 39x‘-*-i pix — 113 


inter 1, & A 
Fa&oribus irrationalibus 

X*— X ‘-+-X 1 — x‘-vX— I 
x 4 — itfx , w-i3ix t — 8otfx-«-88o s* 
4X’— 78x’-f-4<Six— 8otf 
tx‘— 3*x‘— 13 ix- 40 3 
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• ' LEMMA I. 

XI. EJi TX ad AK ut CX ad KE. Etenim age KF parallelam CX , & 
ob fimilia triangula ACX; AKF, & EYX; EKF , erit AC ad AK ut 
CX ad KF, & YX ad YE (feu AC) ut KF ad KE; adeoque ex *quo per- 
turbate , YX ad AK ut CX ad KE. Q_. E, D. 

LEMMA II. 

XII. EJI TX ad AK ut CY ad AK KE. Nam componendo eft YX 
ad AK ut YX-4-CX, id eft CY ad AK-+-KE. Q.. E. D. 

LEMMA III. 

XIII. EJI KE-BKad TX ut TX ad AK. 

Nam per 13. II. Elem. eft 

YKg — CK* 53 CY* — CY . CX 53 CY .YX, 

hoc eft , fi theorema refolvatur in proportionem , 

CY ad YK CK ut YK + CK ad YX. 

Sed eft 

YK — CK =3 YK — YE-4.CA CK =5 KE BK, 

Et 

YK-+-CK =5 YK — YE+CA + CK 5; KE-+- AK. 

Adeoque eft 

CY ad KE BK ut KE-»- AK ad YX. 

Sed per Lemma fecundum erat 
CY ad KE -4- AK ut YX ad AK. 

Ergo ex aequo eft YX ad KE BK ut AK ad YX. Seu KE— — BK 

ad YX ut YX ad AK. Q. E. D. 

XIV. His praemiflis dcmonftrabitur theorema ut fequitur. 

In primo Lemmate erat YX ad AK ut CX ad KE, feu KE. YX 33 AK. CX. 
In tertio erat KE BK ad YX ut YX ad AK. 

Unde fi prioris rationis termini ducantur in YX fiet 

KE. YX — BK . YX ad YX* ut-YX adAK, 

id eft 

r m. II. Hh AK 


Digitized by Google 


*4* 'AUCTORIS APPENDIX DE /E QV AT IONUM 
AK.CX — BK.YX ad YXq ut YX ad AK , 

Se duftis extremis Se mediis in fe 
AKg.CX AK. BK.YX = YX cub. 

Denique pro YX; AK ; BK; 8e CX; reftitutis x; n\ Se orietur 
r qx =: x'. Q; E. D. 

XV. Quod vero ad ad fignorum variationes attinet, iftis fecundum cafus 
problematum determinandis non immoror. 

XVI. Proponatur jam <r quatio cttjus tertius terminus deift 

X* -trpxx ■+■ r zz o. 

Et ad ejus conftru&ioncs aflumpto quolibet », cape in rcfta aliqua longitu- 

f 

dines duas KA es — ; Se KB zZ p, idque ad eafdem partes fi r &c p ha~ 

beant eadem figna, aliter ad contrarias. Bifeca BA in C, Se centro K, ra- 
dio KC, deferibe circulum cui inferibe CX aequalem », Se produc eam 
utrinque. Item junge AX, Se produc eam utnnque. Denique inter has 
lineas CX Se AX inlcribc EY ejufdcm longitudinis cum CA, ita ut ea, fi 
producatur, tranfeat per K, Se KE erit radix aequationis. Radices autem 
affirmativx funt ubi pun&um Y cadit a parte punSli X verfus C, Se nega- 
tivae ubi punchTm Y cadit ad alteras partes pun£ti X fi modo habeatur -t -r. 
Se contra fi habeatur — r. 

Ad hujus Propofitionis demonftrationcm fchemata Se lemmata de prio- 
ri propofitione mutuo fumantur, 8c demonftratio erit ut fcquitur. 

XVII. Per Lemma i, erat 

YX ad AK ut CX ad KE, fcu YX . KE =3 AK.CX, 

Se per Lemma J , KE KB ad YX ut YX ad AK , 

aut (fumpto KB ad contrarias partes) 

KE+KB ad YX ut YX ad AK, 
adeoque 

(KE - 4 - KB) in KE ad YX . KE, feu AK.CX ut YX ad AK, fcu CXad- 
KE. 

Quare du&is extremis Se mediis in fe, ell 

' KE cub. KB . KE? — AK . C Xq, 

Se ipfarum KE; KB; AK; &; CX, reftitutis valoribus fupra aflignatis,. 

. -t-pxx x; t. 

XVIII. 
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XVIII. Proponimus jam aquationem trium dimen/ionum 
x'-+-pxx -*-gv-+-r z^ o, 

nullo termino carentem , fc? cujus tres radices non funt omnes affirmativa neque 
omnes negativa. 

Et primo fi terminus q negativus eft , in rcita aliqua KB capiantur longi- Tab. IX; 

t , FiS* 6. 

tudines dux KA zz — } 8c KB zs p , idque ad eafdem partes puniti K fi 

pi & — habent figna diverfaj aliter ad contrarias. Bifcca AB in C , Se 

ad punctum illud C erige perpendiculum CX xquale radici quadraticx ter- 
mini q. Et inter lineas rcitas AX CX, utrinque -produftis in infinitum 
inferibatur rcita EY, qux xqualis fit reftx AC, & produft.i tranfeat per 
punitum K, atque KE erit radix xquationis , qux quidem affirmativa erit 
fi punitum X cadat inter punita A Sc E, negativa veio fi punitura E cadat 
ad partes puniti X verius A. 

XIX. Quod fi terminus q affirmativus eft, in reda KB capiantur longi- 
tudines illx dux KA zz V*— i & KB zz cafdc m p.-.rtc» 

puntti K, fi V — Sc habent figna diverfa ■, aliter ad contrarias. Bi- 

p KA 

feca AB in C, Sc ad punitum illud C erige perpendiculum CX xquale 
termino p: & inter linens rcftas AX & CX, utrinque produftas in infini- 
tum inferibatur recta EY, qux xqualis fit reftx AC, & produfta tran- 
feat per punftum K, atque XY erit radix xquationis; qux quidem negati- 
va erit fi punftum X cadat inter punfta A & E , affirmativa vero fi punftutn 
Y cadat ad partes puniti X verfus punftum C. 

Demonjiratio cafus prioris. 


XX. Per Lemma primum erae 

KE ad CX ut AK ad YX, 
i^ita (componendo) eft 

KE AK, id eft KY -+- KC, ad CX -r- YX, id eft , CY. Sed in trian- 
gulo rcftangulo KCY eft YCg xquale YKg— KCg, id xquale (KYh-KC) 

(KY 'KC> , & refolvendo terminos xqunles in proportionales, KY-+-KC 

ad CY ut CY ad KY KC, feu KEh-AK ad CY ut CY ad EK— KB. 

Quare cum in hac proportione fuerit KE ad CX , duplicetur proportio , 
& erit KEg ad CXg ut KE AK ad KE — KB ■, & duitis extremis & 

mediis in fc KE cub KB . KEg zz CXg . KE-t- CXj . AK. Et refti- 

tutis valoribus fupra affignatis X 1 pxx zz qx -+• r. 

Hh 2 
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Demonjiratio cafus fecundi. 

XXI. Per Lemma primum eft KE ad CX ut AK ad YX, duftifque ex- 
tremis & medus in fe,fit KE . YX 33 CX . AK. Scribe ergo in luperio- 

ribus KE . YX pro CX . AK, & fiet KE cub KB . KE7 =3 CX7. 

KE -4- CX . KE . YX. Et applicatis omnibus ad KE , erit, KE7 — KB 
.KE 33CX7-4-CX . YX: ductifque omnibus in AK habebitur AK . KE* 

AK . KB . KE =3 AK.CX7-+-AK.CX YX. Ac rurfus feripto 

KE . YX pro CX . AK, fiet AK.KE7 AK . KB . KE =3 KE . YX 

. CX -4- KE . YXq: & applicatis omnibus ad KE, orietur AK . KE — AK 
. KB 33 YX . CX . CX-»- YXq: du&ilque omnibus in YX , emerget A K 

‘-KE.YX AK . KB . YX =3 YXg.CX-4-YX cub. & pro KE . YX ' 

lcriptis in primo termino CX . AK, fiet CX . AK7 — AK . KB.YX 33 CX 
.YX7-4.YX cub . } feu, quod perinde cll, YX cub. -t- CX . YXq-c- AK 

. KB . YX CX . AKg 33 o. Atque pro YX ; CX j AK j 8c KB ; fub- 

flitutis valoribus fupra affignatis x> p j ^~~~ > » 9^ — *> emerget tandem 

ac’ -+- pxx -4- qx -4- r =3 o, xquatio conftruenda 

XXII. Solvuntur etiam ha aquationes ducendo redam lineam data longitudinis 

inter circulum & aliam redam pojitiane datos , ea lege ut reda illa duda conver- 
gat ad pundum datum. * 

Proponatur enim squati» cubica x>* .4- g* -4. r 33 o ,. cujus terminus fecundus 
deejl. 

Tab. IX. Duc reftam KA ad arbitrium. Eam dic n. Ih KA utrinque produ&a 

8 7 cape KB 33 — , idque ad eafdcm partes punfti K cum linea KA fi modo 

n 

habeatur q, aliter ad diverfas. Bifcca BA in C, Sc centro A, interval- 

lo AC, deferibe circulum CX. Ad hunc apta lineam reitam CX 33 — , 

nn 

& per punita K, C, & X deferibe circulum KCXG. Junge AX , & jun- 
ftam produc donec ea iterum fecet circulum ultimo deferiptum KCXG, 
in punito G. Denique inter hunc ultimo deferiptum circulum & reitam 
KC utrinque productam inlcribe reitam EY cjufdcm longitudinis cum reita 
AC, ita ut ea convergat ad punitum G. Et aiht reita EC etit una ex ra- 
dicibus aequationis. Uadices autem affirmativi iunt qux cadunt in majori 

circuli fegmento KGC, & negativx qux in minori KEC fi habeatur r j 

& contra fi habeatur-*- r, affirmativae in minori fegmento KEC , negativae in 
majori KGC reperientur. 

Ad hujus vero conltruitionis dcmonftrationcm prxmiitimus lemmata 
fcqucntu, 

LEMMA I. 

XXIII. Poftis qux in confrudione fuperiore t ejl CE ad KA ut CE-i-CX ad 
AT, y CX ad £2, 

Nam 
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Nam, re&a KG dufta, eft AC ad AK ut CX ad KG, idque ob fimi- 
lia triangula ACX, AKG. Sunt etiam triangula YEC , YKG fimilia: 
quippe quae communem habent angulum ad Y , & angulum ad G & C in 
eodem circuli K.CG frgmcnto EGCK , atque adeo xquales. Inde fir CE 
ad EY.ut KG ad KY, id eft CE ad AC ut KG ad KY eo quod EY & 

AC , juxta hypothefin, sequantur. Collata autem hacce cum fuperiore pro- 
portionalitate colligitur ex aqtw perturbate quod (it CE ad KA ut CX ad 
KY, & viciflim CE ad CX ut KA ad KY. Unde componendo fit CE 
-a- CX ad CX ut KA +KY ad KY , id eit ut AY ad KY , & viciflim 
CE-t-CX ad AY ut CX ad KY hoc eft ut CE ad KA. Q; E. D. 

LEMMA I I. 

XXIV. Demijfo ad lineam GT perpendiculi CII , fiet rcftangulum iIIET j: qua- 
le reft angulo CE . CX. 

Nam, demiflo etiam ad lineam AY perpendiculo GL, triangula KGLj 
ECH reftos habentia angulos ad L & H, 6c angulos ad K & E in codim 
circuli.CGK tegmento CKEG, ndeoquc xquales, xquiangula funt St proin- 
de fimilia. Eft ergo KG ad KL,ut EC ad EH. Porro, a punfto A ad 
lineam KG demitto perpendiculo AM ( ob xquales AK, AG bifecabitur 
KG in M, & triangula KAM, KGL ob angulum ad K communem, & 
angulos ad M & L rrftos, fient fimilia & inde eft AK ad KM ut KG ad 
KL. Sed ut eft AK ad KM ita eft zAK ad zKM , fcu KG, St ita (ob 
fimi'a triangula AKG, ACX) eft 2 AC ad CX; Se (ob xquales AC 2 c EY) 
ita eft xEY ad CX. Ergo eft xEY ad CX ut KG ad KL. Sed erat KG 
ad KL ut EC ad EH, ergo eft zEY ad CX ut EC ad EH, ergo eft zEY 
ad CX ut EC ad EH, atque adeo rcftangulum iHEY (duftis nimirum ex- 
tremis 8c mediis in fe) xquale eil rc&angulo EC . CX. Q; E. D. 

XXV. Attumpfimus hie lineas AKj A G xquales dte. Nimirum reiftan- 
gula CAK, XAG (per Coni. Prop. Prop. 3 6.lib . 111 . Elem.) xqualiafunr, 
atque adeo ut CA eft ad XA ita AG eft ad AK. Sed CA, XA xquales 
funt per hypothefinj ergo & AG j AK. 

LEMMA III; 

• • 

XXVI. ConfiruClis amnibus ut fupra , tres linea BT\ CE i KA ; funt canti* • 
nue proportionales . 

Nam, (per Prop . iz. lib. II. Elem.), eft CYg r: EYg-r-CEg-r-2FX 

. EH. Et ablato utrinque EYg fit CYg EY'y =: CEg zEY . EH. 

Sed zEY . EH' (per Lem. 2.) xqu.ilc eft rc&angulo CE.CX, & addito 
utrinque CEg fit CF.g-r-2EY . Eli z: CEg-t-CE. CX. Ergo CYg— EYg 

xqualc eft CEg-t-CE. CX , id eft (CY-kEY) . (CY EY) xq unie eft 

CfcgM-CE.CX. Et refolutis xqualibus reftangulis in latera proportionalia 

fit CE-r-CX ad CY-+-EY ut CY EY ad CE. Sunt- autem tres lineae 

EY> CA> CB: xquales & inde CY-+- EY = CY -1- CA = AY , & 

CY EY = CY CB — BY. Scribantur itaque AY pro CY+EY, 

8t BY pro CY — EY, Sc fiet CE -4- CX ad AY ut BY ad CE- Sed 

Hh j * Cf<? 
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(per Lem. i.) eft CE ad KA ut CE - 4 - CX ad AY, ergo eft CE ad KA ut 
liY ad CE, hoc eft linex tresBY, CE, KA, lunt continue proportio- 
nales. Q; E. D. 

Tandem ope horum Lemmatum conftrudtio fuperioris problematis lic de- 
monftratur. 

XXVII. Per Lemma t. eft CE ad KA-ut CX ad KY , adeoque KA.CX 
zz KY . CE , 8c applicatis his aequalibus extremorum Cc mediorum rcftan- 
K A GX 

gulis ad CE fit — es KY. His lateribus arqualibus addeBK &xqua- 


nI , KA.CX TTJ . nn „ KA.CX 

lia erunt BK h — et BY. Unde per Lemma tertium eft BK h 

G hi Cii 

ad CE ut CE ad KA , Cc inde, du&is extremis & mediis in, fc provenit 

CEg aequale BK . KA -i-— — ■?£——, 8c omnibus preeterea duftis in CE fit, 

Ch 


CE cub. aequale BK . KA . CE -t- KA<j . CX. 

CE erat radix aequationis di&a x ; KA erat n ; KB -• ; & CX His 

pro CE; KA; KB; & CX fubftitutis oritur x 1 es qx-+-r, feu x^—qx—r o, 
aequatio conftruendaj ubi q & r negativa prodeunt fumptis KA & KB ad 
eafdem partes punfti K , 8c radice affirmativa in majori fegmento CGK 
exiftente. Hic unus cafus eft conftru&ionis demonftrand«e. 

Ducatur KB ad partes contrarias, id eft, mutetur lignum ejus, fcu lignum 


iplius 2-, vel quod perinde eft, lignum termini j, & habebitur conftru&io 
n 

aequationis r' + }*-re; o: qui cafus eft alter. 

In his calibus CX, Cc radix affirmativa CE cadunt ad eafdem partes li- 
neae AK. 

XXIX. Cadant CX Cc radix negativa ad eafdem mutato ligno iplius 

f 

CX, fcu vel (quod perinde eft) ligno iplius r, & habebitur cafus tertius 

j^-t-gx-t-r =5 0 , ubi radices omnes funt negativa:. 

XXX Et mutato rurfus ligno iplius KB , fcu — , vel folius g, incidetur 

in eafum quartum x* gx-»-r ~ o. Quorum omnium cafuum conftruftio- 

nes percurrere licebit, Cc figillatim demonftrare ad modum cafus primi. 
Nos uno cafu demonftrato ceteros leviter attingere fatis e(Te putavimus. 
Hi verbis iifdem mutato folum linearum litu dcmonllrantur. 

XXXI. Conftruenda jam fit a quatit cubica x 1 gx.v* r zz o, cujus ter- 
tius terminus deeft. 

In figura fuperiore alTumpta longitudine quavis n , capias in refta quavis 

infinita AY > KA; & KB; quarum KA valeat > Cc KB valeat p. Has 

cape ad eafdem partes punfti K , fi modo ligna terminorum p Sc r fint ea- 
dem, fccus ad contrarias. Bifcca BA in C, Cc centro A, intervallo AC, 
• dc- 
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defcribe circulum CX. In eo aptes reflari CX, asqualem longitudini af- 
fumptat n. Junge AX , & produc junctam ad G, ita ut fiat AG xquali* 
AK, & per punfl.t K; C) Gj defcribe circulum. Denique inter hunc 
circulum 8c reftam KC utrinque produftam, infcribe reflam EY ejufdcm 
longitudinis cum refla AC, ea lege , ut ha:c infcripta tranfcat per pimflum G 
fi modo ipfa producatur: & afla refla KY erit una ex radicibus xquatio- 
nis. Sunt autem radices affirmativx qux cadunt ad partes punfli K ver- 
fus punftum A fi modo habeatur n-r; fin habeatur — r, affirmativa: funt 
quse cadunt ad partes contrarias. Et fi affirmativae radices jacent ex una 
parte punfli A, negativae funt qua: jacent cx altera. 

Dcmonftratur autem hxc conftruflio ope lemmatum trium noviffimorum 
in hunc modum 

XXXI I: Per Lemma tertium BY CE; KA ; continue proportionales; 
& per Lemma primum ut di Cii ad KA ita eft CX ad KY. Ergo BY eft 

ad CE ut CX ad KY. Sed BY idem eft quod KY KB. "Ergo KY 

— KB eft ad CE ut CX ad KY. Sed ut eft KY KB ad CE ita eft 

KY — KB in KY ad CE in KY, idque per Prop. i . lib. VI. Elem. &ob 
proportionales CE ad KA ut CX ad KY eft CE in KY xqualc KA in 
CX. Ergo (KY . — KB) KY eft ad KA in CX (ut KY — KB ad CE, 
hoc eft) ut CX ad KY. Et duflis excremis & mediis in fc invicem fit 

(KY KB) KYg xqualc KA in CXg: i™ eft KY cub KB . KY auad. 

sequale KA . CX quad. Erat autem in conftruftione , KY radix x-quationis 

difla x; KB xqualis p; KA xqualis ^ ; & CX «qualis n. Scribantur igi- 
tur x-, p ~ ■, 8c n ; pro KY; KB ; KA; Sc CX ; rcfpeftivc, & fiet 
nn 9 

je 1 — pxx zz r, feu — pxx r zz o. 

XXXIII Refolvi poteft conftruflio demonftranda in hafccquatuor jrqua— 
tionum cafus, 

x 5 — pxx r o, x J — pxx+r zs 0 , 

x'-t-pxx — r =5 o, & x J +;x.v + r ~ o. 

Cafum primum jam demonftdRum dedi , ceteri tres iifdcm verbis^ murato 
tantum linearum litu , dcmonftrantur. Nimirum, uti fumendo KA & K13 ad 
eafdem partes punfli K, Sc radicem affirmativam KY ad contrarias partes. 

jam prodiit KY cub. KB . KYg zz KA . CXg, S: inde x l — pxx — r zs 0 : 

fic fumendo KB ad contrarias partes punfli K, prodibit fimili argumentati!»— 
nis progrcflUfc KY cub.-*- KB . KYg zz KA . CXg, & inde. 

x' + pxx r zs Oj 

Et in hifce duobus cafibus fi mutetur fitus radicis affirmativae KY fumendo 
eam ad alteram partem punfli K, per fimilem argumentationis feriem deve- 
nietur ad alteros duos calus KY cub. .+. KB . KYg zz — KA . CXg, fcu 

afl 
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*> +? x.v + r = o, & KY cub. KB . KYg =3 KA . CXg , feu 

pxx-*-r =3 o. Qui omnes catus erant demonftrandi. 

XXXIV. Pronatur jam aquatio cubica 

— o, 

t, k ]!o ( nifi forte tertio) termino carens. Ea conftruetur ad hunc modum. 

T1V1. IX. Cape ad arbitrium longitudinem ». Ejus dimidio atqualem duc redam 

pjg g , f ^ 

quamvis CC, & ad pundum G erige perpendiculum GD aequale V — . 

Deinde fi termini p& r habent contraria figna, centro C, intervallo CD, 
Tab. X. deferibe circulum PBE. Sin eadem funt eorum figna, centro D, intervallo' 
Fig. i. GC, defcnbc circulum occultum fecantem redam GA in Hjdein centro C, 

intervallo GH, deferibe circulum PBE. Tum fac GA 33 — — ■. 

nnp 

eamque duc in linea GC ad partes pundi G verfus C fi modo quantitas 
__ 2 - L. (fignis terminorum p\ gs r> in aequatione confiruenda pro- 

be obfervatis) affirmativa obvenerit: fccus age GA ad alteras partes pundi 
G, 8 c ad pundum Acredo pa^>endiculo AY, inter hoc & circulum PBE 
fupertus deferiptum inferibe lineam EY aequalem termino p, ea lege ut haec 
infcripta convergat ad pundum G. Quo fado Sc produda illa EY ad G, 
erit linea EG una ex radicibus aequationis confiruenda:. Quae quidem radi- 
ces affirmativae funt ubi pundum E cadit inter punda G & Y, Sc negativae 

ubi E cadit extra-, fi modo habeatur -t-p j 8 c contra fi p. 

Demonftrationi hujus conftrudionis praemittimus lemmata fequentia. 


LEMMA I. 

XXXV. Demiffo ad AG perpendiculo EF , &? a EI a rcEla EC , efl EGq^-GCq 
eee ECq -+- zCGE. 

Nam, per Prop. 11. Jib. IT. Elem . , cft EGg z 3 ECg-i-GCg-t- iGCF. 
Addatur utrinque GCg & fiet EGg-+-GCg 33 ECg 2 GCg -t- aGCF. 
Sed zGCg-+-iGCF efi zGC in GC -+- CF id efi 2CGF. Ergo EGg 
-+-GCj >=3 ECg-4-zCGF. Q. E. D. A 

LEMMA II. 

_ , , Y XXXVI. In conJlruUionis cafu primo , ubi circulus PBE tranfit per panEUm 
D , efi EGq GDq = 1 CGF. 

Nam per Lemma primum , efi EGg-r-GCg — ECg-+-iCGF, & ablato 

utrinque GCg, fit EGg =: ECq GCg-*-zCGF. Sed ECg GCg 

idem efi quod CDg GCg, hoc cft idem quod GDg. Ergo 1 - Gq erGDg 

-<-zCGF, 2 < fubdudo utrobique GDg , fit EGg GDg 33 aCGF. 


LEM- 
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LEMMA II L 

XXXVII. In conjlrutiionis cafu fecundo , ubi circulus PBE non tranftl per T»b. X. 
punitum D , cjl EGq GDq 33 2CGF. Fig. 1. 

Namque in Lemmate pimo erat EGg -+■ GCq 33 ECj-j-iCGF. Aufer 
utrinque ECg & fiet EGg-+-GCg — ECg 33 zCGF. Sed GC 33 DH 

& EC 33 CP ss GH: ergo GCg ECg 33 DHj GHg 33 GDq, 

atque adeo EGg-*- GDg st 1CGF. Q. E. D. 

LEMMA IV. 


XXXVIII. EJl 1 CCF in GT st zCG in AGE. 

Namque, ob fimilia triangula GEF, GYA, eft GF ad GE ut AG ad 
GY } hoc eft (per Prop. I. lib. VI. Elem.) ut iCG . AG ad aCG . GY. 
Ducantur extrema & media in fe, 6 c fiet iCG . GY. GF 53 2CG.AG.GE. 

Q. E. D. 

XXXIX. Tandem ope horum Lemmatum conjirttftio Problematis fc dmonfira- 
tur. 

In cafu primo eft' (per Ltm. 2.) EGg GDg =3 aCGF, & duftis onv Tab. IX. 

nibus in GY fit EGg . GY GDg . GY =3 zCGF.GY (hoc eft pcr F >* 8 - 

Lem. 4.) =3 zCG.AGE. Pro GY feribe EG-*- EY , & fiet 
EG cub. -t-EY.EGg — GDg . EG — GDg. EY st 2CGA.EG, feu 

EG cub. -t- E Y . EGg~ . EG— GDg . EY 53 o. 

XL. In cafu fecundo eft (per Lem. 2.) EGg-*- GDg 33 2CGF, 8c duftis Ta|} . x * 
omnibus in GY fit EGg . GY-*-GDg.GY 33 iCGF . GY (hoc eft per Fl S- *• 
Lem 4.) 33 2CG. AGE. Pro GY feribe EG-+-EY, & fiet • 

EG cub -*- EY . EGg -+- GDg . EG -*- GDg . EY 33 zCGA . EG , fcu 

EGr«L-+-EY.EGgJ^ ( °? A .EG-*-GDg . EY 33 o. 


Jam vero erat EG radix aequationis conftru&a: difta xj item GD 33 d — ; 

*P 

EY =3 p ; zCG 33 »; & GA 33 S. — ; id eft in cafu primo ubi 

f% f$P 

terminorum p & r diverfa fbnt figna: at in cafu fecundo ubi alterutrius p 
vel r mutatur fignum fiet, ~-*- — 33 GA. Scribantur igitur proEGj 

GD ; EY ; zCG; & GA ; quantitates .vj d — •> p-, n-, &c — — & 

cafu primo fiet 

r 


X 3 h -px 1 " x — r 33 o , id eft , x 1 -t-pxx -+- qx r =3 0 5 

+ 9 + - 
P 

cafu autem fecundo 

Tom. II. * Ii N J 
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r 

-+* T' 

p x' ‘ x + r 3 o , id eft , x 1 -*■ pxx - 4 - y x -t- r =3 o. 

£ft igitur in utroque cafu EG vera longitudo radicis x. Q. E. D. 

XLl. Subdiftinguitur autem cafus uterque in cafus plurcs particulares: 
Nimirum prior in hofcc 

yl-l -px' + qx r =3 O, X*-«-pXA S qX r =3 0, 

x 5 pxx-r-yx-t-r =3o, . 

X 1 pxx q X -4- r =3 O , 


x’- 4 -px' — r =3 o. Sex* pxx-4-r =3 o; 

pofterior in hofce 

Xl-i-pxx-t-qx-t-r =3 O, X 1 -4- pXX qXJrf =3 oj 

x* pxx- t-yx r =3 o, x» pxx yx — r a o, 

x’- 4 -pxx-*-r tao, Se x* — pxx r =3 o. 

Quorum omnium demonfl rationes verbis iifdetn ac duorum jam demon lira- 
torum, mutato tantum linearum (itu, compinguntur. 

Hx funt problematum conltruftiones prxcipux per inferiptionem reftx 
longitudine datx inter circulum Se reftam lineam politione datam , ea lege 
ut inlicripta ad datum punftum convergat. Inferibitur autem talis refta du,- 
ccndo concboidem veterum, cujus polus fit punftum illud ad quod retia in- 
feribenda debet convergere, regula fcu afymptotos refta altera politione d*^ 
ta, Se intervallum longitudo reftx inferibendx. Secabit enim hxc conchoi- 
dc%circulum prxfatum in punfto E, per quod refta inferibenda dnci de- 
bet. Suffecerit vero in rebus prafticis reftam illam inter circulum 8c alte- 
ram politione datam reftam ratione quacunque mechanica interponere. 

XLI1. In hilce autem conftruftionibus notandum eft quod quantitas », 
ubique indeterminata Se ad arbitrium affumenda relinquitur, id adeo ut An- 
gulis problematis conflruftioncs commodius aptentur. Hujus rei exempla 
in inventione duarum medie proportionalium , & anguli trifeftione dabimus. 

XLIH. Inveniendae fint inter * & b da* medie proportionales x 8 zy. Quo- 
niam funt a.x.y.b continue proportionales , erit aa ad xxut x ad b, ndeo- 

'que x* =: a ab , feu x 1 aab =; o. Hic defunt xquationis termini p8 Cf, 

Tab. X. & l oco termini r habetur aab. Igitur in conllruftionum formula pri- 

' s ' ** ma, ubi refta EY ad datura punftum K convergens inferitur inter alias 

duas politione datas rcftas EX Se YC, Sc refta CX ponitur xqualis — , 

* .V . .s ‘ 


1 
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*f« 


aab 


- , afiumo » aqualem a , Sc lic fit CX «qualis 6. 


td eft, «qualis 

177% 

Unde talis emergit conftru&io. 

Duco quamvis KA aqualem a, eamque bifcco in C, centroque K, in- 
tervallo KC, deferibo circulum CX, ad quem apto rcft.im CX aqualem b, 
& inter rcftas AX, CX infinite produ£tas pono EY aqualem CA , Sc con- 
vergentem ad punflum K. Sic erunt KA, XY, KE , CX, continue pro- 
portionales, id eft XY Sc KE dua medie proportionales inter a Sc b. Con- 
llruftio nota eft. 


In altera autem conftru&ionum formula ubi re£ta EY ad datum pun- 
£him G convergens ponitur inter circulum GECX Sc rc£hm AK, cftque 

n /i ■ «i . Odb ■ 


Tab. IX. 


CX es ~ id eft (in hoc problemate) =J 


, pono ut prius m 33 a t 


nn ' * ’ nn 

Sc fic fit CX 33 b, cetcraquc peraguntur ut fcquitur. 

Duco reftam quamvis KA aqualem a, eamque bifeco in C; Sc centro A,x»b. 
intervallo AK,dcfcrido circulum KG ad quem apto re&arn KG «qualem F;g. 
zb, conftituendo triangulum aquicrurum AKG. Deinde per puncia C; 

K; G; circulum deferibo Sc inter hujus perimetrum &c rc£tam produ- 
ctam AK inferibo rectam EY aqualem KC, Sc convergentem ad pun- 

Ctum G. Quo fafto continue proportionales erunt AK ; EC ; KY ; — KG; 

id eft EC &‘KY dua medie proportionales erunt inter datas a Sc b. 

XLIV. Secandus jam fit angulus in partes tres aquales . Sitque angulus fe- Tib. 
eundus ACB , partes ejus invenienda AC I ) } DCE-, kCB. Fig. 

Centro C, intervallo CA, deferibatur circulus ADEB locans reCtas CA i 
CD; CE j CB; in Aj D; E; B Jungantur AD» DE; EBj ut & AB 
fccans rcftas CD; CE; in F ; Se H ; Sc ipfi CE parallela agarur DG oc- 
currens AB in G. Ob fimilia triangula CAD 5 ADF; DFG ; continue 
proportionales funt CA; AD; DF; FG. Ergo (i dicatur AC 33 <t; 8e 

V V* vJ 

AD = x- ; fiet DF =3 - ; & FG 33 Eft autem AB =3 BH-+-HG 

a aa ... 


X. 

* 


+ FA — GF 33 jAD- 


-GF =3 3 X — -. 
3 aa 


Dic AB =3 b, Sc fiet 


x f 


b =3 — , feu, X 1 . 

3 aa 


zaax-t-aab 33 o. 


Hic dccft. aquationis terminus fecundus p, Sc loco y 8 c r habentur— 34 ?« 
Sc aab. fergo in conftruCtionum formula prima ubi erat p 33 o;KA 33 

q p 

KB. 33 “ ; & CX 33 — ; id eft in problemate jam conftruendo, KB 32 
n nn 

■ 7 ~ \ & CX 33 ^ ; ut ha quantitates evadant quam fimpliciflima» 

pono » =3 <*, Sc fic fit KB =3 — 3 «; Sc CX 33 b. Unde talis emergit 
problematis conflruBio, 

Ii * * Ago 
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T»b. X. 
FiS- S- 



Tab. X. 
Fig' 6. 


Tab. IX. 
Fifr 7 * 


Ago quamvis KA zz a, 8c ad contrarinj panes KB =: $ a . Bifeco BA 
in C, centroque K , intervallo KC, defcribo circulum, cui inlcribo redam 
CX zz b. Et ada reda AX, inter ipfam infinite produdam Sc redam 
CX . pono redam EY squalem AC, & convergentem ad pundum K. Sic 
fit XY zz x. Quinctiam ob squales circulos ADEBj CXA ; & squales 
fubtenfas AB; CX; nec non squales fubtenfarum partes BHj XY ; squales 
erunt anguli ACBj CKXj ut & anguli BCH > XKY, atque adeo anguli 
CKX tertia pars erit angulus XKY. Dati igitur cujusvis anguli CKX pars 
tertia XKY invenietur, ponendo inter chordas CX; AX infinite produdas 
redam EY squalem diametro AC; Sc convergentem ad circuli centrum K. 

Hinc fi a circuli centro K ad fubtenfam CX demittas perpendiculum KH, 
erit angulus HKY tertia pars anguli HKX, adeo ut fi detur quilibet an- 
gulus HKX, inveniri poflit ejus pars tertia HKY, demittendo a quolibet 
lateris utriufvis KX pundo X ad latus alterum KH perpendiculum XH, 
& lateri KH ducendo parallelam XE, deio redam YE duplam ipfius KX, 
& convergentem ad pundum K ponendo inter redas XH Sc XE. 

Velfic. Detur angulus quilibet AXK. Ad latus alterutrum AX erigatur 

K rrpcndiculum XH, & a lateris alterius XK pundo quovis K agatur reda 
1 E cujus pars YE interjacens lateri AX produdo, Sc ejus perpendiculo 
XH, fit dupla lateris XK,Sc erit angulus KEA tertia pars anguli dati AXK. 
Tum rurfus eredo perpendiculo EZ, Sc ada KF cujus pars ZF inter EF Sc 
EZ fit dupla ipfius KE , fiet angulus KFA tertia pars anguli KEA, Sc 
fic pergitur per continuam anguli triledionem in infinitum. Exftat autem 
bsc trifcdio apud Pappum , lib. 4. Prop 

XLV. Quod fi angulum per alteram conftruElitnum formulam , ubi reda inter 
aliam redam {fi circulum ponenda efi , trifariam dividere malueris: Hic etiam 

q f 

erunt KB zz ~ , Sc CX zz — , ideft, in problemate de quo nunc agi- 


mus, KB =5 l aa ■ & CX zz — •, adeoque ponendo n zz a a fiet 

» ‘ nn 

KB zz Sc CX zz b. Et inde talis emerget tonfiruElit. 

T»b X ^ pundo quovis K ducantur ad eafdctn partes rtd® dux KA zz a-, Sc 
Fig. 7. * KB zz 3 a. Bifeca AB in C, centroque A, intervallo AC , deferibe cir- 
culum. In eo pone redam CX zz b. Junge AX, Sc jundam produc, 
donec ea iterum fecct circulum jam deferiptum in G. Tum inter hunc circu- 
lum Sc redam KC infinite produdam , pone redam EY xqualcm redx AC, 
& convergentem. ad pundum G, Sc ada reda EC erit longitudo quxGta x, 
qua tertia pars anguli dati fubtenditur. 

Talis conftrud;o conftquitur formulam fuperius allatam ,qux tamen ficeva- 
Fig. 4 - det concinnior. Ob xquales ciiculos ADEBj Sc KXG , & xquales fubten- 
7 ‘ fas CX Sc AB, xquales funt anguli CAX , five KAGj & ACB, adeo- 
que CE fubtenla cft tertix partis anguli KAG, Quare dato quovis angulo 
KAG, ut ejus inveniatur pars tertia CAE, pone inter circulum KGC, Sc 
anguli latus KA infinite produdum redam EY xqualem circuli femidiame- 
Ltmna tro AG , Sc convergentem ad pundum G. Sic docuit Archimedes angulum 
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trifariam fecare. Eaedem conftru&iones facilius explicari pollent quam hic 
faflum cft 5 fed in his volui oftenderc quomodo ex generalibus problema- 
tum conftruflionibus fuperius expolitis, conftrufliones fimpliciffimas parti* 
cularium problematum derivare liceat. 

XLVI. Prxter conftruftiones hic expolitas adjungere liceret quampluri- Tsb. X. 
mas. Ut fi inter a (fi b invenienda efient dita medie proportionales. Age quam* [ l g 8. 
vis AK =5 b-, & huic perpendicularem AB s a. Bifcea AK in I , & in 
eadem AK, fubtenfx B1 xqualem pone AH; ut & in linea AB produfri» 
fubtenfx BH xqualem AC. Tum in linea AK ad alteras partes punfti A 
cape AD cujufvis longitudinis, & huic xqualem DE, ccntrifque D Sc 
E, intervallis DBj EC-, deferibe circulos duos BF, CG, &c inter eos pone 
rcflam FG xqualem recfx AI, & convergentem ad pun&um A, & erit AF 
prima duarum medie proportionalium quas invenire oportuit. 

Docuerunt Veteres inventionem duarum medie proportionalium per cifi- 
foidem-, fed linex hujus deferiptionem commodam manualem nemo, quod 
fcio, appofuit. Sit AG diameter & F centrum circuli ad quem ciffois per-Tib. X. 
tiner. Ad punftum F erigatur normalis FD, caque producatur in infini- Fig- 9 - 
tum. Et producatur F G ad P, ut FP xqualis fit circuli diametro. Mo- 
veatur norma reftangula PED e^ lege ut crus ejus EP perpetuo tranfeat . 

E er pun&um P, & crus alterum ED circuli diametro AG feu FP xqua- 
, termir.o fuo D tangat icroper lineam FD, & cruris hujus medium pun- 
itum C deferibet cijfoidem dofideratam GCK ut fupra expofui. Quare fipag.z 4 $. 
inter duas quafvis a 6c b inveniendx fint dux medix proportionales, cape Tom. *• 
AM zza, erige perpendiculum MN =2 b. Junge AN ; & lege prxfata 
moveatur norma PED , ufque dum pun&um ejus C incidat in re&am AN. 

Tum demifib ad AP perpendiculo CB, cape t ad BH , & « ad BG, ut elt 
MN ad BC, Cc ob continue proportionales AB, BH, BG, BC erunt 
etiam continue proportionales a, f, v, b. 

XLV1I. Simili norma applicatione confinii fojfunt etiam alia problemata fo- 
lida. Verbi gratia proponatur xquatio cubica 


x 1 ±T pxx -t -qx- 


r o: 


ubi q 


r negativum, & p figni utriufvis. Fac 
St cape FR & GL 'zs ~p, idque verfus 


femper affirmativum fit, 

AG zz — , eamque bifeca in F, 

A fi habeatur .+■/>, aliter vcrfiis P. Erige infuper normalem FD, inque ea 
cape FQ_ — dq, huic etiam erige normalem QC. In normx autem cru- 
re ED , cape ED & EC ipfis AG & AR xquales rcfpe&ive, & applicetur 
deinceps norma ad fchcma, fic ut pun&uin ejus D tangat re&am FD, Sc 

E un&um C reftim QC, tum fi compleatur parallelogrammum BQ_, erit 
B xquationis radix quxfita x. 

XLVIII. Ha&enus con&ru&ionem folidornm problematum per operatio- 
nes, quarum praxis manualis maxime fimplex ert & expedita, exponere vitum 
fuit. Sic Veteres poilqur.m confe&ioncm horum problt matum per compo- 
fitionem locorum folidorum aflecuti fuerant, fentientes ejufmodi conflru- 


li J 


frio* 
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flionej ob difficilem conicarum fcftionum defcriptioncm inutiles c(Tc, qux* 
lcbant conftrudtioncs ftctliorcs per conchoidcm , cifibidem . extenfionem fi- 
lorum 6 c figurarum adaptiones quafcunque n cchanicas : prxlata mechanica 
utilitate inutili fpeculationi geometrica: , ut ex Pappo difeimus, Sic magnu* 
ille Archimedes trifeftionem anguli per coni Ic&ioncs a fuprrioribus geome- 
tris ex pofitam neglexit , & in Lemmatis furs angulum modo a nobis fupe- 
rius expofito trifariam fccare docuit. Si Veteres problemata perfiguras ea 
tempellate in Geometriam non receptas conftruere maluerint, quanto ma- 
gis praeferenda: nunc funt ili jc figura: , in GcometTiam xque ac iptx coni 
- fe&iones a plcrifque recepta:. 

XLiX. Verum tamen novo huic Geometrarum generi haud afientior, 
qui figuras hafce omnes in Geometriam recipiunt. Eorum regula admit- 
tendi lineas omnes ad contlrudiioncm problematum eo ordine, quo xquatio- 
ties, quibus linex illx definiuntur, numero dimenfionum afeendunt, arbi- 
traria cft, & in Geometria fundamentum non habet. Imo falfa cft, prop- 
terea quod circulus hac lege eum coni ft itionibus conjungendus cflet, quem 
tamen Geotnetrx omnes cum linea rcfta conjungunt. Vacillante autem 
hac regula tollitur fundamentum admittendi certo ordine lineas omnes ana- 
lyticas in Geometriam. In Geometriam glanam , meo quidem judicio, li- 
nex nullx, prxter rc&am & circulum, admitti debent j nifi forte linea- 
rum diftinfiio aliqua prius excogitetur , qua linea circularis conjungatur 
cum rtfta, fic a reliquis omnibus fegregetur. - Quinimo -ne tum quidem au- 
genda eft Geometria plana numero linearum. Nam, figurx omnes funt 
planx qux admittuntur in Geometriam planam , -id cft quas Geomctrx po- 
itulent in plano deferibere. -Et problema omne planum eft, quod per figu- 
ras planas conftrui potefl. Sic igitur admiffis in Geometriam planam coni- 
cis fc&ionibus, aliifque magis compotitis figuris, problemata omnia folida 
& plus quam folida, qux per has figuras -conftrui poftimt, evadent plana. 

Sunt autem problemata omnia plana ejufdem ordinis. Linea redfca analyti- 
ce fimplicior cft quam circulus; hoc non obftante , problemata ejufdem 
funt ordinis qux per reftas folas, & qux per circulos conftruuntur. Solis 
poftulatis reducitur circulus ad eundem ordinem cum refta. Et multo magis 
cllipfis, qux minus differt a circulo quam circulus arefta,poftuhndo comfimi- 
liter defcriptioncm ejus in plano, reduceretur ad eundem ordinem cum circulo. 
Siquis fpcculando ellipfin, incideret in problema aliquod folidum , & ipfum 
beneficio ejufdem ellipfeos & circuli conftrueret; hoc problema jam pro 
ptano habendum eflet, eo quod ellipfis jam ante in plano delcripta haberi 
Jupponitur, & conftruftio omnis, qux fupere-ft, abfolvitur per circuli fo- 
lius deferiptionem. Eadem de cauta problemata quxvis plana per datam 
Tjt>. XI.ellipGn conftruere licitum cft. Verbi gratia fi datx ellipfeos ADFG re- 
P;g- i. quireretur centrum O, ducerem parallelas duas AB ; CD cHipfi occurren- 
tes in A ; B j C > D ; aliafquc duas EF ; GH ellipfi occurrentes in E j 
F ; G i H. Flas bitccarem in I; K j L; M> & junftas 1K; LM ; pro- 
ducerem ufque ad concurfum fuum in O. Legitima eft hac conftrueho • 
plani problematis per cllipfin. Nil refert quod ellipfis analylicc definia- 
tur p:r xquationem duarum dimenfionum. Nil quod ellipfis geometrice 

ge* 
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generetur fe&ionc figurae folidte. Hypothefis fola,- quod ellipfis jam de- 
fcripta habetur in plano, problemata omnia folida per ipfam conflru&a re- 
ducit ad ordinem planorum, efficitquc ut plana omnia per ipfam legitimo 
conftruantun Et eadem efl ratio poflulati. Quod vi poflulatorum fieri 
potefl, ut jam faftum- & datum alTumere concenum eft. Poftuletur igi- 
tur ellipfin in plano deferibere, Sc ad ordinem planorum problemarum re- 
ducentur ca omnia qua: per clliptin conllrui poflunt, planaqut omnia per 
cllipfin licebit conflruere. 

L. Necrfle efl igitur aut problemata plana & folida inter fe confundi, 
aut lineas omnes rejici e Geometria plana, prxtcr re&am & circulum, Sc 
fiqua forfan alia detur aliquando in ltatu conftrucndi alicujus problematis. * 
Verum genera problematum confundi nemo certe permiferit. Rejiciantur 
igitur c Geometria plana fettiones conicx, alixque figurx omnes, praercr 
rcftam & circulum, Sc quas contigerit in flatu problematum dari. Alie- 
dx funt igitur a Geometria deferiptiones illx omrfes conicarum fc&ionum 
in plano, quibus hodierni Geometra: tantopere indulgent. Nec tamen ideo 
coni fc&iones e Geometria rejicienda erunt. Ha: in plano non deferibun- 
tur geometrice, generantur vero in folidi geometrici fuperficie plana. Co- 
bus conflituitur geometrice, Sc plano geometrico fecatur- Tale coni feg- 
mentum figura geometrica ell, eundemque habet locum in Geometria fo- 
lida, ac fcgtnentum circuli in planas & hac ratione bafisejus, quam coni- 
fe&ionem vocanr, figura geometrica efl.’ Locum igitur habet coni fedtio 
in Geometria , quatenus ea fuperficie* cftfolidi geometrici. Alia autem nul- 
la ratione geometrice, quam folidi fcdlione gener^ur, & ideo non nifi in. 
Geometriam folidam antiquitus admifla fuit. Talis autem conicarum feftio- 
num generatio. difficili* ell, & in rebus-prafticis, quibus Geometria potiffi- 
Dium infervire • debet, prorfu» inutilis. Ideo Veteres fe ad varias figurarum, 
in plano deferiptiones mechanicas receperunt, Sc nos ad eorum exemplar 
• conftru&ionc* prxccdcntes concinnavimus. Sunto conflru&ioncs illa: mc~ 
chanicx: fic Sc eonftru&iones per coni fedliones in plano (ut jam moris efl>- 
deferiptas mechanicas funt. Sunto conflrudtioncs per datas coni feflioncs 
geometrica: : lic & conflru&iones pcr-alias quafcunquc figuras datas geome- 
tricas funt, Sc ejufdem ordinis cum conflru&ionibus. planorum problema- 
tum. Nulla ratione prxferendx funuin Geometri» feftiones conica: figu- 
ris aliis , nifi quatenus illa: a fctuonc coni, praxi.ad folutionem problema- 
tum prorfus inutili, derivantur.. Verum tamen nc conllructiones per coni- 
cas fc&ioncs omnino prxtcream, vifum fuit aliqua dc .his. fubjungerc , in 
quibus etiam praxi manuali non incommode confulatur. 

L.I. Conicarum fc&ionum fimpliciffima ell ellipfis. Hxc notior efl-, Sc 
circulo magis affinis, £i praxi manuali facilius deferibitur in plano. Para- 
bolam praeferunt plerique ob fimplicitatcm xquationis per quam ea exprimi»- 
lur. Verum hac ratione parabola ipfo etiam circulo prxfcrenda effit , con- 
tra quam fit. Falfa cfl igitur argumentatio a fimplicitate xquatiooum. 
Aquationum fpeculationi nimium indulgent hodierni Gcometrx. Harunv 
/implicitas efl confiderationis analyticx. Nos in compofitione verfamor, Sc 
cpropofitioni leges danda: non funt.cx analyfi. Manuducit analyfis ad coni-# 

•po* 
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politionem : fed compofitio non priui vcrc conficitur quum liberatur ab omni 
analyfi. Infit compofitioni vel minimum analyleos, & compofitionem ve- 
ram nondum affecutus es. Compofitio in fe perfefta e(l & a mixtura fpc- 
culationum anulyticarum^abhorrct. Pendet figurarum (implicitas a (impli- 
citate genefeos & idearum , & aequatio non cft fcd deferiptio (live geo- 
metrica (ite mechanica) qua figura generatur fic redditur conceptu facilis. 
Ellipfi igitur primum locum tribuentes, docebimus jam quomodo xquatio- 
nes per ipfam conftruere licet. 

LII. Propinatur aquatio quavis cubica 

. x’ cs pxx + qx+r, 

ubi p ; q j IS r datas terminorum aquationis coefficientes cum fignis fuis ■+■ 8c 

Jignificant , tS alteruter terminorum p tS q , vel etiam uterque deejfe potejl. Sic 
enim aequationum omnium cubicarum conftruftiones una illa operatione 
qux fcquitur, exhibebimus. 

TaVXl. A punfto B in refta quavis data cape duas quafcunque reflas BC, BE 
Kj..!. ad caldcm partes; ut & inter ipfas mediam proportionalem BD. Et BC 

q ' 

di&a», capc etiam in eadem reda BA ^ — , idque verfus pun&um C fi 

habeatur q , aliter ad partes contrarias. Ad punftum A erige perpendi- 

culum AI, inque eo cape AF xqualcm p , FG xqualcm AF> FI a-qualem 

— ; & FH in ratione ad FI ut cft BC ad BE. FH vero & FI capienda: 

nn , 

funt ad partes punfli F verfus G fi terpnini p fic r habent eadem figna , ali- 
ter ad partes verfus A. Compleantur parallelogramma IACK & HAEL, 
centroque K, Cc intervallo KG deferibatur circulus. Tum in linea HL 
capiatur ad utramvis partem punfli H longitudo HR, quae fit ad HL ut 
BDad BE. Agatur GR fecans EL in S, & moveatur linea GRS punfto • 
ejus R fuper linea HL, & punfto S fuper linea EL incedente, donec ter- 
tium ejus punftum G dcfcnbcndo elliplin , occurrat circulo, quemadmo- 
dum videre eft in pofitione yqe. Nam dimidium perpendiculi >X ab oc* 

. curfus illius punfto y in reftam AE demifli erit radix xquationis. Poteft 
autem regulx GRS vel yft terminus G vel y, circulo in tot punftis occurrere 
quot funt poftibiles radices. Et e radicibus hx funt affirmativx qux cadunt 
ad eas partes reftx AE ad quas refla FI ducitur a punfto F , & illx nega- 
tivx qux cadunt ad contrarias partes linex AE , fi modo habeatur -t- r : & 
contra fi habeatur r. 

Demonftratur autem hxc conftruftio fubfidio Lemmatum fcquentium. 

. LEMMA I. 

LITI. Pejitis qua in fuperiort confiruPiont , eft iCAX AXq S yXq — • 

2 Al.yX+iAG.Fl. 

Namque ex natura circuli eft K yq — CXq, xquale quadrato ex yX— AI. 
Sed cft K yq xquale GIg-t-ACg, 8c CXj xquale quadrato ex AX — AC, 

hoc 


i 
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hoc eft «quale AXg — iCAX •+• AC g , atque adeo horum differentia 

GIg-t-iCAX AXg , aequatur quadrato ex yX AI, id ell ipfi 

yXq — _ aAI . yX AI q. Auferatur utrinque Glg , & manebunt xqualia 

aCAX — AXg, & yXq aAI . yX AI q GIg. Verum A lq (per 

Prop. 4. Ub. II. Liem.) «quale eft AGg 2AGI -t- GIg, atque adeo Alg 

— GI q «quale eft AGg-t-zAGI, hoc eft «quale 2AG in — AG-+-GI, 

feu «quale lAG . FI, & proinde »C A X AXg, «quale eft yXq 1AI. 

jX+ 2AG.FI. E. D. 

LEMMA II. 


- 

LIV. Pojitis qua in fupniore amflruRione , eft lEAX AXq aquale -pjj 

r f ** * 

Xyq Jjj AH . Xy -t- lAG . FI. 


Notum eft enim quod punttum y motu regulx y $ c fuperius aflignato de- 
feribit ellipfin, cujus centrum eft L, & axes duo cum reftis LE 8c LH 
coincidunt, quoftim qui in LE xquatur 2yj five zGR, & alter in LH 
xquatur zye five iGS. Et horum ratio ad invicem ea eft qux lineae HR 
ad lineam HL, five line* BD ad lineam B E. Unde latus transverfum eft 
ad latus reftum principale ut BE ad BC, live ut FI ad FH. Quare cum 

yT ordinatim applicetur ad HL, erit ex natura ellipfeos GSg LTg 

f J 

sequale Ty-g. Eft autem LT «quale AE AX , & T y «quale 

Xy AH.. 'Scribantur horum quadrata pro LTg & T^g, & fiet GSg 

AEg-t-tEAX AXj s ~j in X^g 2AH-. Xy -4- AHg. Eft 

autem GSg - — AEg «quale quadrato ex GH+ L.S , proptcrca quod GS 
hypotenufa c ft trianguli rcftanguli cujus latera funt ipfis AE &.GH-+-LS 
«qualia. , Eft £c < ob fimilia triangula RGH •, RSL) LS ad GH ut LR ad 
HR, & componendo GH-t-Lb ad GH ut HL ad HR, & duplicando 
rationes, quadratum ex GHi-LS, «ft ad GHg ut HLg ad HRg, hoc eft 
(per conftruftioncm; ut BEg ad BDg, id eft ut BE ad BC, feu FI adFH, 

FI 

adeoque quadratum ex GH -t- LS' «quale eft GHg. Eft itaque 
FI FI 

GSg— AEg «quale ppj GHg, atque adeo ppjGHg-t-zEAX — AXgts 

FI " FI 

— in Xyq — aAH . Xy-+- AHg. Auferatur utrinque =75 GHg , & re- 
FH -T H 

ftabit lEAX AXq «3 ^ in Xyq — 1 AH . Xy ■+■ AHg — GHg. 

Eft nutem AH — AG-t-GH, adeoque AHg rs AGg -t- 2AGH -+- GHg 
Sc fubdufto utrinque GHg, reflat AHg-: — GHg s: AGg-t-iAGH, hoc 
T^om. 11. Kk eft 
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eft =s zAG in — AG -+-GH, fcu ss zAG . FH, atque adeo cft iEAX 

FI * FI 

__ AXg =3 — in Xyq zAH .Xy-4-iAG . FH, id cft, =3 Xyj 

AH.Xy-*-iAG .FI. Q.. E. D.. 

FH 

LEM M A III 

LV. Jifdem pojitis ejl AX ad Xy AG ut Xy ad iBC. 

Nam n dc aqualibus in Lemmate fecundo fubducantur xqualia in Lemmate 
- HI aFI 

prima , reflabunt xqualia iCE . AX & pjj X yq pj^ AH . Xy -+- iAI 

. Xy.. Ducatur pars utraque in FH , & fiet zFH . CE . AX aequale HI 

. Xyq zFI . AH . Xy-t- a AI . FH. Xy. Eft autem AI =3 AH .4- HI , 

adeoque iF I . AH iFH.AI — 2FI.AH iFH A zFHI, Sed 

zFI ?AH zFHA =3 1AHI; & aAHI zFHI ss iHI . AF. Ergo 

2FI . AH zFH .AI = zHl . AF , adeoque zFH .jCE . AX =5 HI 

. Xyq - — zHI . AF . Xy. Et inde HI ad FH ut zCE . AX ad Xyq - z AF 
. Xy. Sed, per conftruftioncm , HI cft ad FH ut CE ad BC, atque adeo 

ut zCE.AXad zBC. AX; & proinde zBC.AX & Xyq aAF.Xy (pe» 

Prop. p. lib. V. Elem.) erunt xqualia. Aequalium vero rcdtangulorum pro- 
portionalia funt latera, AX ad Xy zAF, id eft ad Xy AG ut Xy 

ad zBC. Q. E. D. 

LEMMA IV. 

LVI. Iifdem pofith , ejl iFI ad AX z AB ut Xy ad iBC. 

Nam de aequalibus in Lemmate tertio , nimirum iBC. AX Xyq—zBT 
Xy, fubducantur xqualia in Lemmate primo , & reflabunt xqualia — — zAB 
. AX-v A Xq s zFI . Xy — zAG . FI , hoc cft AX in AX , — * zAB 

rz zFI in Xy AG. ALqualium vero reftangulorum proportionalia funt 

latera, zFI ad AX zAB ut AX ad Xy AG, hoc eft (per Lemma. 

tertium ) ut Xy ad zBC. Q. E. D. 

LVJI. Preejlratis kis Lemmatibus , conflruflio problematis fic tandem demon - 
firatur. 

Per Lemma quartum cft Xy ad iBC ut zFI ad AX zAB, hoc eft (per 

Prop. l. lib. VI. Elem.) ut zBC . zFI ad zBC (AX — -zAB), fcu ad 

zBC . AX zBC . zAB. Sed per Lemma tertium eft AX ad Xy zAF 

ut Xy ad zBC, feu zBC . AX s Xyq zAF • Xy, adeoque Xy cft ad 

zBC ut zBC.iFIadXyq zAF.Xy zBC . zAB. Et, du£lis ex- 
tremis & mediis in fe, fit Xy cub zAF . Xyq— 4BC . AB . Xy =3 8BCf 

.FI. Addantur utrinque zAF . Xyg 4BC . AB . Xy , & fiet Xy cub. 
_ xAF . Xyq^.^BC . AB . Xy-t-SBCg . FI. Erat autem in conftruftionc 
.••d.. . de- 
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i ..... j 

dcmonftranda , — Xj- radix aequationis diflra x } necnonAF zspjBCzswj 

AB s — j & FI rs — > adcoque BC . AB rz q. Et BC q .FI zs r. 
n nn 

Quibus fubftitutis fiet x } zs px 2 -+- qx -+- r.* Q. E. D. 

COROLLARIVM. 

LVIII. Hinc fi AF & AB ponantur nulla, per Lemma tertium & quar* 
tum, fiet zFI ad AX ut AX ad Xy & Xy ad 2 BC. Unde confiat inven- 
tio duarum medie proportionalium inter datas quaflibet FI & BC. 

SCHOLIUM. 


LIX. Ha&enus aequationis cubica conftruftioncm per ellipfin folummo? 
do expofui : fed regula fua natura generalior cft, fefe ad omnes coni fi&io- 
nes indifferenter extendens. Nam fi loco ellipleos velis hyperbolam adhi- 
beri, cape lineas BC, BE ad contrarias partes punfti B, dcin punfta Aj 
F; G; 1} H$ Ks Lj & Ri determinentur ut ante, excepto tantum quod 
FH debet fumi ad partes ipfius F contra I, & quod HR non in linea HL, 
fed in linqa AI ad utramque partem pun&i H capi debet, & vice rettae 
GRS dux alix reftx a punfto L ad pun&a duo R ; & R hinc inde duci 
pro afymptotis hyperbolae. Cum iftis itaque afymtotis LRj LR defcribc 
hyperbolam per punftum G, ut & circulum centro K, intervallo KG j 
& dimidia perpendiculorum ab eorum imerftftionibus ad rcftam AEdcmif- 
forum erunt radices aquationis propofitx. Qux omnia, fignis-t-2c — -1 
probe mutatis, demonftrantur ut prius. 

LX. Quod fi parabolam velis adhiberi, abibit punftum E in infinitum^ 
atque adeo nullibi capiendum erit, Sc punftum H cum punfto F coincidet} 
eritque parabola circa axem HL cum later» re&o principali BC per punfta 
G cc A deferibenda, fito vertice ad partes punfti F ad quas pun&um B 
fitum eft rcfpe&u punfti C. 

LXI. Si funt conftru&iones per parabolam, fi fimplicitatem analyticam 
fpcftcs, fimplicifiimx omnium, ex per hyperbolam proximum locum ob- 
tinent , 6c ultimum locum tenent qux per ellipfin abfolvuntur. Quod fi 
praxeos manualis in deferibendis figuris fpe&etur fimplicitas, mutandus eft 
ordo. 

LXII. In hifi:c autem conftruftionibus obfervandum venit quod propor- 
tione lateris re&i principalis ad latus tranfvcrfum determinatur fpccics cllip- 
fros Sc hyperbolx, & proportio illa eadem eft qux linearum BC Sc BE, 
nrque atque adeo affumi poteft. Parabolx vero fpccics eft unica, quam ar- 
tifex ponendo BE infinite longam afitquitur. Sic igitur penes artificem 
cft aquationem quamcunque cubicam per conicam feftionem imperata fpe- 
ciei conftruerc. A figuris autem fpecic datis ad figuras magnitudine da- 
tas devenietur augendo vel diminuendo in ratione data lineas omnes qui- 
bus figura fpecie dabantur , atque ita aquationes omnes cubicas per da- 
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tam quamvis conicam fcftionem conit ruere licebit. Id quod Hc plenius 
explico. 

LX1II. Proponatur aquationem quamcunque cubicam 

*’ es pxx. qx. r y 

• 

ope data cujufcunque feclitnis conica conjlruere. 

Tab. XI. A punfto quovis B in refta quavis infinita BCE, cape duas quafcunquo 
h*i- 3- ^-longitudines BC; BE ad eafdem partes fi data coni feftio fit cliipfis , ad 
contrarias fi ea fit hyperbola. Sit autem BC ad BE ut data: feftionis la- 
tus reftum principale ad latus tranfvcrfum , 8c BC nominata n. Cape BA 

. ' ss — , idque verfus C fi habeatur — q, aliter ad partes contrarias. Ad pun- 

9 

ftum A erige perpendiculum AI, inque co cape AF aequalem p, 8c FG 

f 

squalem AF; item FI xqualcm . Capiatur vero FI verfus G fi^ermir 

ni p 8c r habent eadem figna, aliter verfus A. Dein fac ut fit FH ad FI 
ut BC ad BE, & hanc FH cape a punfto F verfus I fi feftio fit cliipfis 
aut ad partes contrarias fi ea fit hyperbola. Porro compleantur parallelo- 
gramma IACK & HAEL, & hx omnes jam deferiptx linex transferan- 
tur ad datam fcftionem conicam, aut quod perinde eft, his fuperponatur 
curva, ita ut axis ejus, fi ve transverfa diameter principalis, conveniat cum 
refta LH & centrum cum punfto L. His ita conftitutis agatur refta KL, 
ut & refta GL fecans conicam feftionem in g. Irr LK cape L k quae, fit 
ad LK ut L g ad LG, centroque k & intervallo kg deferibe circulum. A 
punftis ubi hic fecuerit curvam impofitam demitte perpendicula ad lineam 
LH, cujufmodi fit )<T. Denique verfus y,capcTY quse fit adT^utLGad 

& hxc TY produfta fecet reftam AB in X , eritque refta ~XY una 

ex radicibus xquationis. Sunt tutem radices affirmativx qux jacent ad parr 
tes reftx AB ad quas refta FI jacet a punfto F, & negativx qux jacent 
ad contrarias partes fi modo habeatur -t-r, & contra fi- — r obvenerit. 

LX1V. Hoc modo conftruuntur xquationes cubicx per ellipfes & hy. 
perbolas datas. Quod fi detur parabola, capienda eft BC xqualis lateri 
refto ipfius. Dein punftis A, F, G, I & K. inventis ut ante, centro K 
intervallo KG deferibendus elt circulus , 6 C parabola ita applicanda ad fche- 
ma jam deferiptum (aut fchema ad parabolam) ut ipfa tranfeat per punfta 
A & G, & axis ejus ipfi AC parallelus per punftum F, cadente vertice 
ad partes pun&i illius F ad quas punftum B cadit a punfto C. His ita con- 
fiitutis, fi perpendicula ab ejus occurfibus cum circulo demittantur ad li- 
neam BC, eorum dimidia erunt radices xquationis conftruendx. 

LXV. Et notes quod ubi fecundus xquationis terminus dceft , & latus, 
reftum parabolx ponitur numerus binarius, hxc conftruftio evadet eadem 
cum illa quam Cartcfius attulit in Geometria fua, prxterquam quod linea-, 
menta hic funt illorum duplicia. 

Hxc 
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Haec eft conffruttionum regula generalis. Verum ubi problemata parti- 
cularia proponuntur , confulendum eft conftru&ionum formulis fimplicifli- 
mis. Libera enim manet quantitas », cujus aflumptione cbnftru&io plerum- 
que (implicior reddi poteft. Ejus rei exemplum unum fubjungo. * 

LXV I Detur ellipfis , & inter datas lineas « & b inveniendi Cnt dua 

media proportionales. Sit carum prima * , 8c a. x. X — . b erunt continue 

proportionales, adeoque ab x , feu x J X aab aequatio eft quam con- 
ftruere oportet. Hic defunr termini p, & q , & terminus r eft aab , adeo- 
que BA Bc AF nulla: funt, Cc FI eft Ut terminus noviffimus evadat 

fimplicior afTumatur * = fiet FI =5 b. Deinde conftru&io ita fe ha- 
bebit. 

A punfio quovis A in re&a quavis infinita A E cape AC X a, & ad eaf- TjLXL' 
dem partes pundti A cape AC ad AE ut elt ellipfeos latus reftum principaloFig. j. , 
ad latus tranfverfum. Tum in perpendiculo AI cape AI x b, Sc AH ad 
AI ut eft AC ad AE. Compleantur parallclogramma IACK, HAEL. 

Jungantur LA, LK, Huic fenemati imponatur ellipfis data. Secet ea re- 
fiam AL in pundo g. Fiat Lk ad LK ut Lg ad LA. Centro k intervallo. 
kg deferibatur circulus fecans ellipfin in y. Ad AE demittatur perpendicu- 
lum yX fecans HL in T, & producatur id ad Y ut fit TY ad Ty ficut 

j * ' 

LA ad Lg. Sic fiet ~XY prima duarum medie proportionalium x. Q.E.I; 


«* 
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C O M MENTARIUS 

A D 

» • 

AUCTORIS APPENDICEM • 

De aquationum conjlrufticyte lineari. 


t. TJroblema , quod per xquationem folvitur, eft aut geometricum , aut 

9 arithmeticum •, id eft vel quxritur quomodo determinari debeat fitus 
puncti} pofitio & magnitudo re&x , 8cc., problema folventis} vel quxri- 
tur numerus qui problemati refpondcat. (Vide N“ ifi..ip. pag. 1^4. To- 
mi I.). 

Ad arithmeticam pertinent problem. I. pag. iff. II. pag. ifS. XI. pag. 
I7t. Tomi I. Reliqua per fc geometrica funt ; fcd fieri pofiunt arithmetica , 
fi data fuerint per numeros determinata. 

Sed exemplum luculentum defumemus ab anguli trifc&ione. Aequatio- 
nem pro hoc problemate jam invenit nofter , ut monuimus, probi, geom. 
XXIX. pag. 256. Tomi I. £c alio pafto reperit N*. XLIV. hujus Appen- 
dicis pag. 2ft. nempe, difto radio fubtcnfa arcus trifecandi b j 

& quxlita fubfcnfa tertix pa«is ss x, 

x 5 laaxje-aab s o 

• • 

Hoc problema geometricum eft, fi detur circulus & arcus geometrice } 
arithmeticum fi per numeros detur radius circuli 6 f fubtcnfa arcus trifecan- 
di, atque horum ratio} quod, ex. gr. , fit b =5 ~s unde pro a poni poflit 
unitas, £c xquatio fieret 

X i I-V-4- — ~ 0. 

* . 3 

m Problemata revocari pofiunt ad arithmeticam quando datorum ratio nu- 
merica aut data elt aut poteft inveniri. 

q. Sed problemata geometrica compleftuntur ea , qux ad arithmeticam 
revocari pofiunt, & ca qux r.on pofiunt, five quia datorum ratio numcrica 
non cft, quando nempe ea funt incommcnfurabilia, ut fi in exemplo, eflet 

b is 
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b zi a \l 3, vel ratio cognofci nequit, ut fi efTet fubtenfa arcus trifepandi 
tertia proportionalis poft peripheriam & diametrum, live quia ratio cogno- 
fci quidem poteft, tamen nota non cft. 

4. Problemata geometrica neccflario conftru&ionem flagitant, ut dici ' 
poflint foluta. 

f. Problemata arithmetica aut habent' aequationem cujus radices accu- 
rate determinari poliunt , aut fccus. Ad primum genus pertinent omne* 
sequationes, quarum radices funt commenfurabilts, & qu® determinari pof- 
funt vel per radicis extraAioncm, vel per inventionem Divilorum, vel per 
quamlibet alian^mcthodum. Ad fecundum pertinent non tantum aequatio- 
nes , quarum radices* inveniri nequeunt , fed etiam illae , quarum radices 
funt incommenfurabilcs. Quaenam enim cft utilitas quantitatum furdarum 
in feiemiis prn&icis? Quxrit, ex. gr. s’Gravcfandc (Phyf. Elem. math. lib. 

I. Cap. XXI. Scholio III. pag. 141. Tom. I. Edit. 1741.) minimam 
actionem totalem in mechanicis, & venit ad aequationem 

bx b 

XX -f- — ■“* o , 

2 

in ea fit b :=: 6 : erit 

xx es — 3 *h- 5 ; x =; — ~ Vli. 

Z * Z 

p t ■ 

Profecto nihil adhuc fcimus, quia nota non eft yJzii, 

d. Tunc oportet ut xquatio folvatur per approximationem, id eft, ut va- 
lor quantitatis quaefitx vero proximus ita determinetur, ut error negligi 
poflit. Hic prttcipu « difficultas eft in figuris duabus vel tribus prioribus obtinendis, 
ut monet nofter N\ I. pag. 237. hujus } id eft in valore inveftigando, non 
quidem fatis accurato, fed qui facile corrigi poflit & aptus reddi ad ufum. 
Hujusmodi eft 4 in V21 , qui facile corrigitur per aritfimeticam dccimalem, 
addendo nempe aliquot *, numero pari , ipfi 21/ & extrahendo radiwnv 
fatis accuratam pro re nata. 

7. Sed faepe f®pius res eft magis ardua. Tunc prima: figura: determi- 
nantur, vel per conjc&uram , ut HALLEJUS Addit, pag. 9. in exemplo, 
primum valorem quxfitae a ponit 10 , quartam radicem ultimi termini 
loooo ; vel per limites ) vel alio quovis pafto j fed aut prim® figur* nimis 
abfuntavero, nec line multis laboribus & ambagibus corrigi poflunt} aut 
non fine multis laboribus & ambagibus prim® figurx fatis vero proxim® 
deteguntur. Vitantur hxc incommoda per confirutlioncm aliquam, [eu geome- 
tricam , feu mechanicam (N J . I. pag. 237. hujus), qu® determinatas prxbct 
redas radicibus aquationis folvend® refpondcntes} h® aptantur fcal® geo- 
metric® , id eft rcftx divif® in magnum partium perexiguarum numerum i 
ita radicum valor numericus vero proximus facile extunditur. 

8. Facile, inquam , nempe confidcrando conftru&ioncm ut jam peraftam * 

. , atque 
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atque ideo a difficultatum ccnfu excludendo ipfam difficultatem conftru- 
flionis. Sed & hxc elt confidcranda , quando non fufficit figuram habere 
pro deferipta, quin figura ell adlu deferibenda. Dum enim ea deferibitur, 
infumitur tempus & opera, qux fruflra perduntur quando idem vel brevio- 
re tempore vel opera minore poterat obtineri, & prxtcrea, quod pejus eft, 
augentur errores, quos nunquam manus & oculus vitare omnino poliunt, 
limem ob inllrumentorum vitia. Ideo totum conftru&ionum negotium vi- 
detur in duos cafus dilhibuendum : aut enim quxritur demonftratio theore- 
matis , & linex ducendx fiunt qux dcmenftrationcm fiuppeditent, id eft in- 
llitucnda ci\ prxparatio ad deraonftrationcm , ut loqui fioleny aut quxritur 
folutio problematis, nempe regula qua propofitum fi ve geometrice perficiatur, 
five quxfitum arithmetice determinetur , id eft prpprie conjirutlio eft pera- 
genda. * . 

9- Quod pertinet ad dcmonftrationcm propojitiouis , re&e Veteres volue- 
runt ut ne adhiberentur problemata nondum fioluta. Ideo EUCLIDES fta- 
tim ponit tria problemata, quibus opus habet ad prxparationem dcmopftra- 
tionis propofi. j. lib. I., quam male nonnulli reccntiorcs demon lirant bifie- 
cando angulum quem duo latera xqualia conftituunt \ nondum enim tiro 
Icit angulum bificcarc s ideo etiam per tota elementa prudentifiimus auftor 
theorematis ea mificct problemata, quibus ufiurus eft. Sed quia prxparatio 
non eft neceftario peragenda, quin potius fiufficit fi peradla concipiatur, dum 
ipfia demonftratio eft intelligenda, & tota mente comprehendenda , ea vide- 
tur eligenda prxparatio, qux faciliorem fuppeditat dcmonftrationcm j ita 
ut non eo melior exiftimanda videatur prxparatio, quo fimplicior & faci- 
lior eft, fied quo brevior eft & facilior demonftratio, cui locum dat} quia 
nempe in theoremate prxeipuum locum occupat demonftratio > prxparatio 
autem accefloria eft , & dcmonftrationi inferviens. 

Fortaflc fufficeret, fi geometra figurarum naruram & proprietates confi- 
derans, ea enumeraret, qux poliunt effici, & eadem conciperet, vel fafta 
poneret in prxparationc } vclut rcftx, & circuli naturam expendens EU- 
CLIDES pronunciatj vel petit roftam per duo punfta duci, & ad arbi- 
trium femper produci polle } ac circulum deferibi quovis centro & intervallo. 
Ubi eft obfervandum, cbntra falfam fententiam nonnullorum rocentiorum , 
quin & veterum, docente PROCLO lib. 3. in primum Bucl. Elem lib. 
ad probi, a. , poftulatum hoc neceftario requirere ut centrum fit ipfum ab 
terum dati intervalli extremum. Sed ad rem. Eodem padto in Datoruik 
libro confidcrans EUCLIDES nonnulla dari & determinari ab eo, qui 
problema proponit, cpix data per conventionem dici poffunt } hinc nonnulla 
neceftario data efie 8c determinata , quia nempe cum datis per conventionem 
neceftnriam habent relationem., & qux data per confcquens appellari pofltmt , 
quxnam ea eftent demonftravit in Datorum libro, non tamen in illo libro 
oftendic quomodo revera & afiu determinari poftent', quod cffecifie videtur 
in deperdito Porismatum libro. Ad hunc reftituendum non pauca colligere 
coeperam, fcd cum audiviflem virum do&ftlimum Robertum oIMSONUM 
rem pcrfeciftc, & fua feripta reliqui fle, ab incepto deftiti, fperans & ro- 
gans ut tanti viri cogitationes in publicam lucem emittantur. Si igitur, fine 
. erro- 
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errori* timore, enumerarentur qux fieri poflunt, ea liceret in praparationt 
tanquam fada confiderare, Sc tunc bona cflct demonftratio prop. q. lib. i. 

Eucl. > quam, afferunt rcccntiores per fuppofitam anguli bifcdionem, quod 
pertinet ad angulos intra triangulum non quod ad angulos extra triangu- 
lum, quorum tatnen xqualitate eget cafus unus prop. T • lib. i. 

10. Contra in problematis, prxeipuus locus ell conJJruMonis} conftrudi* 
quaeritur , & adu eft peragenda j accedit demonftratio qux eo tendit ut ollen* 
dat regulam cfTc certam > ideo ea prxfcrenda ell conitrudio quae fimplicior 
eft & facilior, non qux faciliorem demonllrationcm fuppeditar. • • 

11. Quxnam vero eft conitrudio fimplicior 8c facilior? Hic confideran- 
dum puto primo linearum deferibendarum naruram, fecundo numerum. Linea, 
qux facilius adu deferibitur, prxferenda eft illi, qux difficilius deferibi- 
tur; eft enim deferiptionis facilitas , qua lineam ad conflrudiones problematum 
prius admittendam ejje indicat , ut optime notter N'\ 111. pag. 137. hujus, 
facilitate deferiptionis eminent linea reda & circulus-, ideo has jure prxfe- 
runt Geometrx , & geometrica dumtaxat appellant problemata qux redis & 
circulis conftruuntur. Sunt quidem qui ajunt lineam redam geometrice’ 
non deferibi, fed mechanice delcriptam c(Te in tegula , fecundum quam du- 
citur} eodem pndo deferibi poffc lineam quamvis, fi nempe ligneus ilfier- • 
culus aut lamina c metallo in linex deferibendx figuram circumcidatur.' 

Sed primo, eadem regula, quantumvis brevi, linea reda duci poteft quam- 
tum vis longas eodem typo non quanta libet curva deferibi poteft. Secun- 
do facile fabri lineam redam deferibunt dum regulas conficiunt j difficile re- 
liquas curvas. Siquis vero eas fatis accurate defcriptas habeat, uti poteft ad 
primas figuras arithmeticas extundendas. 

13. Poft lineam redam & circulum facillime deferibi poteft conchois, de 
qua fatis, nifi fallor, pag. 2f0. 251. Tom. I. ad prob. XXXIV. geo- 
metricorum, quod rede obfervat Audor N°. 111. pag. 238. hujus. K.c- 
liqux curvx, ipfx quoque fcdiones conicx , difficile deferibi poflunt,' de- 
funt enim inftrumenta fatis accurata, fk fiquis eas per plura punda delinea- 
re velit, expertus difcct rem cfle operofam , arduam, &C multis erroribus 
obnoxiam. 

14. Quidquid fit, NEWTONUS videtur inter lineas, qux non diffici- 
le deferibuntur, annumerare Trochoidem vel Cycloidem (N". III. pag. 238. 
hujus) , cujus deferiptio 8c proprietates habentur pluribus in locis, fed prx- 
fertim apud HUGEN1UM de horologio ofcillatorio , qui mira elegantia hoc 
argumentum pertradavit. Sed an hxc linea per motum continuum, circuli 
nempe rotatione , facile & accurate deferibi poffit, dubito. Saltem s'GRA- 
VESAND1US monet magis commodum efle per punda ipfam delineare 
(Phyf. Elem. mathem.lib. I. Cap. XX. Schol. 2. pag. 122. Edit. 1741.)} ’ N 
qux tamen deferiptio & operofa eft Sc multis erroribus obnoxia. Quomo- 
do vero per cam datus arcus circuli in datam rationem fecetur, facile patet 

ex hujus curvx natura, neque hic locus eft explicandi. 

Locus PAPPI, de quo nofter initio N». II. pag. 237. hujus, eft Colled. 
niathem. lib. 3. poft theor. 4. prop-4}& lib. 4. poft. Probi. 7. prop. 30. In 
eodem libro 4. poft propof. »1. tradit PAPPUS ortum conchoidis , & propof. 

Tom. Jl • L1 ■ - ij. 
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23. quomodo inter crura dati anguli ponatur retta magnitudine data , 
qux produ&a tranfeat per datum punctum, quod eft ipfum NEWTONI 
problema fub N°. V. pag. 259. hujus. Ibi docet COMMA NDJNUS 
ciadem fufius pcrtraftaflc EUTOCIUM in commentariis in fecundum librum 
ARCHIMEDIS de fphxra & cylindro. 

if. Poli linearum naturam numerus confiderandus eft} & quo hic minor 
eft, eo melior eft conftru&io, tum quia minori labore & breviore tempo- 
re perficitur, tum prxfertim quia minuitur numerus errorum, quos nemo 
in manuali deferiptione vitari poteft. 

His prxmiffis, docet Ncwtonus , quomodo xquationes trium dimenfionum 
conftruantur per conchoidcm , deinde per feftiones conicas. 

16. Recentiores, fortafle Veteres fcquuti, qui, ut infra docet NEW* 
TONUS, ipfc, problemata 1’olida per k&iones conicas prius folvere cona- 
bantur, deinde, fentientes ejusmodi conftruftiones ob difficilem conicarum 
fc& onum dtferiptionem inutiles efle, quxrebant conliruitioncs faciliores j. 
hos inquam fecuti recentiores multa de problematibus folidis per fedtiones 
• conicas componendis tradiderunt. Nos autem lc&orem ad eximias COL* 
SONI (Addit, pag. 'f.. 30.) & HALLEII (Addit, pag. 3^.42.) differta- 
tiones huic libro fubdiias delegamus. Nonnulla tamen, qux fefe fponte 
obviam dabunt, adnotarc non pigebit. Contra nofter primum indicat fo- 
lutioncm faciliorem, deinde per feftiones conicas, incipiens a Lemmate, 
quod explicat per conchoidem N 3 . V. pag. 239. & per fefliones conicas 
N». VI. pag. eadem hujus. 

Statim patet zEquationcm ad hvpcrbolam Ni. VI. pag. 139. hujus , 

iy zq ax xy, non fufficcre ad problema folvendum j non enim omnes 

problematis leges involvit, & ea dc re eft indeterminata, cum natura pr<*- 
blematis determinatam flagitet : igitur alia quxrenda eft. 

Neque alia ce — yy + xx - ^ fola problema folvit, quia quantita,- 

tem b, problemati nccefTariam non compleftitur, Sc hinc fit ut indctci mi- 
nata fit. 

Siquis cuperet xquarionem determinaram, eruere deberet. ex fuperiori 
xquanonc valorem altoutrius Je vel y, & in polleriore pro indeterminata, 
illa fubftituere j qui. tamen labor evitari poteft, fi animadvertas, quod ex 
fiiperion xquatiorc, funt qua-firx x.&C y in certa hyperbola, ex pofteriore 
autem in certa rllipfi , qux dux curvx ealdcm habent cooidinatasj fed hx 
dux xquationes jungendx funt ut problema folvatur , debent igitur x 
effe i» pur&is iliis qux (imul funt ad Utn.rn.quc curvam, id eft in carum in- 
terfeftionibus. 

AfTumpfimus locum xquationis poftrtmx effe ad ellipfim, quod facile 
patet extra&a xquationis radice , ut fupra docuimus & fxpe fecimus. 

Hinc (equitur quod. 

• 17. In problematibus determinatis neceftb non eft ad xquationem deter- 
minatam devenire, fed fufficit habere duas xquationes locales, qux conftru- 
fhc dent, locorum interfettionibus , 'radices quxfitas. Cavendum tunc eft,. 
ne fic incidamus in compofitioncm intricatiore® , quam qux cx xquatione 
• . dc* 
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determinat» prodiiflet/ F.x. gr. , fi in aliquo problemate folvendo deven- 
tura eflet ad has duas aequationes locales 

ed ex . bbyj 

y =3 —j — ; & -jj- =3 aa^-xxy 

illa: ofienderent conftruendas rfle rrftam pro prima, 8c hypcrbolam pro fe- 
cunda; attamen lubftituto valere y , aequatio fit 

zeedx _i_ tedd — aaff 

XX — = 0 , . . 

ce — Jf 

aequatio plana. 

18. Aquatio quaevis determinata refolvi poteft in duas aequationes locales,' 
fiquidem, ut vidimus , ex duabus tenuationibus localibus componi poteft. 
Id quomodo fiat, infra vidcbjmus. Quod autem pertinet ad eas, quas prae 
manibus habemus. 

Quia circulus cllipfi fimplicior eft, ideo NEWTONUS optime ex da- 
tarum aequationum combinatione ellipfim in circulum rnutauit. 

19. Hic locus cfi animadvertendi quod dtia: locales sequaticmcs additione 
& fubduftione, ut res fert, ita jungi poflunr, ut curva lpccic data obtinea- 
ntur. En methodum. 

Duc alteram ex datis xquationibus in afiumpram fra&ioncm jautaliam 
commodiorem pro re nita; adde duas has xquationes; & hinc, fecundum 

data, erue valorem ipfius — . 

» • . 

Ex. gr. , ducatur in 2 — aequatio prior N'. VI» pag. ijp. hujus, id eft 


by ;3 ax — xy, fiet 


ibmy _ a ,im — imxy 


hanc adde pofteriori ejufdem N*. , nempe 

id\y 

ve =3 yy ■+■ xx 

■" a 

& invenies 


ibmi _ 


=3 yy ■+. xx 


zamx — itr.xy 
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Eflc debeat hxc xquatio ad parabolam; igitur omnes termini, in qui- 
bus cft p , debent e vanefccrc iN°. ic6. pag. 119. zio. Tomi L ) quare 

d tn A rn m a- d 

( — •+• — /— i=:oj & — • -h — =3 ijaut — =3 5 

'an an na 


* — 1 


& fiet xquatio 

■ di: V{ay (* — 

U 


-a) -+- et +■ (a — d)'). 


Ad hoc exemplum determinari poteft Xquatio, ut fit ad cllipfim, vel ad 
hyperbolam, portendo — — unitate minorem vel majorem ; fcd , cum ip 

hac hypothefi maneat ihdetcrminata quantitas — -t- ^ , ea determinanda cft. 

aliunde, puta, per datam rationem diametrorum. 

Si vero xquatio debeat efle ad circulum *, tunc 

.d m . . d m m d 

( — h ) iSi)&-+-so,;ac — =3 

an an na 


id eft xquatio prima multiplicari debet per ~ & e pofteriore fubduci 

quod fecit Audior in fine N». VI. pag. ij.p. liujus. 

2.0 Pro conftrudhonc, noluit acutifiimus Audior quxfitam determinare in 
ipfa figura, quia angulus BAC ab indeterminatis factus neccftario rectus non 
ellj unde imricatior oriretur conftructio, & circulus in ellipfim circa xqua- 
lcs diametros degeneraret. Suam vero compofitioncm NEWTONUS vi- 
detur invernific methodis a nobis 1'upra relatis. Nam extendente fe y ex K 
in L, & x ex K in P, xquatio ad hyperbolam by+.\y — ax, fuppeditat 

per divifionemy S 3 a Sume igitur KL xqualem AD =3 a-, 8c, 

fi ponas 7 — a es u -, erit u 33 — & incipiet ab L •, tendent au- 

• tem 
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tem —«ab L in R. Pofterior hxc xquatio dat xx^ub zz ab vel 

a a , ab . ■ 

ux zz ub ab , aut x zz b > quapropter cape negativam 

KM parem (Fig t .) PD aut AE zz b ; 8c (i x-* -b zz z, erit uz zz ab-, z 

autem fc ipfx extendunt ex M in P; ideo comple reftangulum KLNM, 
erunt LN , NM afymptoti, inter quas deferibenda eft hyperbola, qux qui- 
dem clauderetur .angulo illo, qui ad verticem eft ipfi LNM fi uz eflet 
quantitas pofitiva, quia vero negativa eft, accipi debet eius onpofita, ut 
optime NEWTONUS (N°. VII. pag. 140. hujus.) 

Pro circulo autem, arquatio inventa fic difpofita 


XX zz zdx cc yy 


i dly 
a 


■ m prxbct • 

x zZ diz ^{ddjrtc — yy — 0 ’. 

it 

TJeo (Fig. 2.) cape KP xqualem AG =: d (Fig. r.). Age (Fig. 2.) PT 
ipfi RS parallelam, 6c diameter eiit in PT indefinite produdta, centrum ve- 
ro erit T. iNunc pone 

x d zz m etit u zz d(dd+cc yy — 


ipfa ordinata, qux.in nihilum evanefeit , quando circuli diameter a circulo Cc - 
catur; jam 

V\dd+.ee yy 0 


— 

" a 


dat 

-^ddz-cc, fk y zz 


U. . ddbb .. , 

a. aa 


db 


Eft autem (in fig. 1.) DA (a) . AG ( d ) :: EA (— PD zzb). AH zz 

•» \ 

Cape igitur negativam KR xqualcm AH, Sc comple re£langu'um : deni- 
que ex KP abicindc KQ parem BC zz c , k erit 


RQ.=s RS =s V( — -4- «), acTSs V(~- 

^ aa ' aa 


■ cc -t- dd; , radius. 


Demonftratio & determinatio cafuura diverforum adeo fiacilis eft iis , qui 
fuperiora bene perfpcct.i jam habent, ut omittendas cenfcam. 

L 1 $ Ver-- 
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Verba, qua: in fine N». IX. Italicis litteris feripta funt , an Audoris finti 
an ab aliquo addita, non liquet Quomodo vero aequationes biquadraticas 
ad cubicas revocentur per CARTESII methodum tradidit noftcrN 0 . XVII. 
pag. 1 60. itfi. hujus. 

Quia mihi videor nonnullorum Lemmatum faciliorem dcmonflrarionem 
invenifle, ea omnia repetam, fimul & explicato , ac, ubi res tulerit, nova 
demonltrationc firmabo. 

LE M M A I. N". XI. pag. 141. hujus. 

it. Pofitd pr a cedent e confiruRione, proportionalis funt retis YX ; AX-, CX- t 
KE. 

Nara fimilia funt triangula ACX * AKF, unde 
CA ad AK ut CX ad KF. 

Prartcrca, in Fig. 3. 4., fimilia funt triangula EXY j EJCF * quapro’pter 
XY ad YE ut FK ad KE. 

Sed in Fig. 5., fimilia primo funt triangula YXiE ■, lEKF } quare , 
XtY ad 1Y1E ut FK ad KiE. •' 

Secundo, fimilia funt triangula aYXzE ; FKtEj ideo 
XtY ad tYzE ut FK ad KtE. 

t «. v 

Tertio , fimilia funt triangula 3YX3E; FR3EJ quare 
. X3Y 'ad 3Y3E ut FK ad K3E. 

Atqui mquales fa&x funt CA ; YEj lYtEj lYtEj 3Y3E. Ergo ex 
sqno perturbate Stc. 

LEMMA II. N’. XII. pag. 241. hujus. 

ii. Iisdem pofitis , proportionales funt ipfis YX-, AR. in Fig. 3. £c 4) } YC 
& fumma ip forum AK ; KE ; (fi in Fig. f.)} jYC (fi fumma AK\ KyE\ at • 
que C\Y(fi exceffus AK fupra KiE •, (fi tandim ClYlfi excejjus ipfius KzEfu- 
pra AK. 

Patet refumendo proportiones Lemmatis I.,_ fc addendo antecedentem 
antecedenti , ac corilequentem confequcnti, vel cx antocedente danundo 
antecedentem cx conlequente confequentem , ut in hujus criunciatione. 

LEMMA III. N". XIII. pag .241. hujus. 

13. Iisdem pofitis, erit YX (in Fig. 3. & 4.) media proportionalis inter ex- 
cefftm ipfius EK fnpra KB 1 (fi RA-, ac (iu Fig. f.) Xtl' media proportionalis 

inter 
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inter txceffum ipfius BK fupra KiE, & AK •, 6? XiT medi a prcportinulis in- 
ter exceffum ipfius BK fupra KiE, (f AK-, tandem X}Y meaia proportionalis 
inter fummam ipfarum BK, K]E (fi AK. 

Perii cc circulum CXcDx occurrentem reflte YK (produflac quatenus T»b. t: 
opus eft ,) in c & *> ac rcflae AK, (pariter produflx) in C & D. An- F'g- 1.1' 
gulus DCX eft in majore fcgtnento DxCX; ergo acutus eft (Eucl. prop. 3 - 4 - 
Jl- lib. 3) Quare» dufla ex centro K in YC perpendiculari KR , erit 
quadratum YK minus quam quadrata ex CK< 5 c CY» rcflangulo bis conten- 
to fub YC; CR (Eucl. prop. 1$. lib. 1.), vel reflangulo fcmel contento 
fub YC; CX (Eucl. prop 3. lib. 3. & prop. 1. lib. 4.,». Idem eadem de 
caufla verum eft (in Autt. Fig. f.) KrYC ; (fi KfZE. 

Sed (inAuSi. Fig. f ) angulus iYCK obtufus eft; ideo quadratum. 
lYK majus eft quam quadrata KC & CiY reflangulo fcmel contento fub 
lYC; CX (Eucl. prop. ii. lib. l 5 & prop. 3. lib. 3. ac 1. lib. 4.) 

Quin, defcripto toto circulo, flatim patet cdc rcflangulum xYc cxcdf- Tib. Z. 
fum quadrati YK fupra eK. vel CK quadratum 5 (Eucl. prop 6. lib. 2.) Fl 6- >> 
rcflangulum. vero CYX excedum quadrati XC fupra rcflangulum YCX & *“ 
(Eucl. prop. 4. lib. 2.;; id eft , acia per centrum K in CY perpendicula.-, 
ri KR) fupra duplum reftangulum YCR. 

At ( 'in Figi 3.), inqua refla EK*Y rcfpondet refla: 1EK1Y Fig. f. Au- Ttb. 7 - 
ftoris, manet rcflangulum xYc excedus quadrati YK fupra quadratura xK Fi fi- *• 
vel KC ; rcflangulum vero CYX eft fumma quadrati YC & reflaneuli. 

YCX (Eucl. prop. 3. lib. 1). 

Denique (in Fig. 4.), inqua refla I?cYK refpondet reflas tEzYK Fig. Tab. Z.. 
f. Aufloris, eft reftungulum xYc excedus quadrafi eK vel CK fupra qua- Fi e- 4- 
dratum YK (Eucl. prop. f. lib. ii; rtftangulum vero CYX eft excedus 
reflartguli YCX fupra quadratum YC (bucl. prop. 3.. lib. 2).. 

Hinc facile deducitur reliqua damonll ratio. 

Sed, perfeflo circulo, res ita facilius confici videtur. Tam (Fig. 1. Z. 

efl Aufloris 3.) aquantur AC, YE, adde ecquales CK, Kx & commun.m 1 ' 8 ' *• 
KE; & erit Yx xqualis AK, KE fimul: fcd, per Lemma II, eft XY ad ’ 

AK ut YC ad AK, KE fimul, nempe, ad Yx ; & per naturam circuli 
CY ad Yx ut rY ad YX ; ergo eY ad YX ut YX ad AK.. 

Jam ex EK abfeinde KA parem KB, reliqua te. aequabit reliquam BC» 
nempe CA aut YE; quare, addita communi Ee erit Yc aequalis E b aut 
cxcedui EK fupra KB. 

Sed (in Fig. 2. qua; eft Aufloris 4.) eft CB aequalis EY ; adde aequales T»b. Z. 
CK, Kc; atque EY, eK fimul aequabunt KB aut ei parem KA; deme hinc Fi S- *- 
inde communes AY , rK, ac remanebit Yc xqualis EA cxcedui EK fupra 
KB. • < • 

At in cafu primo (Fig. f. Ncwtoniana, ea eft 3. ex noftris) aequales funt Tab. 7.. 
AC, YE; deme actuales CK, Kx; 8c AK irquabit KE, Yx fimul: ergo tu*- 3- 
Yx eft excedus AK fupra AE. Atqui, per Lemma II, eft YXad AK 
ut YC ad Yx ; Sc per circuli naturam CY ad Yx ut cY ad YX ; creo rY 
ad YX ut XY ad AK. # 6 * 

’ Jan* 
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Tab. Z. 
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Tab. Z. 
Pfi- 7. 


Tab. Z. 
Fij. i. 


VJl 

Jam BK rnquat YE Sc KC fimul , id eft, Ye fic KE fimul; quare Ye 

eft cxcelTus BK fupra KE. 

In cafu fecundo (Fig. f. Newtoni, aut 4. ex his) aquales funt AC, EY; 
quocirca exceflus EY fupra AK ell CK vel Kx; adde utrinque KY ; fic ex- 
cetTus EK fiipra KA erit. Yx; eft autem , per Lemma fecundum, YX ad 
AK ut CY ad Yx, Sc per naturam circuli CY ad Yx ut cY ad YX* ergo 
cY ad YX ut YX ad AK. 

Nunc BK aquat EY fic cK fimul, id cft, KE & rY fimul, ideo cY 
xquat exccfium BK fupra KE. 

Deniqucdn cafu tertio (Fig. f. Ncwtoniana, & f. exhifce noftris.) ®qua- 
lcs fune AC fic EY ; addita igitur KE, parc3 erunt AC, KE fimul, fic ' 
KY ; 8c, demtis aqualibus CK, Kx, erunt AK, KE fimul aquales Yx; 
fcd per Lemma fecundum YX ad AK efi ut CY ad Yx; 8c per circuli na- 
turam , CY ad Yx ut cY ad YX* ergo cY ad YX ut YX ad AK. 

'Quoniam vero BC xquat YE; additis aqualibus CK , Kr fic communi 
KE; BK, KE fimul aequabunt cY. , 

Diverfos cafus, quibus determinandis immorari noluit NEWTONUS, 
evolvere videtur opera: pretium, quam in rem pramittam aliquot lem- 
mata. 

34. Quando punftum K eft extra punfita A Sc B, una rcfta dat® longi- 
tudinis CA poni poteft in angulo CXA,fic una EY in angulo FXY, earum 
qu® tranfeunt per punfitum K. 

Nam, angulus XCK oftenfus efi acutus, quare obtufus cft angulus ei 
deinceps XCA; & fortius angulus CAH; qui co major eft (Eucl. prop. 

1 6. lifa. t.) Ergo, dufti quavis KH , qu® ipfi XC occurrat inG, fic ipfi 
XA in H, erit HK major quam KA (Eucl. prop. 19. lib. 1.). 

Jam per C agatur CI parallela ipfi AH fic occurrens re£t® KH in I : ca- 
det punftum I inter pur.fita G fic H , nam angulus KC 1 aqualis angulo 
KAH (Eucl. prop. 2p. lib. t.) major eft quam angulus KCG, qui *quat 
angulum XCA (Eucl. prop. if. lib. i.) 

Eft autem HI ad AC ut HK ad AK (Eucl. prop. 1. lib. 6.), quare 
HI, Sc fortius HG major eft quam AC. 

Si vero intra triangulum CXA ducatur quavis Kgh, eodem pa&o often- 
detur gb minor quam CA. 

Sed in Fig. 7.5 Eft angulus KCG obtufus fic major angulo KAH quare 
ex A du£hi AI parallela ipfi CG, dcmonftrabitur, ut fupra, GH quidem 
major; gh vero minor quam AC. Et h®c quidem pro reftis, qua ex K 
ducuntur intra angulum AXC. 

Pro iis vero qua ducuntur intra angulum YX E , angulus CY'IC dcmonftra- 
bithr acutus per Fig. 1. fic 2. hujus tabula, in quibus rettangulum adR 
eft triangulum KRY. Ideo in Fig. 6. 7. obtufus eft angulus GYK, fic 
in Fig. 6, major angulo YEX , vel HEK ; fic in Fig. 7. contra angulus 
HEK major eft quam angulus EYX, vel GYK: unde redibit dcmonilra- 
tio fuperior. 

2f. In angulo his deinceps nulla aqualis CA vel CB poni poteft, qua 
tranfeat per punfihim K. Nam in Fig. 1., angulus hic cft CXE, cujus 

• latus 
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latus XE totum eft extra circulum , & lateris XC fola pars XC eft intra 
circulum. Quoniam redtx CY i KY conveniunt in punfto Y } anguli* 

YCK» CKY fimul duobus rectis minores funt. Ergo quasvis dudta per K 
intra angulum CKY ipfi CY occurret inter pundta C fic Y. Eadem de 
caulTa redta A E occurret inter pundta A & Ej quare, fiqua ejus pvs a-quat 
ipfam CA , ea pars erit in angulo EXY. Ergo redta utrique EX ; XC oc- 
currens in angulo EXC, cadet intra angulum EKD , eique ad verticem CK»; 
atque ideo erit diametro major. Eft autem AC vel CB femidiametro mi- 
nor. 

Qiiod autem pertinet ad Fig. 2., angulus de quo agitur , cft AXY •, &T»b. 7. 
redta ducenda per K, & occurrens ipfis XY ; YA, cadet intra angulos Fi S - *•* 
EKD 8c CKk ; atque ideo extra circulum excurret faltem ad partes Yj 
nam ad alteram partem occurrere poteft redhe XA intra circulum, nempe 
inter pundta A & «i & femper erit radio major; quo minor efle debet. 

16. Sed quando xquatio conftruenda habet -4- q ; ipfx KA & KB fumi 
debent ad easdem partes CN°. X. png. . hujus). Igitur hujus aequatio- 
nis unam radicem prxbcbit conftrudcio; atque hujufmodi xquatio unam 
tantum habet radicem realem. 

27. Nulla redta xqualis ipfi CA cadere poteft in angulo AXC praeter CA 
(N“. 14. pag. 240., hujus). Ergo una radix erit XY > qua: negativa cft, 
fi xquatio habet -+-r , quia xquatio 

x*+qx + r =5 o - 

radices pofitivas non habet; eadem pofitiva erit fi xquatio habet —r, quia 
xquatio 

qx — r =: o 

habet unam radicem pofitivam , ut monet nofter in fine N ; . X. pag. 240.' 
hujus. 

28. Quando pundtum K cadit inter pundta A & B, patet tres redhis poni-j* al) ^ 

poffe per K xquales datx CA, qux radio major eft, unam 1E1Y intra Fig. 5. 
angulum CXE; alteram 2E2Y intra angulum ‘CXaE; tertiam jEjX in- 
tra angulum ad verticem AX}Y. . 

Hx obfervationes non difficile aptantur ad reliqua ad N* OT LII. ufque , 
ad quem tranfeo. Sed prius obfervo quod. 

29. iEquatior qx =; x’ , qux habetur in fine N<. XIV. pag. 242. 

hujus, refolvitur in analogiam 

• * , • 

— — ad xx ut x ad n ; 

n n 

Cc ut duo primi termini evadant lineares, faciendum cft x ad n ut — ad s; 

• ww 

critquc 

Tem. //. Mu ** 


* 
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xx zz — , 5 c xz , — — ad xx ut x ad n ut x. — ad x. 

» » » 


Prima analogia x ad » ut — determinatur primo Lemmate, & fecunda 
• nn 

tertio. 

30. Quia vero r hic eft quantitas pofitiva, feribi debet XY :=: x, 

unde — ad xx ut x ad n\ tunc autem eflet •— s — x» ; nam 

» » w • 

. — xad » ut ^ ad sj quapropter— xa-t- ^ ad XX ut — x ad n-, ac (divi- 
dendo primos duos terminos per x) a — ad x ut x ad », 8c 

r-+-qx — x ? , aut x 5 -+-<J*-*-r rs o. 

31. Si vero haberetur r, tunc XY eflee qtiantitas pofitiva , & analo- 
gia eflet — ~ a d xx ut X ad n , atque -4-r— <jv zZ x*, feu x*+qx— rzz o. 

31. Quod fi xquatio propoflta eflet x* qx r — o, eflet XY ra- 
dix pofitiva as -i-x , & analogia fieret ad xx ut x 'ad n ut a-t- “ 

ad xj & conftru&io fieri deberet ut in cafu tertio , fig. f. Autt. aut f, * 
noftra. 

33. Si denique xquatio fuiflet x J <jx-+-r =3 o, haberemus ^ 

ad xx ut x ad x ut 2 * ad x. Se conftruftio facienda eflet ut in cafu 

» 

primo & fecundo, fig. Au&oris, aut 3. 4. ex noftris. 

Hoc ad exemplum, facile determinabuntur cafus in reliquis formulis. 

34. Obiter obfervo in N°. XXIII. pag. 244. hujus, facile dcmonftrari 
triangula ACX ; AKG efle. fimilia , Se quia CA fiifta eft aequalis CX, cfle 
etiam KA xqualem AG, quod alio pa&o demonftrat nofter N°. XXV. 
pag. 24f. hujus. 

Nam, quia xquales funt reftx CA ; AX , per confli uft i onc m , xquales 
funt anguli KCX 5 CXG (Eucl. prop.f. lib. 1.) Sed anguli KCX;XGK 
fimul conficiunt duos rcQros (Eucl. prop. 12. lib.' 3.); atque ideo xquales 
funt anguiis CJ^G •, GKC fimul, qui pariter conficiunt duos reftos; Se 
eadem ac caufla xquales angulis KCX; XCA j 6 e angulis CXG i CXA> 
ergo demptis xqualibus & communibus, xquales manent ACX ■, AK.G > 

kga, ex a. 

. Tandem venio ad N«"» LII. Ibi docet Aufbor deferiptionem ellipfis, 
qux quanquam explicata fuerit probi. XXXV. pag. pag. 2fi, Tomi I. 
tamen libet addere nnatyfim geometriam, qux perfacilis eft. 

Tab. 4. 3 f • Oeta magnitudine retia DE ita moveatur per retias indefinitas LM 

Fig. i. fi a d retium angulum interfccantes in C, ut dat* DE extremitas altera D Jetnper 

fi* 
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fit i n reda LM, altera, vero E feroper in reda IK ; qu<eritur lacus defer iptus ai 
F fundo ipfius DE ita in F produdee , ut EF data fit magnitudine. 

ANALYSIS. 

Ponatur prius pun&umD efle in C , tunc punftum F erit in A ; critquc AC 
aequalis toti FD. Moveatur nunc rc£ta , fervatis legibus propofitis, ita ut 
punftum D progrediatur verius L , aliquando pun&um E cadet in C * 8c tunc 
erit C b par ipfi EF. Feratur punftum E verfus K, liquet punttum D de- 
fccnfurum verfus C, ubi rurfus ihcidetj 8c tunc erit Ca aequalis toti DF 
aut CA. Defcendat nunc punftum D verfus M , regredietur pundtum E 
verfus C, ad quod aliquando deveniet j & tunc erit CB par datae EF vel 
C b. Eat denique punftum E verfus I , afeendet punftum D.verfus C , ubi 
rurfus cadet} & rcfta DF coincidet iterum cum CA. Hinc patet pufta A, 
B, a, b futura ad locum quaefitum. 

Nunc fit rc&a DF in locum quemlibet DEF, & ex F ipfi ML parallela 
agatur indefinita FN ipfi IC occurrens in G , atque ex D agatur DH pa- 
rallela AC & occurrens FN in H. Eft ergo quadratum DF ad quadratum 
FE ut DH quadratum ad quadratum GE , 8c ablato antecedente ab antece- 
dente, & confequente a confequcnte, erit quadratum DF ad quadratum EE ut 
exccflus quadrati DF fupra DH quadratum ad exccflum quadrati FE fupra EG 
quadratum. Eli autem FD quadratum xquale quadrato AC, & fE par 
' CB } & exccfius quadrati AC fupra DH vel CG eft reftangulum AG«, 
exccfius vero quadrati FE fupra 1LG quadratum eft quadratum GFj ergo 

? uadratum AC ad CB quadratum ut rcftangulum A Ga ad quadratum GF. 
gitur locus eft cllipfis , cujus major femiaxis tota DF , minor vero EF. 
3 <S. Ceterum fons, unde omnes conftruftiones dimanant, hic eft. 

Omnis requatio trium dimenfionum ad quatuor afeendet, fi- per incogni- 
tam cognita quavis auftam vel diminutam multiplicetur. Exempli gratia, 
icquatio cubica 

x‘-+-p.v.v-}- gx-+-r ~ 0 
, du&a in x -t- a fit 

r XJrdr s o. 

-+■ a + ap - 4 - aq 

Quaevis aequatio quadrato-quadratica determinata fingi poteft compofita 
cX duabus quadraticis indeterminatis, quarum una fumi poteft ad libitum, 
altera ex aflumpta & propofita deducitur. Sic xquatio propofita 

xx^~ r x^-atr ss o 
-+-« -¥■ ap -fi- aq 

fingi poteft compofita ex hac ad arbitrium fumpta 
. Mm 2 fy 
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. px ■+■ ax 

Py sa xx-+-- — •- 


& ex alia quam facile reperiam ponendo hanc affumptam in propoGtaj quod 
fic fit: aflumpta quadretur & erit 

4 

_ „ ■ _i_ 0 . 

e&r s*';i*’+7 **» 

tJA 

■+• T" 

• 4 


ergo 


_PP 

4 

r ^7 ** - ** ia *’» 

- 

4 

quo valorc pofito in aequatione propofita, ca fit 

__PP 

4 

lAp 

PPyy _ *"T ** Xaq x '*' ar =* 0> - 




4 

■ 4 -f 


qux itidem quadratica cft & indeterminata. Hujus rei ratio cfl , quod 
x quatio 


F-y 


“ «4 


pX - 4 - AX 
i 


convenit infinito quantitatum numero , ideoque eas etiam qux.fub propofita 
contiacntur, comple&itur. Altera vero coinple&i quidem debet infinitas 
nuantitatfs, & propterea debet efle indeterminata $ fed alia ad aliam ita re- 
ferri debet, ut contineant ambae jun&x quantitates tantum illas quas propo- 
fita continebat : quod fieri nequit nifi fecunda a propofita deducatur. 

37. Rem expedire potes, fi fumas duas xquationes indeterminatas ad li- 
bitum, e quarum altera, prims ope, alteram incognitam elimines i unde xqua- 

. tionem 
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tionem determinajtam conficies .cujus terminos comparabis cum terminis pro- 
pofita: , & ita conflantes determinabis. 

Aflurapfi 


„ px-t-ax Q 

/3jr =: xx + c — >— , non ?-j 
z. 


xx aut Py s xx-r-xx, 


quia (ic, quadrando flatim obtiheo duos primos propofita: terminos, quor 
fimul ejicio. Si vero propofita fecundum terminum non haberet, aut cum 
manere praedaret, fufficeret ponere &y es xx aut P>y es xx -+■ xx , ubi * in- 
dicat quantitatem conflantem pro re nata determinandam. 

38 . Si quando aequatio cubica ad quadrato - quadraticam efferenda cfr, 
prxftat plerumque ita computum inftitucre, ut quadrato-quadratica fecain- 
do termino carcat, quod facile fit, fi aquatio cubica ducatur in incogni- 
tam cognita fecundi termini propofita? minutam , fi fecundus propofita: ter- 
minus fit affirmativus ; aut eadem au&am, fi fit negativus. Sic, in propo- 
fito exemplo, fi «quatio 

x’-+-pxx-t- qx -4- r es a ducatur in x p , 

habetur aequatio quadrato-quadratica ' 


. * 4 


xx’*' r X. 
-pp -P<1. 


-pr 


Oif 


Si vero propofita fecundo termino deftituta efiet, fufficeret eam ducere in 
incognitam. 

3 p. Sed jam propofita aut ultro aut per has artes fit quadrato-quadratica, 
animadvertendum ell ex affumpta 8 c propofita plures haberi pofle xquario- 
nes, quarum duae commodiores, ut res fert, funt feligendx. Sic in fecunda 

ex inventis ponatur pro xx ejus volor (iy — in jxx , habebitur 


tap 

i? ~~ l 

Pfyy+Pw — ~ xx -*- r *+ *r ~ 01 

4 aq 

aa. — 

a 

4 

fi in P ) vx, fice 

v i 


Mm j* 
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i&q 

X 

aZp ■ 

i 


x 

X 

app x 
4 

_2£2 

4 

r 


4 

aa 


xx-t-ar zz o t 


& fic dc ceteris. 

*>. Quinimo & cuicumque ex his fecundis addendo primam xquationetn 
altera: conficientur. 

41. jEquatio fiftitia eft ad parabolam , fic «quatio hinc exfurgens po- 
teft effe ad circulum, aut cllipfin. Si habeas parabolam datam, id eft, cu- 
jus latus reftum datum fit zZ b, «quatio ad parabolam vertetur in hanc 


3 *x + 


px-+-ax 


Conftruenda nunc fit «quatio propofita per datam hanc parabolam fic cir- 
culum i patet xquationem fecundam , fi xx fra&ionibus liberetur , verti in 
hanc 


(4 r — m) * — 4 b by — Jgr 

4 9 -+- zap — PP — aa 

quse numquam erit ad circulum , nifi coefficicns ipfius yy fit rs 1 > ergo 


4 bb 


4 g-H wp — pp — *» 


, aut 4 q -+- tap — pp — aa zZ 4 bb , 


hoc ell , 

0« zz .+. i*/)-*- 49« — pp 4 bb t fic a «5 M-p+r ^(49 4^)i * 


aut igitur q fuperat bb, aut ab co fuperatur, aut ei «quatur. Si primum ) 
duo funt valores ipfius a ad arbitrium fumendi , 8c ideo duo circuli proble- 
ma folvcntes t nam pone ^(49 — 4 bb) zz f i erit «quatio ad parabolam 


h =s xx £- ~ ■+• qx , 
fic «quatio ad circulum 


XX 
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(Jr_ 

XX =3 


API t4/?L v 

4 bb 


— yy- 


4 P r +- 4 fr 
4 bb - 


Si fecundum ; res perfici non poflet. Si tertium , unus circulus problema 
folveret. 

4i. Ceterum dum agimus de circulo, femper intelligendum cft coordina- 
tas efle ad re&os angulos. 

43. Simili modo verti poflet xquatio fecunda in ellipfin fpecie datam, po- 
nendo 

4 Ib ad 45-4- i(7p pp — aa ut m ad », 

id eflr, in data diametrorum ratione unde rurfus haberetur a, qua: tuqp 

xquaret p+T ^(45 2^?) : ubi eadem qux fupra notanda funr. Hyper- 

bola autem nullo pafto poflet obtineri: nam fi curva cflet hyperbola, ter- 
minus ^kby_ deberet efle pofitivus , Se idcirco divifor nc- 

45-+. zap — pp — aa ' * 

gativus, agitur 45 -4- lap minor ppj^aa , id cft 


4 q-*-ipp±r ipV( 43 - 


4 bbn 


m 


) minor quam 


i,bbn 4bb n 

P 2 + PP ±T ip^Aq -—)•+■ 49 ' — , 

* 7fj jn 

vel o minor — — , quod cft abfurdum , fiquidem omnis quantitas nega- 


tiva minor e ft nihilo > fcu, quod idem cft, tunc 


4 bbn 


4?-4-iffP — pp — aa ^ 4? -+- *PP ±T tp v" (49 — — — ) — pp pp ~. 


ip/( 42 - 


4 bbn 


) 


bbn 


bbn 


49 — — •* 

m m 


deberet efle quarstiens negativa, quod non eft. 

44. Sed ex xquationc aflitmpta Se ex illa, qux inde & ex propofita exori- 
tur, obtineri polTunt, ut diximus, alia: aequationes, qux dant alos circulos 
& hypcrbolam. Etenim xquatio ( 

4 * 

PP 

Pfyy ■+■ Pqy — - -+■ r x — ar — a 
4 
aa 


aj 

2. 


Ce 
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> fit quidem 

(zpg+V+ zag) x+^bbyy + — 4 *' 

<w — zop-*-pp * 

qux nequit elTe ad circulum neque ad cllipGn; quandoquidem ob 

aa ad ap ut ap ad pp, eft aa+pp major quam zap, 

& quantitates 4 bb ac aa zap-+-pp ambx poGtivx, eft autem ad hyperbo- 

lam , cujus fpecics definitur ponendo 4 bb ad aa — zap+pp datam habere 
rationem. 

4f. Sed,. fi ex illa fubduceretur xquatioii ( by — r - -* — xx) ~ o, 

haberetur 


zap 

H - 

4 

• PP 

f>by _&v 4 xx 

aa 

~~ 4 
■4- bb 


_PJ 

X 

-4- r 

■ 

z x 
bbp 
■ 4 -—* 
t 

abb 


. ar “ o. 


qux verteretur in 

_ (lpq-t.v+raq + zbbp+.zabb') x + ^bbry fabg 4b')y-4ar 

** ~ aa — zap+pp — 4 bb , » 

qux efle poteft ad circulum, fi fiat 

_ JW ___ 

«fl zap-+-pp — a,bb ~ 1 * 

unde orietur 

« • 

9 aa zap •+- pp ^bb xe 4 bb, unde a zz p\ 

& ad aliam quamvis hyperbolam fpccic datam , fi fiat aa zap-+-pp 

4 bb ad ^bb in data ratione j & denique ad ellipGm, fi ponas 

flfl zap^-pp 4 bb ad tfib in data ratione. 

46. Nota quod in N" 4' " 4 f* P ro pofuimus ££,quia ipfam /3 datam fir- 

S itnus ob datam parabolam > in aliis vero hypotheGbus alius valor ipGus 0 ad- 
ibendus erit. 

47 - 
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47. Quoniam autem circulus fimplicior eft fe&ionibus conicis , is femper 
adhibetur cum alia feftione conica data faltem fpecie. Ex. gr. detur ellip- 
fis, cujus axes Gnt e, b. Ad hanc ellipfin exponendam aflumamus aU' 
quam ex jam repertis aquationibus, quae ad ellipfin dTe poffunt, puu 


xx 


(4r 4 a g) x 4fWyy — 4 ar 

. 4 q-t-zap pp aa ’ 

debet ergo efle 

4.33 _ lb ,, a , _ bbyy 




XX 


49 - 4 - tap — -.pp 

(ponendo brevitatis 'gratia yy ss 49 rop pp aa ) 

igitur altera aequatio qux poteft efle ad circulum , ubi 
aa rap+pp 4,3/3 3 — 433, nempe 

_ (ipQ+ V-t- x- 4 - 433 yy -4- (439-43?) j_ 4 * r 

4 j<j zap +pp 433" ■ 53 

fiet primo 

4 r.-- z£f n) + ^ 


xx =i -f. 


4/33 
fed tunc da 


■ iap-t-pp s 0} ergo aequatio 
yy =: 49 ■+■ zdp — pp—aa fit yy =3 49 & 33 — 
quare xquatio ad cliipfim evadit 


xx 


=> — (f— 

9 ce q 1 


& aequatio ad circulum 


vx =» — ^ “ *»— V) * — — 

qux facile conftrui poflunt. 

4 P- Qux diximus de ellipfi dau, facile aptamur tum ad ellipfim foccle 
dataro, t\itn ad hypcrbolam. r r 

fo. Hoc pafto foruiTe invenit Newtonus rationem quam tradidit (N 9 ' 
Ttm. II. Nn LIl’ 
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Ut rC 0 AI AI E N t A R IU $ • 

i T 

XII. pig. no. hujus) conftruend*. xqutionis 

, ’ • , t • • 

x 1 =3 pxx + qx-h r , vel x 3 pxx — qx — -r S o, 

aut certe hoc pafto potuit eam .invenire. Nam aequationem illam duc m 
x p & habebis 

x 4 — ipx*~ Q xx x^-pr =; 0. 
r pp -*-p i 

“■ Pone nunc 


nu 

— =3 xx- 

1 


-px 


q — nn 


erit, quadrando, 


nnuu , 9 

—r— — X * ipx* — nn xx 

4 -*># 


+ V * 
♦ 

nnq 

. tmp* a »• 


.pq 


mtiu 


. nnxx 


• nnpx 


hoc cft, 

qq inn q » 4 

4~~ 

fed ex propofua arquatione cft 


- *t*' +Jt*x+P1*i 


X 4 1 px' 

ergo (dividendo per nn & multiplicando per 4) 


• zpx' ~~ X xx +M* — rx 1* i 


uu -4- 4XX 4 px 


an . 4 rx At* 

ii iq nn =1 — » 

nn nn 


aut 


. 1 

uu 


4 rx qq ‘ 4 />r 

- 4xx-4-4px + -- + - + tq + *n „„ , 


»» »» 

fcu 


/(-4 


21*. 2$ -+.»<» 

Trr* 


fCqua- 
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*tfi 


«■quatio ad circulum , quod melius videbis fi pro ix feribas £ ; tunc enim 
erit 

,, ar*. qq 4pr. 

u rr V(— &z-4- ipz - i b — -t- i q-brt» — )• 

‘ nn nn 1 nn 

Si ergo reftz CE , CK ad angulos reftos fibi occurrant in C, & u ponan-T»t>. XC 
tur tendere ex C in D, x. vero ex C in K j tranfibit CK per circuli cen- Fl 8- u 
trum. Quando autem u rr o, id eft in ipfa CK eft 


» t 


irz qq qpr 

V (— ZX, -+- ipz -+- — »«_ — ) - o, 


nn 


id eft, 


2 rz, qq 

&Z CT lix, -V- -t- — . 

»» «» 

vel 




r , zi>r rr 

*s;+-r V “+Z 1 + "» — -b fP~b —). , 

nn nn nn n* 


Captas pone C/ :r p, fK rr } erit K“ centrum circuli, cujus radius eft 

ij + nn — ^-bpp+ r ~) + ») 1 *+- ( - -/>)*.). 


Vi??- 




nn 


.Sume igitur CB er « & BA rr 2-: per A age ad reftos angulos AI» 8t 

n 

per K &/ age Kl , /F parallelas ipfi AE & occurrentes AI in I & F. De* 
hinc abfeinde GF sequaletn FA, parem /C rr p, & erit IK rr »-+• - , 

M 

ac IG rr — — P; igitur GK radius quxfitus. Qucc conftru&io ne hilum 
nn 

ejuidem differt a Ncwtoniana. 

yi. Nunc «quatio affumpta ducatur in fraftionem ~~~~ » & fiet 

• „ omxx ±apx zaq 

inn — tau r: 4 *x — — — -+- T - — — 4 px — zj ± _ a»« -+- 2 <J»j 
n n , n 

huic addatur aequatio ad circulum 

f? ' V* 4P r * 

«a rr — 4xx-+-4px-4- - -4- 2y-+-M 

»» *« nn 

Nn x & 


•t 
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» 

XII. pig. no. hujus) conftruendx. aequtionis • 

, I 

x* =3 pxx+qx + r , vel x J pxx jv— r S o, 

aut ccrtc hoc pafto potuit eam -invenire. Nam xquationem illam duc in 
x——p £c habebis 

x 4 — zpx 1 — ® xx — xXpr =: o. 

-+■# •+•/>} 

°* Pone nunc 


nu 

— =3 xx /x 


q — 


* lf 

erit, quadrando, 


99 

7 


® pq . ” n l 




mm 

4 


hoc cft, 

qq i« »9 » 4 , 

' 4: 

fed ex propofita aequatione cft 


1 

»* 
►— * 

4 


. ttnxx nnpx - — 23 ~ ** J P v ’ ^ 




XX + pqX i. 


x< — i*x* — £, XX +pqx zl rx pr j 

a .+.pp 

ergo (dividendo' per nn 8c multiplicando per 4) 

. 1 " ■ • ' " 

* qq _ 4rx 4 p r 

«U+ 4xx 4/>x 19 — nn — ~ “ > 


aut 


. » 

«« 


4rx qq _ 4pf 

S 3 4XX 4/>x -t- — -4- — -t- 19 -+- #» — » 

^ ^ »» «» »» 

** * I 

fcu . . 

# :* * . . . . •* , 

• 4 rx q<l 4f r \ 

'fi* — 


aequa- 
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«quatio ad circulum , quod melius videbis fi pro ix feribas £ ; tunc enii» 
erit 

_ i/ 91 W\ 

U 33 V (—££-»- IpZ» -4" 2«7 — 

nnnn nn 


. Si ergo re&x CE , CK ad angulos reftos fibi occurrant in C, & u ponan-T>l». XL 
tur tendere ex C in D , £ vero ex C in K j tranfibit CK per circuli cen-^'8 1 u 
trum. Quando autem u 3= o, id eft in ipfa CK eft 


irz 91 4 P r x 

V (-£*-+- Z/>£-+- -4- — 2<J -4- HH — ) =3 0, 

tin nn nn 


id eft, 


ire, qq 

C£ 33 2 pz, - 4 . — • -t- — -+- 1<7 -t- «» — 
»» »» 



vel 


r . .,99 „■ 2 /r rr 

• t ''(H -^ ^ *^ ** “ "I. 


nn 


nn 


nn 


p 

Captas pone C/ 3 = p, /K =3 — j erit IC centrum circuli, cujus radius eft 

nn 

V(jr 2* 4- ~ -«-#> -+- i£) « ''U r -*• ») 1 •+■ -/)•■)* 


7tn 


nn 


.Sume igitur CB =2 n Sc BA 22 per A age ad reftos angulos AIj 6{ 

w 

per K &/ age KI, /F. parallelas ipfi AE Sc occurrentes AI in I & F. De* 

hinc abfeinde GF «qualem FA, parem /C s & erit 1K 33 »-+- 

, n 

ac IG 33 ~ — p; igitur GK radius quxfitus. Quce conftrudio ne hilum 
nn 

quidem differt a Newtoniana. 

51 . Nunc «quatio affumpta ducatur in fra&ionem 


in - 


ia 


, & fiet 


• kLJXX 4 2 <7(7 

2 «« — ^ 4XX — — -f- — — — 4/>X — iq -h — — 2»» -f- 2tf» J 

" * . . , T( * 

huic addatur «quatio ad circulum 

=3 — 4XX-+- 4px-t- — -v — , 

»* m m * 

Nn 2 
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Tab. XI 
Fig. a. 


t *4 


*'C OMMRNtARlVS 

& fiet 


mu 


4 axx datx 4 rx iaq qq 

-ZM + uu =3 — 3 — -+- 1 - £ - ■+■ — ~ -4- i*» — 


nn 


nn 


4 jr 
nn ' 


fcu (ordinando & pro ix reponendo a) 

t 

4 x,z lapz irz zaq qq 4pr 

mu S 1 au — mu — -r- — - -4 h — 4 ii _ nn -h 2<j» , 

n n nn n nn nn 


nempe , 


. ,, azz lapi. irz laq qq 4 p r . 

u s i-#i: ^(- — h — r --t- r-— 7 - -4- n - - -4- <w), 

» » »» n nnnn 


xquatio ad cllipfin» , cujus axes funt in data ratione, fcilket fubduplicata, 
«ad n. Abfeinde igitur BE cujusvis longitudinis, fi cllipfis fpecie data non 
fit j fed ita ut ad n datam habeat rationem, fi cllipfis fpccie detur, & fem- 
«qualem arbitraria: a-, erit E centrum ellipfcos. Pone nunc 


V(- 4 “ 

n 


lapz irz laq qq 4pr , 

- - -4- - 1 -4- - - — - 4 - =0, 

n nn n . nn nn 


& invenies 


*= 3 /M- 

r an an an 


. an . 


.pp. 


. — — 1 . 

aann 


Quapropter abfeinde FH =: id eft, fac FH ad FI ( ut BC («) ad. 

BE («V, & P er H age HL. ipfi AE parallelam Sc occurrentem perpendicui> 
lari ES in L, erit L centrum ellipfeos s Jam 


tf(i f-t- — — =3 /((*/- ■+■ v , «») , -h ( — — p>*>» 

' 1 an an aann Van an 


& eft HG =3 rcftat igitur fumenda HR =3 ^-4- v'*» , id eft, 

faciendum eft HR ad HL (AE =3 — .+.«) ut BD (.Van) ad BE -(a) : erit 

C ^ 

GR minor diameter fc SG major j fiquidem RG’ ad GS*, ut RH* ad HL 1 
aut AE*, ut BD’ ad BE’, ut an ad aa, ut n ad a i quse eft ipfiflima Au&o- 
ris conftru&io. r 

yi. Sumfiflimus ^ S xx— px — quia Cc, quadrando, inveni- 

mus 
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mus quintitatcm , in qua incognita u eft duarum tantum dimenfionum , aequa- 
lem totis pruno 8 c fecundo & parti tertii &c quarti termini xquationis propo- 
fitx; quo patto computatio facilior redditur. Poterat tamen aequatio cubi- 
ca propofita multiplicarf. per *+;, 2 c tunc habuiflemus 


x* f xx x — pr o, 

—n -n r 


quae fuiflet fimpliciorj & quae, premendo eadem vcftigia, conftrui poflet 

ntt q — nn . . , - ... 

per aquationem - sn itidem fimphciorem. 

a t i 

H- Pariter animadverte quod quantitas n indeterminata relinquitur, qu® 
determinari ita poflit ut conltrufitiones peculiares faciliores evadant. Sed hxc 
quoque conftru&io poteft confici per cllipfim datam & circulum rei ftatui 
aptum. Dentur enim axes cllipfeos, & danitur majoris latus refihim} poae 
minorem axem s n indeterminatae, & latus refitum — a pariter indetermi- 
nat*-, fic ellipfis erit data, & circulus, qui in Auftoris conftruftione pofi- 
tus fuerat datus, aut ad arbitrium determinandus ob indefinitam », qua: in- 
greditur in ejusdem radio, erit determinatus & pendebit a data ellipfi. Item 
quod xquatio, quam conftruximus, habet radices quatuor; contlrucnda ve- 
ro tres. Secunda e quatuor eft GF vel p, quam quantitatem ipfi x aequa- 
lem fecimus, quando xquationem propofium duximus in X — p-, qua dem- 
ta., reftant tres illae qux quxrebantur. 

Ceterum qux monet Auftor de pofitionc linearum & radicum negativarum 
ac pofitivarum tendentia, reclufo conltru&ionum fonte , ultro patent & fefe 
cuivis offerunt. 

Lemmatibus 6 c regulis a Viro fummo traditis, res minore computatione 
conficiuntur; fcd nefeio an fic Algcbras fua fervetur degantia, qux, ut 
dicam quod fentio, tota in co eft ut perpauca theoremata fine in auxilium 
advocanda. Multitudo theorematum methodo Veterum convenit j metho- 
dus autem Reccntiorum ideo inventa mihi videtur, ut paucis & facillimis, 
principiis problemata folvi poftint & conftruij idcirco, ut conftrucbionum 
harum fontes, aperirem , laboravi. 

f4- Conftruftio quoque N'. LIX. pag. rfp. hujus, facile deducitur cx 
principiis noftris. Aquatio , • 


a/»xx A,apx 4rx idq qq Apr 

znu — zau-huu =5 -f- — h — — — nn -4- 1 an — - - 

a n nn n' nn nn 


eft ad cllipfim, quia termini uu, utrinque ab squalitatis figpo pofiti». 

w 

habent figna contraria : ut ea fit ad hyperbolam , debent eadem figna habere i 

muta igitur omnes a in -\~a , & idcirco etiam omnes -4-0 m <7; aut, 

quod eodem recidit, aquationem, quam fupra duximus in 2» — 20,duca- 
mus in 20-4-20, 8 c habebimus 


Nn 5 


in» 
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C O M M E Nt A RIU g 


Ttb. - 
F'g- J- 


»S(5 


laxx aapx atx 

VJU-JriaU +ua zz — — -4- - - 

n n nn 


**1 _ ff __ ... \9 r 

- —f- — • ■ — — » 

n nn " nn 


fivc (pro ix reponendo z, Se ordifiando) 

irjc qq n ' 4 pr mnn 

LZ 33 Z/C — ^ -4- Zf — — -4- — -4- Z/.7» -4-^~ -4- • 

an au a an ah 


■ inu . 


mu 
a ' 


r . ipr rr nq »’ z»«« m» 

*— — -+- — - -+- zj _ p -t- -*-z»«-4 — ). 

4 « 4 » aafin 1 an a a . a 

Pofita ergo fuperiore circuli conftru&ionc, quia circulus idem eft, in AI 
1 . cape, ut jubet Au&or, ex F verfus A reftam FH ss j-; 8 c erit AH =:/ 

— — > 5c per H age HL indefinitam ipfi AD parallelam , 5c hyperbolae 
An 

diameter jacebit in HL. Nunc, ubi ordinata nulla eft, ibi eft figurae ver» 
texj pone igitur 

. z pr rt qq n' mna ' mtu. 

V(pp -4- — -+• -4- Zf — — -f- - + l»» + -4- mu H ) a O , 

rr an aann 2 an a a « 

& habebis, quadrando & ordinando , 

_ ■ qq laq rr ipr app 

tat =3 — mu — lau — lan— nn+ 33 _ — 3 — — — — — ", 

nn n an’ nn n 

St 

. ,.qq laq rr ipr app . ' 

~ —n — a+~ - 1 — — - 4 - 44 ). 

1 an 5 


nn 


nn 


Jam eft CB zss n: fume igitur BE ex B verfus A iZ a : ex E de» 

mitte perpendicularem EL ; eritque L hyperbolae centrum, & ejus major 
axis dimidiatus erit quantitas radicalis fupra inventa. Debet autem quadra- 
tum dimidii axis majoris ad quadratum dimidii minoris M efte ut a ad »j ergo 

mm = =' v "-vf,-J;- i,) in 

(tfan-q+~ - 4 -/>), 

tc eft quadratum dimidii minoris axis aequale re&angulo ex partibus ordina» 

• tae 
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t* ab afymptoto ad curvam & a curva ad .afymptotum j atque eft GP 

j_PH quapropter inter CB Sc BE lumc mediam AD £3 'Jan. 

1 an 

& abfcinde bine inde a punfto H refias HR, HR lingulas «quales Vai~q, 
faciendo nempe HR ad HL (ER BA — a %-) ut DA {'/an) ad BE 

tl « 

(a) : & erunt R L, LR alymptoti, atque hypcrbola tranftbit per pundum G. 
Hic repete qu;e conftrudtioni per ellipfin adjun&a funt. 

yy. Pro parabola aflumes aquationem nn 33 ixx — ipx q »#, 

id eft, aflqmptam duces in 15 quia tunc nullum debet efle -quadratum 
alterius incognitae fub figno radicali , 6c omnes termini- dufli in a debent. 

q 

evancfccre. In hac aequatione fi ponas x ar 0, erit u _ — n , id 

cft, parabola txanfibic per punftum As & fi fingas.* =3 />, erit iterum 

y — — », 8 c parabola tranfibit per H, unde patet ejus axem cfie . 

reftam F/j quod etiam fic perfpici poteft. Eft 

n A- nn - 4 - ntir 
XX — pX i 

. . Ergo . . . . 


t 1 

' quod monfirat efie F/axcm. Ubi nunc ordia.ua pulla cft, habetur 



•Sumi icitur debet in /F ex / verius F rcfta atquafis £ -t-» -+- ^ aut ultra 

F re&a par ^ j quare p cft ordinata ad parabolam. * 

^ * zn 

56. Supra monftravimus quomodo, data aequatione quadrato-quadratica, una 
determinatos & alia indeterminata ad ellipfim, hyperbolam, aut parabolam 
datam, inveniatur circulus,qui fuis cum data curva inrcrftftionibus, exhibeat 
radices' «equationis propofitae. Sed, ut explicemus elegentifiin.am Auttoris 
methodum , quxhabctur N°.L11I. pag. ijO- hujus ,fcquentia lemmata pr.x- 

mittenda funr. ’ 

: 'Sit tttipfis aut hypcrbola AM , euftis latus trmsUerfum fit AG jTib. a. 

& in latere transverfo duo fumantur puntla L (f a, {f jiat ut LA ad Ln, fic^i- a- f* 
LH ad l.h } atque ut AH ad AG , fic ah ad ag > {fi latae transverfio ha 
ag t definiatur ellipfis altera aut hyperbok nm , (fi harum fimilia latera transver - 
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Fig. 6 . 


1*8 COMMENTARIUS 

fa fint AH •, ah, td e fi harum ordinat re fint pardlela : dico quod quavis refla LM, • 
occurrens duabus fefliombus in punitis M (fi m , ibi fecaSur in ratione AL ad L>| 
(fi contra &c. 

Centrum figtirte AM fit C * 8c figurae am fit c. Quoniam LA ad La eft 
Ut HL ad L h-, erit etiam AL ad La, ^vel HL ad L b,) ut AH ad ah -, vel 
ut CA ad ca, ut AG ad ag. 

Nunc a pun&is M; m\ agantur ordinatae parallela MP *»«/>*& jungantur 
HG* hg\ occurrentes PM in N * & pm in n. Quoniam funt in eadem ratione 
HA ad AG; HP ad PN; ha ad ag\ hp ad pn-, erunt & reliqua: AP* ap-, in eadem 
ratione AG ad ag, vel AH ad ah, aut ACad ac. Igitirr rcdangula APH, aph, 
funt fimilia 8c ut quadrata AG* agi vel AC* ac. Elt autem re&angulum APH 
ad re&angulum APN ut HP ad i'N* ut HA ad A G* ut ha ad ag\ ut hp ad pn * 
ut redangulum hpa ad redangulum npa ;& reftangulum APN xqualc cft qua» 
drato PM,ac rcdangulum apn quadrato/)'»: ergo quadrata PM-./w funt ut rc- 
ftangula APH* aph-, ut quadrata AC* ac. Sed quadr.<ta eadem PM -,/>«, funt ut 
quadrata PL* L p. Ergo rcftx AC* ac, vel AH* ah, funt ut rc£lx PL*Lp, 
aut ML* L»». Q. E. D. * 

Pro convcrfa. Non fit pun&um m in figura am, fed pun&um O. Erit er- 
go AH ad ah ut ML ad LO * led , per hypothefim , ut AH ad ah , ita ML 
ad L«; ergo ML ad L m, ut ML ad LO* aequales itaque funt L m Sc LO. 

Sequentia facile ad hypcrbolam transferuntur, ideo figuram hyperbolae omifi. 

67. Si, pofit is qua fupra , in refla LM fumatur quodvis punflum K, (fi fiat GL 
ad Lq ut KL ad Lk .■ dico quod, fi punflum k fuerit intra aut extra curvam 
AM , erit etiam punflnm k pariter intra aut extra curvam am. 

Nam, quia GL ad Lg eft ut ML ad L m, id eft , per bypothefim , ut KL 
ad L^* erit alternando ML ad LK ut Lw ad L k-, ergo, fi ML major aut 
minor cft quam LK, erit pariter Lm major aut minor quam LK 

58. Junttas GK, gk funt parallela:. 

fp. Si centro K , radio KG deferibatur circulus occurrens refla KL in P-, (fi centro 
k radio kg deferibatur ah er circulus occurrens refla eidem inp , erit LP major Lp. 

Nam KL ad L^ ut KG ad kg , vel ut KP ad kp s ergo KL ad Lk utPL 
ad Lp: fed eft KL major quam L^, ergo PL major Lp 

60. Si circulus gy cllipfi Iccurrat in altero quovis punflo y , (fi jungatur Ly : di - _ 
co hanc produflam donec tllipfi occurrat in T, sili occurrere in punflo , ubi circulus 
GP ellipfim majorem fecat. 

Junge ky, KY. Eft, ut KL ad Lk ita YL ad Ly: erunt itaque parallela 
rc£tx ky, KY. Igitur KL ad L£ ut KY ad ky. icd ut KL ad Life ita KG 
ad kgi orgo KY ad ky ut KGacT/fef* aquales autem funt ^ 4 , ky, ergo fic 
GK , KY , quapropter puu&um Y eft ad circulum GP, & ad ellipfin. 

• tfi. Igitur duitte ad. rc&os angulos Yt , yT funt ut GL ad L?. Sed erat 
YX (pofita Au&oris conftru&ionc) dupla radix* igitur, ubi habetur Xy.ut 
obtineatur XY, fieri debet >>T ad / Y ut jjL ad LG. 

Solutio aquationum per approximationem fatis accurata & facilis habetur 
in Additamento. Nonnulla quidem afferri pollent * fed ea omitto ne liber 
simis cxcrefcat. 

ADDIT A- 


I 
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AQUATIONUM &c. 

SCRIPTA VARIA 
EX TRANSACTIONIBUS PHILOSOPHICIS 

ET ALIUNDE 
EXCERPTA. 
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ADDITAMENTUM. 


METHODUS NOVA 

accurata & facilis inveniendi radices aqua - 
tionum quarumcunque generaliter , fine 
pravi a re duplione. Per Edm. 

Halley Georn. Prof Savil. 


A rtis analyticx praecipuus quidem ufus efl problemata mathematica 
ad atquationes perducere, calquc terminis, quantum fieri poflit, fim- 

I dicitfimis exhibere. Ars autem i!ta manca quodammodo, nec fatis ana- 
ytica merito videretur, niii methodi quxdam fubminiftrarentur, quarum 
ope radices, five linea: five numeri fint, ex jam inventis xquationibus 
elicere liceret, eoque nomine problemata foluta dare. 

Veteribus fane vix qtiicquam fupra quadraticarum xquationum naturam 
innotuit ; quxeunque vero fcripfere de folidorum problefnatum effedlionc 

f jcometrica ope parabolx, cifToidis, aliufve curva:, particularia tantum 
unt , ac cafibus particularibus deftinata ; de numerica vero extraftione 
ubique altum filentium; ita ut quicquid in hoc genere jam calculo prae- 
ibamus, modernorum inventis fere totum debeatur. 

Ac primus quidem ingens ille Algcbrx hodiernx repertor ac reftaurator 
Francifcus Fiet a, annis abhinc circiter centum, methodum generalem ape- 
ruit pro educendis radicibus ex xquatione qualibet; camque fub titulo 
De numcrofi poteftatum ad exegefin refolutione , publico donavit , ubique ,ut ait, 
ebfervando retrogradam compof.t 'tortis viam. Hujufquc veftigiis in fidentes 
Iiarriottus , Ougbtredus aliique, tam noftrates quam extranei, quxeunque 
de hac rb icriptis mandarunt, a Ficta defupipta debent agnofccrc. Qua- 
lia vero in hoc negotio prxftitcrit fagacifiima ingenii Newloniani vis, ex 
cofltraftiore fpecimine a ClarilTimo Wallifio , Cap. xetv. algcbrx fux , 
edito, potius conjedtura aflequi quam pro certo comperiri licet. Aedum 
obllinata Authoris modeltia amicorum precibus devitta cedat, inventaque 
hxc fua pulcherrima in lucem promere dignetur, expedtare cogimur. 
Tom. II. a Nu- 
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ABDIT amentum. 


Nuper vero eximius ille juvenis D. Jofcpbus Rapbfon , R. S. S. analyftn 
aquationum univtrf alent anno itfpo. evulgavit, iuarque methodi prxftanuam 
pluribus exemplis abunde illuftravitj quo genii mathematici maxima quas- 
que pollicentis nobile indicium prodidit. 

Hu jus exemplo ac du£ht (ut par e It credere) D. de Lagnj , haud vulga- 
ris, apud Pari/jeufes Mathematutn Profeflor, idem argumentum aggrcflps 
elt; qui cum totus fere fit in eliciendis potefiatum purarum radicibus, 
prxfcrtim cubica, pauca tantum, caque perplexa nec fatis demon lirata , 
de affe&arum radicum cxtra£tionc fubjtmgit. Regulas autem binas, com- 
pendiofas admodum , pro approximationc radicis cubicae profert, alteram 
rationalem, alteram irrationalem ■, nempe cubi aaa+- b latus efle inter 


ab i b s i 

a -i ac V'.— aa-\ ) +- — a 

$ttaa+- b 4 30 a 


Radicem autent patefiatis quintx a' 4 - b fic exprimit 


~ a -t- a 4 +- — ) aa) 

i 4 4 


(non ~ aa ut perperam legitur in libro gallico impreflb.) Has regulas r 

cum nondum librum videram, ab amico communicatas habui, quarum vi- 
res experimento edo£tus, compendiumque admiratus, volui etiam drtnon- • 
Arationem inveftigare. Ea vero inventa , ad univerfalem aequationum omni- 
um refolutionem eandem methodum accommodari poffe ftatim cognovi} 
coque magis eas excolere fiatui, quia uno intuitu rem totam fynoptice explica- 
ti poflc videbam, quodque hoc pacto fingulis calculi rellaurati vicibus (altem 
triplicarentur notae five ciphrx in radice jam inventae, quae quidem omnibus 
aliorum omnium computationibus non nlfi pari cum datis numero augentur. 

Demonftrantur autem regulas prxdiftx ex genefi cubi & potefiatis 
quintx. Pofito enim latere cubi cujufque a +- e, cubus inde conflatus 6t 


aaa 


^aae 4 - 3 aee-i-eee, 


adeoque fi fupponatur numerus cubus proxime minor dato quovis non cu- 
bo, e« minor erit unitate, ac refiduum, five b, xquabitur reliquis cubi membris 

3 aae +- t,aee 4 - eee : 

reje&oque eee ob parvitatem , 

b =: ]aae 4 - \aee. 

Cumque aae multo majus fit quam aee , — non multum excedet ipfam e: 
pofitoque 
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e ~ 


3 aa’ ]aa+- )ae* 
cui proxime sequatur quantitas e, invenietur 


b r b_ 
— , , five — 

3<7tf +- 3 ab ]aa 

3 a a 
hoc eft 


b 

a 


ab 

\aaa + 


b. 


— e. 


adeoque latus cubi 
aaa +- b habebitur a 


ab 


3 aaa - 4 - b 


qux eft ipfa formula rationalis D n ' de Lagny. Quod fi aaa fuerit nume- 
rus /rubus proxime major dato, latus cubi aaa b pari ratiocinio inve- 
nietur a ^ ; atque hxc radicis cubicx approximatio fatis ex» 

pedita ac facilis , parum admodum fallit in defc£tu,cum fcilicet e, refiduum 
radicis hoc pacto inventum, paulo minus julto fit. Irrationalis vero formu- 
la etiam ex eodem fonte derivatur, videlicet 


b 33 ]aae +- $ace , five ^ 
adeoque 


ae 


ce ■> 


V(— aa 4- — ) =: s. -t- e, 

-. 4 3« ‘ i 

atque 

t b . i 

— aa ■ 1 4 a =3 a -t- e, 

4 i a * 

■ j 

five radici quxfitx. Latus vero cubi aaa b eodem modo habebitur 


1 ,, 1 

— ' a -t- v\— aa 
1 4 

a i 


3* 


) 


An 
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ADDITAMENTUM 


Atque haec quidem formula aliquanto propius ad fcopum collimat, in cx- 
celTu peccans ficut altera in defeftu , ac ad praxin magis commoda vide- 
tur, cum reilitutio calculi nihil aliud Iit quam continua additio vel fubdu- 

dtio ipfius fecundum ac quantitas e innotefeat; ita ut potius feriben- 
• r 3 ** 

dum Iit 

i b eee i 

V( —aa H— ) h a 

4 i a i 

in priori cafu, ac in pofteriori- 

i i eee b 

— a +- — aa-+- ). 

a 4 ja 


Utraque autem formula ciphrae jam cognitx in radice extrahenda ad mini- 
mum triplicantur, quod quidem arithmeticae (ludiofis omnibus gratum fo- 
re confido, atque iple inventori abunde gratulor. 

Ut autem harum regularum utilitas melius fentiatur, exemplum unum 
vel alterum adjungere placuit. Quaeratur latus cubi dupli, Civcaaa-t-b i. 

Hic a ~ i atque — K ~ , adeoque five r,i6 invenietur la.- 

tus prope verum. Cubus autem ex 1,26 eft 2,000376, adeoque 


°,«3 -+■ ^(,39 6p 

five 


,0003 76 

1.78 J 


0,63 ^-i / (,3p68ooj , ipioof2yi) = i,2fp92i04p8pf } 


quod quidem tredccim figuris latus cubi- dupli exhibet, nullo fiere negotio, 
videlicet, una divifione &C lateris quadrati cxtra&ionc, ubi vulgari operan- 
di modo quantum defudaflet arithmeticus norunt experti. Hunc etiam cal- 
culum quoufque velis continuare licet, augendo quadratum additione, 

Qux quidem correftio hoc in cafu non nifi unitatis in radicis figura accima- 
quarta augmentum affert. 

Exemp. II. Quaeratur latus cubi aequalis menfurx Anflic * , Gallo» didbr, 
uncias folidas 231 continentis. Cubus proxime minor eft 216 cujus latus 
<3 a } ac rcliduum if zzb adeoque pro prima approximationc provenit 


i 


-4-^(9 -t-~) radici. 

0 


Cum- 
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Cumque ^(5,853}...) fit 3,1 5 f 8... patet 6,1378 =: a -t- e. Supponatur 
jam 6,1 Jf8 s a, & habebimus cubum ejus 

i}t,ooo8fj8p47i2, 

ac juxta regulam 

3,c(57p -+- y^p, 41 101041 ,0:0 873894712) 

1 8,4074 

rquatur accuratifiime lateri cubi dati , id quod intra hora: fpatium calculo 
obtinui 

6, 1 3 J7P24 jptftf ipf 8 p 7 , 

in oftodccima figura juftum, at deficiens in decima nona. Hxc vero for- 
mula merito prarferenda eft rationali ob ingentem diviforem, non fine ma- 
gno labore tradtandumj cum lateris quadrati extrattio multo facilius pro- 
cedat, ut experientia multiplex me docuit. 

Regula autem pro radice furfolidi puri, five potcftatis quinta:, paulo 
altioris indaginis eft, atque etiam adhuc multo perfe&ius rem prxftat: da- 
tas enim in radice ciphras ad minimum quintuplicat, neque etiam multi 
nec operofi eft calculi. Author autem nullibi inveniendi methodum ejuf- 
vc dcmonftrationem concedit, etiamfi maxime defiderari videatur: prxfer- 
tim cum in libro impreflb non refte fe habear j id quod imperitos facile il- 
ludere pollit. Poteftas autem quinta lateris a -f- e conficitur ex his mem- 
bris 

-4- tortVf-i- ioa ! eee ■+■ -4- f ! =5 a ! -4- b, 

unde 

b =3 p a*e-t- lotiVe -4- ioaV 1 f <tt 4 , 
rejcfto e* ob parvitatem fuam: quo circa 
b 

— — a'e -+- za'e x lac' -4- 


atque utrinque addendo — a* habebimus 

— aaaa -4- — )== V(~ <2-1-4- 1 a f- 4 - iat'+ eOs — aa -4 -at -4- te. 

4 f* 4 * 

Dcin utrinque fubduccndo ~aa, 

» 1 


1 
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ADDITAMENTUM 


-+- e xquabitur V{V( —a< - 4 -—) — ~aa) 
i n 4 f* 4 

cui fi addatur ‘~a, erit 

i 

a -+-e — ~a -t- V(V{ ~a'-+- — ) ~aa) 

i . 4 f<3 4 

«qualis radici potcftatis a' -*-b. Quod fi fuiflet a'— — b , (aflumpta a jufto 
majore,) regula fic fc haberet , 

^j_4-V / (V / ( — — ) — 

i 4 4 

Atque hxc regula mirum in modum approximat, ut vix refiitutione 
opus fit i at dum hxc mccum pcnfitavi , incidi in formularum methodum 
quandam generalem pro quavis potcfiate fatis concinnam, quamque cela* 
re nequeo j cum etiam in iuperioribus poteftatibus datas radicis figuras tri- 
plicare valeant. 

Hx autem formulx ita fe habent, tam rationales quam irrationales. 


Vaa 4- b 7Z V{aa +- b ) vel a 4- 


ab 

1 7 

zaa H — b 
2. 


ab 


V'a' +- b =2 — a 4- V{ ~ aa 4- — ) vel a 4 , 

a 4 $aaa 4- b 

V'X* 4- b ~ ---a V ( <- aa 4 - ~) vel «4- — — , 

J P 6aa 


4<a 4 -4- ~b 


V , a t 4- b — — a 4 - V(~aa-\ —) vel a 4- - — < — - 

4 16 io a' fa 4 - a b 

V c a 6 4— b s — a 4 — V( ~aa 4 ) vel a 4- 

y 7 a 7 4 -is ~a+-V(~aa+- ) vel a 


_ ab 

6a* 4- ~ b 
i 


ab 

'i 6~" ' zia 5 ' ' 7 afT-~Jb 

Et fic de ceteris etiam adhuc Ibperioribus. Quod fi afiumeretur a radice 

qux- 
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T 

quxfita major» (quod cum fru&u fit quoties poteftas refolvenda multo 
propior fit poteftati numeri integri proxime majoris quam proxime mino- 
ris,) mutatis mutandis exdem radicum expreffiones proveniunt. 

ab 

Vaa — b V(aa b) vel a — 

zaa ~b 

z 


, i 1 1 A . , ab 

yuaa b zz —a - 1 - V(— aa — ) vel a 

i 4 3 a \aaa — i 

V* 4 b.~ ~a 4- V( ~aa — — ) vel a — — - 

3 9 6aa ■ ^ — 

i 


, t i b . - ab 

V‘(H — *=: — *+-/( *-aa ) vel a — — ? 

4 v t <5 io<a* fa' 2 b 


b — 1* +- y( — aa ^— ) vel * 

f i /* 4 


ab 


6 a 6 b 

i 


V'j r - 


-b zz a+-\'( ~aa 
6 v j<S 


b . , ab 

•■■■ , ) vel <r — r- 

zi* ! 7* — 35’ 


Atque inter hos duos terminos femper confiftit vera radix, aliquanto pro- 
prior irrationali quam rationali» e vero juxta formulam irrationalem itjven- 
ta , femper peccat in exccfiu , ficut in dcfcftu a rationali formula reful- 
tans quotus » adeoque fi fuerit -t— b , irrationalis majorem juilo exhibet 
radicem, rationalis minorem. E contrario vero fi fuerit—— b. Atque 
hree de eliciendis radicibus c poteftatibus puris didta iunto, qux quidem, 
ad ufus ordinarios fufficientes , multo facilius habentur ope logarithmo- 
nim: quoties vero ultra tabularum logarithmicarum vires aceuratiflime de- 
finienda cit* radix , ad hujufmodi methodos neceflario recurrendum eft. Prre- 
terea, cum ex harum formularum inventione ac contemplatione, univerfa» 
lis regula pro sequationibus affe&is (quam non fine fruftu Geometri* ac 
Algcbrx ftudiofis omnibus ufurpandam confido) mihi ipfi oblata fit, volui 
ipfius inventi primordia qua poffim claritate aperire. 

AEquationum quidem affettarum quadrato- quadratum non excedentium 
conftrudVionem generalem concinnam admodum ac facilem, Num. 188. ha- 
rum Tranfacl. jam tum inventam publici juris feci: ex quo ingens cupb 
do animum inceffit idem numeris efficiendi. Atque brevi poft D > liapb- 
f»n magna ex parte voto fatisfccifle vilus clt, ufque dum D»> dc Lagnyc tiam 

ad- 
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adhuc compendiofius rem peragi pofle hoc fuo libello mihi fuggeflit. Me- 
thodus autem noftra hx*c elt. 

Supponatur radix cujufvis xquationis jc compofira ex partibus a 4- vel— e, 
quarum a ex hypotheli affirmatur ipfi z quantum fieri poffit propinqua, 
(quod tamen commodum elt , non neccflarium) 8c ex quantitate a 4- vel— e 
formentur poteflates omnes ipfius s in xquatione inventae, iifque affigan- 
tur numeri cocfficicntcs rcfpe&ive: deinde poteftas refolvenda fubducatur 
e fumma panium datarum in prima columna, ubi e non reperitur, quam 
homogeneum comparationis vocant, fique differentia +7 b. Dein habeatur 
fumma omnium coefficicntium ipfius lateris e in fecunda columna, qua; fit 
s-, denique in tertia addantur omnes cocfficientcs quadrati ee, quarum 
fummam vocemus /. Ac radix quxfita z 3 formula rationali habdjitur 


a 4 - vel 


ii 

a 4- vel ib 


irrationali vero fiet 


1 , . 1 , 

— i ir v ~u 4- It 

_ 2 4 

• 7 

id quod exemplis illuftrare fortafie operx pretium erit. Inftrumenti vero 
loco adfit tabella, poteftatum omnium ipfius a 4- vel-— - e genefin exhi- 
bens, qux fi opus fuerit, continuari facile poffit. A feptima vero incipiam, 
cum pauca problemata eoufque adurgere deprehendantur. Hanc tabellam 
jure optimo fpeculum analyticum generale appellare licet. Poteflates autem 
prxdictx ex continua multiplicatione per « 4 -tss ortx , fic prove- 
niunt cum fuis coefficicntibus adjunftis. 

TabelU Potejiatuin. 

i t u eu x y 

lu 7 ss / a 7 -+-jl a s e ■+■ 11 1 a'ee -t- 3 j7<J 4 e ! nla'e< -i-jlaF-t-le’ 

kz*zska s -*-6ka'e+-ifk»*ee-*-toka'e l -+-ipka'e*+. 6ka e' ■+■ k t‘ 
hz' xa ha* -hfbj*e-t- toA/iVe-t- \cba’e'-+- fb* e*-*- b t ' 

=3 4. 6 ga’te-*- 4 ^<‘4- g 

5/ViV-i- 3 faee-t- f e > 
dz‘ ~ da'-t-ida e-\- d ce 
cz ~ca 4 - e g 

Quod fi fuerit a eza z, ex iifdem membris conficitur tabella, ne- 

gatis folummodo imparibus poteftatibus ipfius e, ut e, c J , e’, t 7 \ & affir- 
jnatis paribus e 1 , es, t «. Sitquc fumma cocfficicntium lateris < — 1 j fum- 
ma 
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ma coefficicntium quadrati tr s fj cubi ss u j biquadrati s w; furfoli* 
di e’ ~xi fumma vero coefficientium cubo-cubi s= y, {$c. 

Cum autem fupponatur e exigua tantum pars radicis inquirenda: , omnes 
poteftates ipfius e multo minores evadunt fimilibus ipfius a poteftatibus, 
adeoque pro prima hypothefi rejiciantur fuperiores , (ut in potcllatibus 
puris oftenfum cftj ac formata aequatione nova,fubftitucndo «ire =3 x, ha- 
bebimus , ut diximus, 

ir b =3 +7 st +7 tee. 

Cujus rei cape exempla fequentia, quo melius intclligatur. 

Extmp. I. Proponatur aequatio 

* 4 }x*4-7p> =3 toooo. 

Pro prima hypothefi ponatur a =3 io, ac confcquentcr prodibit aequatio. 


r 4 =3 4- n 4 ... $a'e+-6a l ee . 
dx s —da 1 ... i da e— dee 
ec 33 4 -ea ... ce 


4» IOOOO 

— JOO 
4- 7 fo 

— IOOOO 


4000 e 4 - 
60 e ~ 
7 f ' 


■ 6 ooee .. 
- 1 “ 


4 oe' 4- e 4 


4 oe’- 


4f 0 — 40 1 ye 4 - fP 7 ee — 4 °f 1 4- e 4 =3 o. 
J tu 


Signis 4- ac — - (refpeftu e ac e’) in dubio relidis, ufque dum fciatur 
an e fit negativa vel affirmativa \ quod quidem aliquam parit difficultatem, 
cum in aquationibus plurcs radices admittentibus, fxpe augeantur homo- 
genea comparationis, ut appellant, a minuta quantitate u, ac c contra ea 
au£ta minuantur. Determinatur autem fignum ipfius e ex figno quantita- 
tis b j fublata enim refolvenda cx homogenco ab a formato, fignum ip- 
fius se, ac proinde partium in ejus compofitione praevalentium , femper 

contrarium erit figno differentiae b . Unde patebit an fuerit e vel 4- e, 

fi ve an a major vel minor radice vera aflumpta fit. Jpfa autem e femper 


equatur 


— s — ~V{ bt) 

i 4 


quoties vero diverfo 

Poftquam vero compertum 
2 om. 11. 


quoties b ac t eodem figno notantur; 

V(Lss+-bt)— Ii 
figno conneduntur , eadem t fit — * . 


fit fore 


in affirmatis aquatio- 
nis 
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additamentum 

nis membris negentur e, e ’, e 1 , l#c. in negatis affirmentur) fcribantur fci- 
licet figno contrario) fi vero fuerit 4- e, affirmentur in affirmatis, negen- 
tur in negatis. Habemus autem in hoc noftro exemplo io4fo loco rcfol- 
vendx 10000, five b 33 4-450, unde confiat a majorem jufto afTump- 
tam, ac proinde haberi e: Hinc xquatio fit 

10470 — -4017 e +- 797 ee — 40«* 4- e* ss 10000. 

Hoc cft 

470 40tf t 4- j-p -jct 33 o. 

Adeoque 


4f° =5 4 °«r f - 
Sive 
b =3 it — 


■r 97 “ 


■ tet 


~s — V( i- ss — bt) 
«ujus radix e fit i ^ , 


Vel fi mavis — — — V( — — ~ ) t 
u 4// t 


id cft , in praefenti cafu , , . . 

e 33 Z007 v' J7<S »40<S i- 

?P7 * 

unde provenit radix quxfita prope verum , p,88d. Hoc vero pro fecunda hjr* 
pothcfi fubftituto,emergita4-e=3z.accuratiffime p,88<St5ojp}54Pf...., in 

V( ~si-+-bt)~ 

ultima figura vix binario juftum fuperans ) nempe cum — ^ — - L, — t. 

Atque hoc etiam, fi opus fuerit, multo ulterius verificari poflct , fubducen- 

• _ L* 

radici prius in- 

~ss 4 - tb) V[ ~is — tb ) 

4 4 

ventae, fi fit e. Cujus compendium eo pluris aeftimandum quod quan- 

doque, ex fola prima fuppofitione, femper vero ex fecunda, iifdcm con- 
fervatis coefficientibus, quoufquc velis calculum continuare poffis. Cete- 
rum * quatio prxdifta etiam negativam habet radicem, id cft. x 33 10, ad 

quam cuilibet accuratius expifeari licet. 


1 , 1 _ 

— «e'4- •— r* - 

do — — fi fuerit 4-*, vel addendo 


Exemfl. 


\ 
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Extmpl. II. Sit 

c' 17 « 4- f+a 33 JfO 

ac ponatur a =3 10. Ex pnefcripto rcgulsc , 

xzz, =3 -b jaae ■+■ \aee eee 
_ dxA 33 dd» — 1 dae — dee e 
■b e z 3 j 4 + te 

b t t 

Id cft .+. 1000 300* 30« eee 

— 1700 — 340* — 17« 

-b f4° ■+■ f4* 

- Jf° 


Sive — fio \^e -b \ye -b eee 33 o. 

Cum autem habeatur — fio, conflat a minorem jufto afliimt, ac proia- 
de e affirmativam effe, ac ex fio 33 14/4- iye fit 

1 ..,)— 1 , _ __ mg=7 

• ~ ‘i ’ 

unde x. fit if>7><> quz nimia quidem efl ob late fumptam a-, ideo fuppona* 
tur fecundo a 33 if, ac pari ratiocinio habebimus 


* „ * . 
— s — • V( — SS tb) 

e - * — __4 : 

t 


1 , 1 

ioj>— — s'ii7io«~ 
1 4 

18 


ac proinde x. 33 14,^4068. Quod fi calculum adhuc tertio reftaurare ve- 
lis , ufque in vigefimam quintam figuram vero conformem invenies radicem. 
Paucioribus vero contentus , feribendo tb ir teee loco tb , vel fubtrahendo 

I r 

— eee 

aut addendo radici prius invent* ■ ad fcopum ftatim perve^ 

V(~Si+Llb) 

4 

nies. ^Equatio vero propofita nulla alia radice explicari potefl, quia po- 
te flas refolvenda 3 fo major cft cubo cx ^ vel 

Exempl. III. Sit aequatio illa quam in refolutione difficillimi problema- 
tis arithmetici adhibet Clariflimus fVallifius> Gap. LX1I. Algebrae fu*, 
quo radicem Viet* methodo accuratiffimc quidem aflecutus efl : candem- 
que exemplum methodi fu* affert laudatus D»> Rapbfon poj. if, 26. nempe 

b i C s 
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£,« — 8oz> 4- ipp8a* — I4P37* 4- fooo 22 o. 

Haec autem aequatio ejus formula: eft, ut plures habeat radices affirmativas, 
ac quod difficultatem ejus augeat, praegrandes funt coefficientcs refpt£hi 
refolvendae datae. Quo melius autem tra&etur, dividatur, ac juxta notas 
pun&ationum regulas ponatur 

r,« +- 82.» *oz« 4- 1 fi =2 o,p 


(ubi x, eft in aequatione propofita) ac pro prima bypothefi habeamut 
' 10 

a 22 I. Proinde 

4 - 1 pe ut 4 - 4:' e 4 o,f 22 o. 


Hoc eft 


I 

1 ~~ 

1 


ft-k-ue-, hinc 




adeoquer =2 1,17: Unde conftat 11,7 radicem effe aequationis propofita 
vero vicinam. Secundo loco lupponatur z, =2 1 1,7 ac juxta prxfcriptura 
tabcllx potcftatum oritur 


b st « 

. — 16014,4441 8tpj,fjif 6p7, 74« ro^e» 

4 - 163870,640 +- 38709,60 e 4 - 3.048 te 4- 80 t' 

322177,42 — f0749,i t — ipp8 tc 

4 - I 8 p 6 pp,p 4 - 14937 * 

— fOOO 


ip 8 , 6 ffp — 7296,132* 4- 8 i,a 6 ee 4 - ip,if‘ f 4 =2 o. 

Adcoquc 

— 198,6779 22 7296,132*4- Bi,i 6 ce , 

J- s ✓( ~ss — - bt ) 

cujus radix e juxta regulam 22 ; 


fit 


4448,066 — ✓ 698768 6^6012 ^ j0r<J(Ho8o jj , . .. . - , 
81,26 
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minori vero. Uc autem corrigatur, 

X ~ue ' — 

1 2 r ,0026201.... „ 

uve — fit ,00000000 1 1 7 , 

•'(!»_« 

4 

ac proinde e corrc&a ,07644179448. 

Quod C adhuc plures radicis figuras defideras, formetur ex e corredU 
tue ’ — te 4^3 0,43107602413. .. % , 
ac 


t f 1 ,Ue 2tf48,orf<S -1^6987687, 67495797 777.... 

t ' UVC 82,26 

— ,07644179448074402 =5 e, 

unde a +- e =0 * radix accuratiflima fit 

u>7r54* t 7P448o744o2-. 


qualem invenit Cl. Wallifius in loco citato. Dbi obfervandum redinte- 
grationem calculi femper triplicare notas veras in a/Tumpta a, quas prima 


L*. 


~e* 


corre&io , five — j , quintuplices reddit , quaeque etiam commo- 
ti ss ,bt) 

4 

de per logarithmos efficitur. Altera autem correftio poft primam, etiam 
duplum ciphrarum numerum adjungit, ut omnino aflumptas fcptuplicct * 
prima tamen plerumque ufibus arithmetices abunde fufficit. Qux vero 
didta funt de numero ciphrarum in radice refte afiumptarum, ita intelligi 
velim, ut cum a non nifi decima parte diftet a vera radice, prima figura 
xe&e afluamur > fi intra ccntefimam partem, dux primx : Si intra millcfi- 
mam tres priores rite fc habeant •, qux deinde juxta noftram regulam ira* 
ilatx ftatim novem evadunt. 

Reflat jam ut nonnulla adjiciam de noflra formula rationali, videlicet 
€ =3 , qux quidem fatis expedita videbitur, neg multum cedit 


priori, cum etiam datas ciphras triplicare valeat. Formata autem xqua- 
tione ex a±?e s r., ut prius, ftatim patebit an a aflumpta fit major vel 
minor vero, cumfcilicct se ligno femper notari debeat contrario ligno dif- 

b ) <«■ 
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ferentia: refolvendx ac homogenci fui ex a produfti. Deinde pofiro quod 

ir b +L se 4 - vel tee zz o » divifor fit ss tb quoties b ac t iisdem fi- 

gnis notantur j idem vero fit ss+-bt, fi figna ifta diverfa fint. traxi au- 
tem magis accommodata videtur, fi feriberetur theorema, 

b' 

£ — 

i ±r tb 


nempe cum una multiplicatione ac duabus divifionibus res peragatur, qux 
tres multiplicationes ac unam divifionem alias requireret. Hujus etiam me- 
thodi exemplum capiamus a prxdi&x xquationis radice ii, 7...: ubi 

— fip<S,r 81,16**4- ip,i*’ — • * 4 s o 
-t- b i 4 - / 4 - w 

adeoque y ^ e, hoceft, fiat ut r ad * ita b ad 7196, 132.) 
s 

298,6779 in 81, (4,65877... quocirca divifor fit 

s ~ =3 719 1,49317....; 198,6779 (o» 076441 ) K*, id eft quin- 

que figuris veris adje£Hs radici aflumptx. Corrigi autem nequit hxc for- 
mula ficut prxfens irrationalis } adeoque fi plures defiderentur radicis figu- 
rx, prxftat aflumpta nova hypothefi calculum de integro repetere : ac no- 
vus quotus triplicando figuras in radice cognitas fupputatori etiam maxime 
fcrupulofo abunde fatisfaciet. 
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COLSON JE^VAT. C V B I C. tf/. f f 

AQUATIONUM CUBICARUM 

Et bijuadraticarum, tum geometrica Gf mechanica , refolutio 

univer falis , 

a J. COLSON. 


f I 



quationis cubicx univerfalis 


ac' = jg -Hir, 

Ji>* +-P* 

- 3P4 


radices tres funt , 


* S! i» 4- K(r +- ♦'(r* g>)) 4- K(r — , ^(r* g')) 

x S p ' v ( r +" V(T* - 9’))— ( ' *-*~ -*) • V(r ~V(rt-q')) 

2 » 2m 


* =s V(r f- K' 4 - J 1 )) - C 1 - • /(' — r* — g»l) 

Vel, ut calculus arithmeticus facilior ac paratior evadat, fi pofueris bino- 

mii irrationalis r-HV^r q l ) radicem cubicam cfle m-^Vn, erunt ejuf- 

dem xquationis radicei tres 

x s p+imtc x ~ p — mi: V — j». 

Igitur data xquatione quavis cubica, inter ejus hujufque xquationis uni- 
verialis terminos fingulos inftituenda cft comparatio, quo pa&o facillime 
invenientur ipfx p, q, r-, & hifce cognitis, innotefeent xquationis datx 
radices omnes. Hujus vero folutionis exempla fint fcqucntia in numeris. 

i. Aquationis cubicx 

x' S3 tx« 4- Jjf -I- 4 
fit radix x indaganda. 

a 

Erit primo juxta prxfcriptum }p =3 i , five p 33 . 

Se* 
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additamentum 

Secundo $g — 7 ~ j, five g =5 7. 


Tertio ir(-t-p’ jg.p) ~:= 4 > fiver= ~ & r* g> = 

x 7 l / ‘7 

Et propterea 

x - i + Kr — -+• V— — V——)- Rcliqux dux radices funt im- 
3 17 l 7 *7 *7 

poflibiles. 

X. In aequatione 

x’ 33 na* 4ix^-4t, 

erit primo 3P 33 12, five p =3 4- 

Secundo jg (jp')48 33 41, five g =3 j*. 

Tertio 2.r-+-(p’ jg ^p) )tf a 41, five r =3 3. 

Et inde r* ■ 


100 

. <jj ss — . 

* »7 


At binomii furdi 3 +/ ~ (=3 r-i-^(r' g’)) radix cubica, per me- 

thodos ex arithmetica petendas cxtra&a, eft 

i + t' (=3 m + 

k proinde radix 

X 33 (P-+-2W 33 4 X 33) 1 

vel etiam 

* 33 (p w+TV' 3» 334-1-1+: (^4) x 33 ) 7 vel 3. 

i . i 

Vel rurfus, ejusdem binomii 3 -4-V— — radix alia cubica (tres enim 
•gnofeit) eft 

i - t-V 7 (=5 w V* ,) 

X ** * 
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. & proinde radix 

r- . 

* =5 Cp+- im =s 4-H 3 =S) 7, 

& etiam 

x zz (p m i; V =4 *- ir ( v' — ) — S 5 vel z. 

vr J z ' v 4 x ’ 

100 

Veldcnuo, ejusdem binomii 3 +- V — — radix cubica tertia cft 

— — — , (=3 m +- Vn , ) 

i it y 

Se proinde radix 

x a (p +- tw =3 4 1 =3 ) 3, 

atque etiam 

x =3 (p — w±r v — 3» == 4 +- — ±r (**£) £- =3) 7 vel t. 


4 ^ 


3. In zquatione 


*’ ifx* 84* +- 100 , 


erit p =3 f j 0 ~ — - 3 , r =3 133- j Se binomii 1 3f +- V^iStft radix 

cubica cft 3 +- V it. Igitur radix 

* = f+"d =3 I, 

Se 

x =5 — f — jtv' — 3<5 — — 8 irv' — 35 , 

impoffibiles. 

4. In zquatione 

x» S 3 34X* — 310X-1- ioiz, 

erit p =: — , q 33 — , r =3 j & binomii V '° — radix cu« 

3 P 2 7 2 7 2 7 


bica eft Igitur radix 

r™. /y> ’ 


« a 


1 
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impofllbiles. 
f. In xquationc 


A D D 1 f A MENTUM 
34 U 

at = — +- — =: ii, 

3 5 

& 

x zx — — — ±r v — io =; 6 t: v — io , 

ii 


.v’ zx aSx'4-tfix 4048, 


erit 


IS jX 57 2 fOtO . .. .. 1/010 

p — ■— , u zz - ~ , r ~ — — ; oc b inormi — t-K- 

' 3 ’ * P ’ 17 2 7 


radix cubica cft 3— / — Igitur 

6 4 

28 41. 

*= rr = Ml . 


- _*1 £ ty 1«, 2 a 1 « »el — M. 

’ 6 K 4 2- 


3 , 


4. In xquationc 


x' =: x J 4- ifftfv <540 , 


erit p x; i- , q zz , r =3 — — j & binomii S — — 4- V- 

* 3 P *7 z 7 

2 2r f , 

radix cubica cft —4- l' — v Igitur 

3 ? 

1 4+ _ 

ft 

& 


irrationales. 

7. In xquationc 


r t: , , . . 

x s 4- — =i 7 i: v^f , 

5 i ' 






1 14 "’ 20 j 7 
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,v J c= < 53 *’ 4 - pp< 5 7 3 .v +- P9fi70f , 

. IOOPOlS 

erit /> 2 ti, JS — - — , r zs tfojifiSo} & binomii <5031680 +- 

j/ _ 4 Z 88 zjasnuf ^ ix cubica e „ lSi K _e» , 6 

X 33 21 +- 366 — 387, 

& 

X — 21 183 ±- (»^f2p) 23 ~ I3P vel I 8f. 

Ncc fecus in ceteris procedendum. Invcftigatur autem theorema ad mo* 
dum lequcntcm. Pono arquationis cujusdam cubica: radicem z , zz a ■+. b 
& cubice multiplicando proveniet 

=5 («’ -+- 3 ^’i iai ' + t ' ;= 3 ) <j> 3 jA ( a -*- b ) + b \ 

Jam loco ipfius a-f- b valorem ejus z . fubflitucndo , fiet 

x. 1 zz labz. -+. <*’ .+. b 1 , 

qux cfl: xquatio cubica cx radice s =3 a -+- J conflrufta, cui terminus fe. 
eundus deelt. Ut hxc vero ad fornum nugis commodam, m.igisquc con- 
cinnam revocentur, fumo xquationem 

*' — 3 ir , qux pofthac ipfius 

z ? =3 3 abz , ■+. ai - t - b ', 

vices gerat. Igitur transmutatione hujus in illam, fiet primo 37=; iab , 
five g‘ =: a> b'\ & fecundo ir =3 a^b*, five 2 r a* s (d*-t- b'zz) 
Et foluta hac aequatione quadratica, erit 

• a> =3 r-4-K(r* g»j, 

& hinc 

b * =3 (2r =3) r y(r‘ g>). 

Atque igitur tandem 

. a zz V(jr -+- V(r* g J )J 

J 1 

Sc 

• ' b s ^(r — y(r' — g')). 

. • c 2 Er 
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additamentum 

Et propterea in x-quatione cubica c' =; qg s +- ir erit radix 

s = (a+b =3) <|» -+- V(r t^(r <?'))• 

At vero hsec radix revera triplex cft, pro triplici valorc quem indurre 
poteft 

& g’)) & vir — vir 1 — a’))* 

Cujusvis enim quantitatis radix cubica triplex erit , & ipfius unitatis radix 
cubica 

vel cft i, vel ~-t- V 3, vel ~ ~ V 

Atque id adeo , proptcrca quod harum alicujus cubus (it unitas. Igitur (t 
1 . Vir ■+■ V [r 1 g’J) aut V r + V r 1 - — 5 * 

(=: £(1 . (r+V(r> 9'))) = V t (v(r + Vir 1 q':)) 

radicem aliquam [quarn fupra nominavimus w 1 -wV », aut 1 (in *hV #j_, cubi 
r -+■ V{r l q % ) defignet ■, ipfx 

— 1 ^ — - 1 . 1 'tr+>'ir' q')) 

t 

Cc 

- -*■ .v<r+vir — 9 *)) 

[id eft (m -t-V») & - — l(«+K»)] 

alias duas ejusdem cubi radices dcftgnabunt. Similiter & 

- V{r V(r* q*)), 

Z=JJ^L=Zl . y (r — V (r‘— > gi», 

i 

& 

1 — * *V(r Vir' 5 % 

i 

[id' 
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[id eft] 

. i -4- V j „ t _ v" —i 

m V n t ^ • (w V»), — \(w — »'«,) 

tres cubica radices erunt apotomes r — y (n ~ qt). Atque has radices dc- 
biic conne&endo , fiet 

> j 

« =s / (r-+- ^ ( r ‘ — r 3 j) -*-/ (r- y (**'•- 5’;), 
id eft 

* = (w -+- v' n) -+- (w _ y») =j i«, 

* =1 — I ~^ V ^ 5 (Y (>’ — i 3 J) -+- — l r . v - ? . v-(r-y(r'-<j’}) 

id eft 

* =5 2 ? . (»-+- y ») h 2 . (m-»y«) — 

_ m -f- y — 3» , 

& 

i _ V _ 3 i 

* ~ - , — • V{r + V{r' -<?)) 

Ia 

— v - 4 - V — \ t 
i * . K(r_K(r’_fi)) 

id eft 

* ~ ^ (»»-+- V*«) n l^LzzJ (m — y ») 

ea — m—V — 3», 

qua tres erunt radices aquationis cubica a 5 =a 3 <pc-+- zr. Debite autem 
conne&untur radices ifta ad modum pracedentcm , quippe qua fic con- 
nexa , 8 c more vulgari in fe invicem continuo du&a , aquationem 
* =5 reftituunt. Denique fac * 53 x— p, & aquatio fiet 

xi — M** iP* x— j>’ = 33*— J>g-4- ir, 

C } qua 
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qux univerfalis eft, & cujus radices evadunt ut fupra fuerunt exhibita:. 

Hic obiter notatu dignum eft, quod xquationis cubica: cujuscunque ra- 
dices omnes fint poffibiles Sc rcalcs, quoties binomii membrum irrationale 
%/(r' — impoffibilitatem in fe comple&iturj hoc cft, quoties q cil quan- 
titas affirmativa, & fimul cubus ejus major eft quadrato ex latere r. At li 
membrum illud V(r x — <7*) fit poffibile, hoc cft fi q fit quantitas negativa, 
aut etiam fi affirmativa: cubus fit minor quadrato ex latere r, tunc unicam 
tantum agnofeit xquatio radicem poffibilem Sc realcm, rcliquxque dux 
erunt impoffibiles. 

In hoc theoremate fi fiatp " e, hoc eft, fi defit xquationis terminus 
fecundus, tunc deventum erit ad calum regularum qux dicuntur Car Jani, 
cujus folutio continetur in prxcedentibus. 

• > 

§. 1. Aquationis biquadraticx univerfalis 

** S , n-8r -+-4S 

—4 P — 4/"J ' ~ 9‘ 

radices quatuor funt 

x ct? - — a +7 V (p 1 4 - q a' — — ~ ) * 

2c 

x cs p +- a +r V(p' +- q a' 4 - ~ ) , 

a 

Ubi a cft radix xquationis cubica 

e' - P 1 fl 4 W fl . 

4 - q S 

Jam data xquatione quavis biquadratica, inter ejus hujufque xquationis 
univerfalfs terminos fingulos inftituenda cft comparatio , quo pafto citis- 
fime invenientur ipfxp, q, r, S} & hifcc cognitis, noti latebit valor ip- 
fius a, ex theoremate fuperiori inveniendus, & tum demum innotefeent 
xquationis datx radices omnes. 

Huic folutioni illuftrandx exemplum unum aut alterum fufiiciat. 

I. Aquationis biquadraticx 

X* :=! 8*' 4 - 83** 1 6ix '•£- P36 

>■ - .1 1 - ' '■ * t • • ' 

fint radices extrahendx. Erit primd juxta p^eferiptum 

. . Ap S , fiv.c -p s i. 

i. » * Se- 
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Secundo 

'-1 — (4 P') i<S - 8j , five q =s P X 


it 


Tertio 


8r 


i IT 


(4/3) JP<* — ida, ^e r =5 — 

4 


Quarto 


Hinc 


P*4-j.ss ^ , ipr+-s zZ 

6c proinde 

*«• = I2?*__Z£« , 

a id 


— 7P*P 

1(5 


r> 


1 ;68 p 
1(5 ’ 


I $d8p 
“ » 
1(5 


Jam ut xquatio hxc , aliquatenus cubica, in radices ejus refolvatur, ad 
theorema prxcedtns recurrendum eft, in quo erit 


107 aioop apotott „ 

pzz , q zz , r zz ~ rT , & r’ — 5’ =3 

r a * «44 1718 - 1 

• Atqui binomii 

• ,*£a?pt$ liP4?27f ’ 

vi»" ■ • 


i_ip-po7f 

i6~ 


10 


radix cubica eft 


a*-v. 


, ia 
& propterea 


400 

3~ 


-•a 


& 
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C O L S O N j£ QU A T. C V & / C. &e. if 
& proinde 

>■ = f-u±r K(if -1-17« _i44 —7 +7 (i'm) n ==: 4 vel — 18, 

& 

* ~ f 4 - I 7 tf 144 6 4 ) - 17 +7 v' 7,impoflibilc». 

Hujus autem theorematis inventio eft hujufmodi. Ex duarum xquatio- 

tionum quadraticavum z ,* +- zaz. b =: 0, & S* a<t£ r =; 0 in 

l'e invicem multiplicatione , aequationem conficio biquadraticam 

5-3 ( 4 *^ * 4 - b 4 - c) «*+- {zae — 2^3) £ £<• , 

cui terminus fecundus dccft, quamque huic aequationi 

£* es.* +~/i -t- £ 

rtatuo xquipollcre. Unde primo 44* -+— i +- c =3 e, five £ ;=; * s 4<3* — 1, 

Secundo zae zab =: /, hoc eft, 


t 

— zae +- 8a’ 4- zae ~ f y five c e — 4- — 

4 « ^ . 

& inde 

6 =5 (* 4** f — ) £4- £. i*\ 

. 4 rf 1 

Tertio — £r five 


za\ 


f 1 ** 

“itfj‘^7 — «a 1 4- *»♦=—*, 


a e =e — f/» 4 


hoc eft, 

- tjh’- 


t 

iV 


/* 


qux x quatio quafi cubica eft, ex radice u’ Se notis vel aflumpti* e, /, 
conflata, Ea vero radix per theorema fuperius exhiberi poteft j & eodem 
calculo innotefccnt ipfx b & c. At xquationum 


Jtfw. //. 


1 iz ■ b “ e 8c s* ztfu . 

radice* funt 


• t s 9 


e r: 
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* ss - — a ±r /(d* + 4'&iS at: V [*''•* - 0 
fivc 


* =S 


J* — — & i r a ±: . — 

4 a 7 z 


'■ * £>• 


qua: proinde erunt radices ccquationis zS e: es* -»-/b ■+■ g ; cognita videli- 
cet a vel 4 1 ex aiquacione 

i i i 

a 6 — —rd 4 — £d* -re'a l 

i 4 16 64 

Jam, ut xquatio i fla evadat univerfalis 5v omnibus fuis terminis infliucla,. 
fac z =3 x p , erit que 

x « — 4 px’’-+- 6px' — 4 p 1 * -t-p =: ex 1 — ipcx + p'c+fx — fp+g* 

• item Se 

x =3 P — d+rv^-e a' — >, & x =: p - 1 - d +r V( l-c-a-*-~). 

f ' z 4 <» r z 4 d 

Tandem concinnitatis & compendii gratia, fac 

e -s iq -+- zp v Se / :=; Sry 

tuni , 

*♦ 4 px'-*- 4 pV S zjx’ — 4 pqx + 2 p'g+p' -t.$rx — fyr-t-g, 

x s p — a-i-V(p l + g a' — ~) 4 


x =f+<J±: v'(p' -+-9 — d’ -+- 


& d* =s (p* -+- g) d 4 — (-- & -+- 7P’ ~p'<i 7 <?’) d’ -t- r\ 

4 4 z 4 

#* Denique fac 

g ~ V 9 x 4-8pr p< zp*4, 

6 c fiunt aequationes ^accedentes 

x* s 4px , -4-ij „» -v 8r -f 4» 

4 P 1 4P3 d' 


fc 
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Scilicet omnia evadunt ut fupra funt pofita. 

§. j. Hadenus dc xquationum cubicarum fic biquadraticanim refolutio- 
ne analytica. Quoniam autem carundem cfftftio geometrica per parabolam 
vulgo tradi folct, & nonnullis in pretio eft, iplano rv» oTTixJr, f$c quidem 
univerfalius non pigebit hic exhibere. 

Data aequatione quavis vel cubica vel biquadratica, inftituenda eft com- 
paratio inter terminos ejus, terminosque relpondentes hujus aequationis 




_ ip 


AE 

1 


4 e — 4 r‘ -V* _ 


is 

i 


- 
ips v „> 

7 9 * 

4« — s' 

+* t' 


quo pado facile Tatis eruentur ipfx carum interim una aliqua utcun- 

que pro lubiiu aflumpta. Tum in parabola quavis data AVB, cujus vertex Tm.XIL 
principalis V, axis VS, & axi perpendicularis VT, capiatur VS x: p verfus 1 ' 
interiora parabola: , & in angulo SVT inlcribatur ST er q , qux produda 
parabolam fecet in pundis binis N & O. Bifccctur OM in M, & per M 
agatur MA axi parallela & parabolx occurrens in A. Ipli ON parallela 
ducatur AL, ut fit AL latus redum parabolx ad diametrum AM, fit- 
que hxc eadem unitas. In AL (utrinque, fi opus eft, produda) capiatur 
AG zz r, <Sc a pundo G ducatur GR axi parallela, qux parabolam fc* 
cet in B , a quo capiatur BR zz s. A noviffime invento pundo R duca- 
tur RE ipfi VT parallela Sc xqualis, qux finiftram verfus jaceat, ref- 
pedu ipfius R, fi q fit quantitas affirmativa, at verfus dextram fi q fit ne- 
gativa. Atque idem de ipfis AG & BR intelligatur, qux ad contrarias 
itidem partes duci debent, fi modo valores ipfarum r &c s prodeant ne- 
gativi. Denique centro E & radio EC zz t deferibatur circulus CKAv , 

3 ui parabolam in totidem fecabit pundis , quot funt xquationis datx ra- 
iccs rcales. Etenim a pundis illis C, K, &c. ducantur CP, Kn &c. 
ipfi ST parallclx, & ad redam GR (fi opus eft, produdam) terminatx’, 
eritque harum quxvis x, feu xquationis datx radix quxfitaj ex fcilicct 
ad dextram jacentes erunt radices affirmativx , qux vero ad finiftram funt * 
pofitx, erunt radices negativx. Pundum contadus, fi quod fuerit, hic 
fumitur pro interfedionis pundis duobus ad invicem viciniflimis. 

Inter xquationes cubicas & biquadraticas ita conftrudas hoc tantum in- 
tercedit diferiminis, quod in prioribus, ob ter minum ultimum in prxee* 
dente xquatione deficientem , femper fit 

da f*— 
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/ - V(s' i- g’ p 1 ). 

Igitur centro C 8c radio 

Ii B (- K(BR q 4- (ERg) STg . — VSg)) 

deferipto circulo CK kc t radicum una CP in priore conftruftione in nihi- 
lum abit. 

Hxc autem demoniirantur ad modum fcqucntem. Manentibus jam con- 
ftru&is, & produfta CP, fi opus eil, donec fccet AM in H, erit CH 
ordinata parabola: ad diametrum AH,& proinde CHg 33 AL * AH 33 AH, 
ob AL 33 i. At CH 3a CP 4 — AG, & AH GB 4 - BP, & propcerca 

CPg 4 — iAG . CP 4 — AG q 33 GB 4 — BP 

fcd ob naturam parabola: erit AGg 33 GB, unde 

CPg 4 - zAG . CP 33 BP. 


Jam a pun&o C ad ipfam BP demittatur norma CD, qua: occurrat etiam 
ipfi EI, ad BP aftx parallelx, in pun&o I. Propter fimilia triangula CDP 

8 c TVS, erit DP =s VS - CP & Cl> =3 JLL' ££, & proinde 
b I b 1 

VS CP % 

CPj 4 - zAG . CP 33 BP=: DP4-BD33 -—^-A-BR — IE„ 

Sive 

VS 

CPg 4 - iAG . CP ^ CP — BR =3 — IE. 

1 o 1 

Aft 

IEg =3 CEg — Clg 33 
CEg_CDg— VTg — zCD .VT =3 



aVTfl . CP 

ST' 


(ob VTg =3 STg _ SVg) 
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SS CEq - CPq 4- CP? - ST? 4- 
■ S\»? - zST . CP -f. *CP , 

I) A 

qux igitur aequatis erit quadrato gx latere . 

CP? -+- zAG . CP - CP - DR. 

b X 

Atque hxc xquatio ad terminos p, ?, r, s t t revocata ipfifEma fit x qua- 
tio propofita. 

Hinc liquet, quod eadem qua: vis xquatio biquadratica innumeras per 
parabolam conftru&iones fortiri poflit , pro indefinito valorc quantitatis 
illius, quam ad arbitrium alTumi pofie jam diximus. Sed cafus elt lim- 
pliciffimus faciendo VS 33 p 23 o, & migrat conllrllftio , fi rem ipfam 
ipeotes , in vulgarem iftam, in qua radicum roprxfcntatriccs .rc&x CP, 

&cc . , funt ad axem perpendiculares. dEquatio autem fit 

x* 33 4tx» 4 r> * -i- 4 rs q * 

-+- zs X‘ zq 1 *, 

I -4- t‘ 

• 

m , qux facile conftruitur ut fupra. • 

§. 4 . Sed ne parabola: deferiptio organica difficilis nimium videatur, in 
promptu efl artificium quoddam mechanicum, ope fili penduli pondere inftru- 
&i peradtum, cujus auxiljo quam cxa&illimc 8 c facillime xquatio noviffimacon- 
ftrui poteft , &C proinde xquationum quarumcunque cubicarum 8 c biquadrati- 
carum radices inveniri ; idque fine ullo linearum dudlu nifi reftarum Se circuli. 
ConftruStio autem, quam appellare libet mechanicam , cll ad hunc modum. 

Contra parietem ere&um, vel planum aliud quodvis horizonti perpen- T*tXlI. 
dicularc, ad punftum aliquod F iufpendatur filum tenuiflimum Se flexile *»* 
FP-, pondere quovis P ad extremitatem P appenfo. In hoc filo notetur 
pundlum aliquod N , a punfto fufpenfionis F fatis remotum vel filo par- 
vulus, fi id mavis, inne&atur nodus N. Et fumpta utcunque NO pro 
unitate ad punftum medium A ducatur (in plano prxdifto) re&a AQ_ ho- 
rizonti parallela, & utrinque quantum fatis produdta. Hifce generaliter 
paratis, pro particulari jam applicatione fac AQ^23 r; ipfis q,r,s,t, ut 
ixpius incblcatum, vel arithmetice vel geometrice, pro datx cujusvis 
xquationis exigentia, in xquatione noviflima prity determinatis*. Tunc 
acu vel flylo tenuifiimo, aut etiam cufpide circini admodum gracili, fle- 
dlatur filum a loco fuo ad punftum quoddam B , ita ut punSlum N cadat 
in novifiinte invento pun&o Q. In BQ^ab ifto B capiatur BR =: f , 8c in 
R ad ipfam BR perpendicularis erigatur ER 32 q. Verum enim vero id® 

AQ_, BR, RE*, ad contrarias partes ab earum initiis cadere debent, fi 
■ ■ V d } for- 
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4 ® 

forte valores ipfarum r, s, q , prodeant negativi. Denique in punfto in- 
vento E figatur circini ciiu unum, &, ad diftantiam EZ =5 / extenfum, 
agatur crus alterum injarbem, fecumque circumducat filum FZP. Hac 
fili circulatione pondus P nunc afccndet nunc dcfccndet motu reciproco, 
ut & nodus N nunc fupra reftam AQ extabit, nunc vero infra eandem 
deprimetur. Quoties autem reperietur nodus ille N in ipfa AQ^ puta in 
punftis D, d, n, abfeindet is re&as DQ, dQ^, aQ, JQ, -qua: erunt 
aquationis datx radices omnes realcs > ha: nempe ad dextram erunt radi- 
ces affirmativae , illa: vero ad finiftram radices negativa:. Demonftratio 
cft manifefta ex procedentibus, habita tantum ratione parabolo, per pun- 
ft’a B, C, f, k, K, tranfeuntis. Nam pofito F foco parabola, (cujus 

iliftantia a vertice cft — ON,) notum eft quod linea omnes ut FB-s-BQ^, 
4 

FC-t-CD, &c, eandem ubique conficiant fummam. 

Atque ex principiis hic pontis proclive erit inftrumcntum haud incon- 
cinnum & quantumvis accuratum fabricari, cujus beneficio •hujusmodi 
aquationum quarumcunqfce radices nullo fere negotio inveniri 'poffint , 8c 
prx oculis exhiberi. Hoc autem quilibet, fi id cura fit, variis modis pro 
ingenio fuo efficere poteft, & de his jam fatis. 



ACQUA- 
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AEQUATIONUM QUARUNDAM 

patefiatis tertia , quinta , fieptim a , nona, & fufer iorum, ad 
infinitum ufiquc pergendo , in terminis finitis , ad tnfiar 
regularum pro cubicis , qua vocantur Car dani, 
refolutio analytica. 

Per AB. DE MOIVRE, R. S. S. 

.4 

S it « numerus quicunquc, y quantitas incognita, Tive aquationis radix 
qutefita, fitque a quantitas quatvis omnino cognita, five ut vocant 
homogcncum comparationis} atque horum inter fe relatio exprimatur per 
tenuationem 


ny. 


nn 


i 




nn 




4-r 


) »y\ 


nn i ^ nn p »» 

( t. i 4'f ' <5. 7 


— ) ny 7 , &c. — a. 


BxJiujus feriei natura manifeftum eft, quod fi n fumatur numerus ali- 
quis impar (integer fcilicct, nec refert utrum fit affirmativus vel negati- 
vus) tunc feries fponte fua terminabitur, & tequatio fiet una cx fupra prx- 
finitis, cujus radix cll 


(i)jr=3 +aa) + a) 

V fvYi -t- a a) -+- a) 

Vel 

(i) y =5 ~ •'(✓(x -t-aa) -*~a) ~ ViYii -haa) — a) 

z z 

Vel 


(j) y ~ -W+ w ) — 

*IV(1 -4- a*) — a) 

Vel 


(4^ « 



^(/(i +aa)- t I) 



+ aa)-i-a) 


«> 


Exem- 
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ja ADDITAMENTUM 

Exempli gratia, fit hujus xquationis poteftatis quinta: 


U 


zo 


i6y' ss 4 


radix invenienda, quo in cafu erit n — f & a :=; 4. Radix juxta forn\am 
primam erit 

t 

y s 3 I^t 7 H-4)- 


n^> 7 - 4 ) 

c^uic in numeris vulgaribus expeditiffime cxplicay poteft ad hunc modum. 
Eli V \y 4 - 4 =5 8. «1*31, cujus logarithmus o. PCP7164, & hujus pars 

quinta o. 181P433, huic refpondcns numerus eft 1. fioj zz V'(/t7 -t- 4). 
Ipfius vero o. a a 1 P4 5 } complementum arithmeticum clt, p. 8180767, cui 

rcfpondet numerus o. 6 f 77 zz — ). Igitur horum numerorum 

femidifferentia 0.43 1 3 ziy. * 

Hic venit obfervandum quod loco radicis generalis, non incommode fu- 
1 

I " 7 

meretur y zz — Via , quando numerus a rcfpc&u unitatis , eft 

V ia 

fatis magnus, ut fi aequatio fuerit * * 

57-*- 107’ -t- i 6 y f zZ 682, 

erit log. ia zz 3 . 1348143 , cujus pars quinta p.626p6i8 , & huic rcfpon- 
dens numerus 4.136. Complementi autem arithmetici p . 3730372 nume- 
rus cll 0.236 & horum numerorum femidifferentia 2 = 7. 

Atqui praeterea, fi in xquatione prxcedcnti figna alterpatim fint affir- 
mantia & negantia, 'vel quod eodem redit, fi feries obvenerit hujusmodi 

" I — an , 1 — »». p _ nn 

— - »/-♦-(—-) — 7) n 'J -+- 

2.3 a . 3 4 • f 

1— «». ,p — »». .2f — »m 

(ttj } » &c< * * 

erit hujus radix ... . 


(1)7 S -f- <J*» — 1)) — 

• _/ 


1 


» / (u« — 1)) 


vel 
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vel 




(i) y =; ~ V(a -t -V{aa -y- i» -+■ — — — V 1)) 

X * i 

vel 


1 

(}) 7 £3 - h — i)) 

— V{aa tj) 1 

vel 


(4J / =5 



— y(aa 1 )) 



V(a +V(aa 1)) 


Hic autem notandum, quod fi - — - 1 numerus extiterit impar, radici» 

inventa: fignum in ei contrarium permutandum cft. 

Proponatur aequatio 


fjr 107'-+- 16? =3 6 , 

• 1 

unde » z3 f 8c a 33 6 . Erit radix z: — ♦''(fi-j-Vjj - )-*- - , 

2 _ 

Vel, quoniam 6 -4-Vjf =3 it .516, 'erit hujus logarithmus 1 .0761804 
Sccjus pars quintao. 11 f iftji, complementum vero arithmeticum p. 7847435. 
Horum logarithmorum numeri funt 1 .6417 & o.dopi refpe&ivc, quorum 
femifumma i.tapj Z3 y. 

Verum fi acciderit ut a fit minor unitate, tunc radicis forma fecunda , 
ut quse propofito eil magis conveniens , prz reliquis feligenda eil. Sic fi 
aequatio fuerit 


sy 


2 c 7 ’ -+- i6y f 


6 1 
<4’ 


erit 


1 ,/t 61 


v-=?z r>+ 

4056 x '64 


— *=*?) 

4056 


ia», //. 


Et 
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Et quidem fi binomialium radix quintana ullo pa&o extrahi queat, prodi- 
bit radix proba Sc poflibilis, etfi cxprellio ipfii impoffibilitatem mentiatur. 

Binomialis vero ~ -+- V^} 1 ] radix.quinxana eft - V if, & 

64 4oj)6 4 4 

binomialis ~ rldix itidcm q uinuna eft 7 ~ v > 

64 4090 4. 4 

quorum binomialium femifumma =3 — — 7. 

Si autem extraftio ifla vel non peragi poflet, vel etiam difficilior vide- 
retur, res ubique confici poteft per tabulam finuum naturalium ad mo- 
dum fcqucntcm. 

Ad radium 1 fit ~ — — 0.9,-311 finus arcus cujufdam, qui proin- 

64 

de erit 71°: i$' cujus pars quinta (eo quod w 53 f) eft 14 0 : 18' } hujus 

finus 0.24981 zs — proxime. Nec fecus procedendum in aequationibus. 
4 

graduum fuperiorura. 


t> E 
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DE CONSTRUCTIONE PROBLEMATUM 

/olidorum , five aquationum tertia vel quarta fote/ at is-, unica 
data parabola ac circulo efficienda ; differ tatiuncula . 

Authore EDM. HALLEY. 

Q uo pafto xquationes omnes cubum vel quadrato-quadratum quantita- 
tis incognita: involventes, ope parabola: cujufcunque data: Sc circu- 
li, conurui polfint, clare tradit ac liquide detnonftrat prxclarus.il- 
le Cartcfius in Lib. III. Geometrix fux. Sed primum jubet fecundum 
aequationis terminum, fi adfuerit, tollere, ac deinde redttdlx aequationis 
radices regula ibidem expofita elicere. Cum vero operatio illa nimis la- 
boriola videatur, nonnullis vilum ell conftruftionem fimilem etiam abfquc 
ulla prxvia rcdudlione comminiici ; inter quos Francifcus a Scbooten me- 
thodum valde facilem ac fimplicifftmam pro conltruendis cubicis quomodo- 
libct affe&is prodidiflet, fi modo, expolito principio unde regulam deri- 
• vavit, Ledtoris memorix, quam plurimis ac intricatis cautionibus obruit, 
melius lluduiffct. Nuper vero Vir Cl. D. Themas Baker noflras, integro 
libello de conftru&iombus hifcc confcripto, non folum cubicus, led etiam 
biquadraticas omnes cujufcunque generis unica generali regula complexus 
cll, eamque dcmonftr.itionibus ac exemplis per omnes calus abunde fatis 
illultravitj nec non fub finem modum proponit unde regulanda generalis 
inveftigari poflit. Haud tamen illum ipfum oftendit, cujus ope (uti fuf- 
picor) elavem luam geometricam catolicam obtinuit, vel, faltem multo 
facilius obtinere potuit. Cumque perplexis cautionibus de lignis , 

regula hxc D. Bakeri non minus obnoxia fuit quam illa Schouteni , ut vix 
abfente libro conllru&ioncs illas quis tuto peragat j haud injucundum nec 
tyronibus incommodum fore vifum cll, utriufque fundamentum exponere, 
ac fimul, emendata methodo, in re tam difficili, lucem quantum valeam 
afferre. 

Ccndructio quam tradit Cartcfius , quxquc facillime radices xquationum 
omnium cubicarum vel biquadraticarum, ubi deficit fecundus terminus, 
eruit , ut nota , fupponi potcilt attamen cum cardo fit a quo fubfequcn- 
tia pendent, ne differtatiuncula hxc capite truncata videatur , ex illiqs 
‘Geometria defumptam placuit regulam adjungere, pauculis nonnullis in 
melius, uti reor, tranfpofitis. 

Deficiente fecundo termino omnes xquationes cubicx reducuntur ad 
hanc formam 

• x’ *. ape. aatj s o , 

tc biquadraticx ad hanc 

.. .t e i • 
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z*. *. apzz. aaqz. a'r 33 o. 

(ubi a defignat latus reftum parabolx cujusvis data: , quam in conftru- 
ftionc adhibere licet,) vel fumendo a pro unitate, ad hanc 

z' *. pz. q =3 o y 

vel ad hanc 

z' *. pzz. qz. r =3 V. 

T A».XII. Jam data parabola FAG cujus axis fit ACDKL ac latus refirum a vel 
n S- 3- fiat AC ejus dimidium, ac collocetur femper a vertice A verius interio- 
ra figurx : deiu fumatur CD 33 ~p in linea illa AC continuata verfus 

C, fi in xquationc fuerit— p, vel verfus alteram partem fi habeatur +- p. 
Porro e pun£to D, aut ex punfto C fi non habeatur quantitas p , erigenda 

cft ad axem perpendicularis DE sequalis ~* q, dextrorfum quidem fi fue- 
rit q, ad alterum vero axis latus fi fuerit 4- q-, ac circulus centro E 

radio AE deferiptus, fi xquatio fuerit tantum cubica, parabolam tot pun- 
&is F & G interfecabit quot veras habet radices, quarum quidem affirma* * 
tivx ut GIC erunt ad dextram axis partem, negativx ut FL ad fini liram. 

At.fi xquatio biquadratica fuerit, augeri vel minui debet circuli radius 
AE, addendo, fi fuerit r, vel fubduccndo , fi fit +- r, ex ejus qua- 

drato re&angulum ar, feu contentum fub latere refto & quantitate datar» 
id quod nulltf fere negotio efficitur geometrice. Hujus vero circuli inter- 
feftiones cum parabola omnes veras biquadraticx xquationis radices dimifi* 
fis ad axem perpendiculis exhibebunt ; affirmativas (juidem ad dextram 
axis } negativas vero ad finiftram. Totius dcmonftrationem Cantfw ejus 
inventori relinquo. 

Notandum hic me operam dare ut femper habeantur radices affimativ» 
ad. dextrum axis latus, ut evitetur confufio a pluribus cautionibus, qua- 
rum caufa minime evidens cft , neccfiario oritura. 

His prxmiffis , ut aditus pateat ad conftru&ionem etiam carum xqua- 
tionum ubi reperitur terminus fecundus, confideranda venit regula pro 
tollendo termino fecundo, ac reducenda xquationc ad aliam, qux metho- 
do prxcedente conftrui poffit. Omnes vero hujus claflis xquationes cu- 
bicx ad hanc formam 

r’. bzz. apz. aaq s o, 
vel ad hanc 
z\ bzz. *. aaq =3 »} 
biquadraticx vero ad hanc 
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t 4 . bz\ apzz. aaqz. a'r s i , 
vel hanc 

e.*, bz 1 . *. aaqz. a'r “ <?, 
vel 

£ 4 . bz'. *. <;V =5 • 
vel denique ad hanc 
x.*. bz *. *. a'r a 

reduci poflunt: c quibus omnibus, prout lignis 4- & diverfimode con- 

ne&antur, ingens oritur varietas , unde regula generalis omnibus infervicns 
obfcura ac maxime difficilis redditur, nili methodo quam fubjungimus illu- 
ftrata nodifque extricata tradletur. 

Tollitur in biquadraticis fecundus terminus, ponendo x zz z +- ~ b , li 

4 

fuerit 4- b in xquationc vel x zZ & — b li fuerit b : hinc x — i 

4 4 

in primo cafu, & 4- ~ b in altero xquatur z-, & in xquationc quavis pro- 
pofita, fubllituta loco z quantitate xquali prodibit nova xquatio termi- 
no fecundo carens, cujus radices omnes x data differentia ~ b vel exee- 

4 

dunt vel deficiunt a radice quselita z. Cum vero in rebus iftiusmodi plus 
exempla quam prxeepta valere foleant, proponatur una vel altera xqua- 
tio conftrucnda. 


Exemplum I. 

x 4 4- bz' — apzz — aaqz 4- aaar s o. 
Sit 



4 

Et erit 


xx — ~bx 4- ~bb~zz 
z i<5 


* i 


K» 
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x’ «i* bx x 4 - — b'x ^ i 1 S t 1 

4 1 6 <54 

& 

x 4 bx J 4- ~ bbxx ~ b ' x 4 — K i 4 . ~ * 4 . 

8 1 6 ifO 


hinc 


X 4 bx 1 4 - J- bbxx 

4 bbbx 4 - 

~ b\ 

r 


8 

16 

Zf6 



4 — bx' X- bbxx 4 - 

i bbbx 

— b 4 

— 

4- b*. x 

4 

1 6 

64 



— aj)xx 4- 

L apbx 

apbb 
1 6 


apzx 

— 

aaqx 4- 

— aanb 
4 


aaqx, 


4 - 

aaar 




Harum omnium fumma fit xquatio nova fecundo termino carens , qux- 


que proinde juxta regulam cartefianam conftrui poflit , fumendo loco 



dimidium coefficientis termini tertii per a, five latus redlum, divifi, hoc 
cft ^ — i- p i ac loco ~a, dimidium coefficientis termini quarti 

per aa divifi, five +- ~~~ 4 - i* q. Cujus partes figno 4 - nata- 
ta: finiftrorfum ab axe, figno notat* dextrorfum collocandx funt, ut 

habeatur centrum circuli ad conftru&ionem requifiti, ac cujus interfectio- 
nes cum parabola, dimiffis in axem perpendiculis, radices omnes veras x 
defignent, affirmativas quidem ad dextram axis, negativas vero ad Gniftram. 

Cum vero X S t, ducendo lineam axi parallelam, ad dextrum 


ejus latus Sc ad diftantiam — £, perpendicula illa ad hanc parallelam tcr- 

4 

minata defignabunt omnes radices quxfitas z. , affirmativas ad dextram , 
negativas vero ad finiftram. Radium circuli quod attinet, habetur ille 
addendo partes negativas ac auferendo partes affimativas termini quinti per 
aa divifi, c quadrato lineae AE, a centro invento E ad verticem parabo- 
la: A dubx: id quod maxima ex parte efficitur capiendo, loco linex AE, 
lineam, qua: ad interfebionem parabolx ac parallela: prxdifhc terminaturi 
ejus enim quadratum omnes termini quinti partes ex ablatione termini fe- 
cundi xquationi novx ingeftas complebitur (uti facile probabitur:) ac re- 
flat folummodo ut hujus hnex quadratum augeatur, fi in xquationc habea- 

w » tur 
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tur— r, vel minuatur fi fit -t— r, additione vel fubdu&ione rcftanguli 
ar, unde conflatur quadratum radii circuli quxfiti. 

H xc eft methodus invcrtigandi regulam centralem Dn> Bakeri omnibu* 
cautionibus libera ac fatis facilis j ac fola differentia ex eo provenit, 
quod ego juxta axem, ille vero juxta axi parallelam circuli ejusdem cen- 
trum determinat: quodque ego iemper radices affirmativas ex axis dextro 
latere invenio, quas ille nunc dextro nunc finiftro conftituit. 

iEquationes cubicas quod attinet, ex reduci debent ad biquadratlcas , 
antequam eadem regula generali conftrui poflintj id quod fit ducendo 
xquationem propofitam in radicem fuam &, unde provenit xquatio bi- 
quadratica in qua deficit terminus ultimus fi ve r : quapropter fublato fe- 
cundo tcrmir.o 8c invento centro E, circulus ducendus eft per ipfam ih« 
terfe&ioncm parabolx Sc parallelx ad axem fuperius memoratX} cum fci- 
licet ar fit “ o , & in nova xquatione totus terminus quintus cx ipfa 
ablatione termini fecundi oriatur. Conllrucnda fit hxc xquatio. 

Exemplum II. 

xi bzz 4- apz 4- aaq =5 o : 

Qux duda in z : fit 
s 4 bz, 1 4- apzz. 4- aaqz 33 o, 


Ad tollendum fecundum tcrmilnum ponatur x 4- ~ b — c, Sc fiet 

X* 4- bx* 4- bbxx 4- ~ b* x 4- — *— i 4 33 4- z. 4 

8 • 1 6 

. — — bx i A bbxx S b' x * — 7— i 4 33 bz’ 

4 16 • 04 

4- apxx 4— abpx 4- ~ apbb 33 4- apzz 

4- aaqx 4- — aaqb 33 4- aaqz 

4 

In hac nova xquatione, tertii termini femicoefficicns per a divifa, id 

eft 4- i- p, loco — p ufurpanda eft} ac coeflicicntis termini 

quarti dimidium, divifum per aa, lateris rc£ti quadratum, id eft 

• — — j_ %A 4- i- q. vicem ipfius •— q in conftru&ione Cartejii fu* 

1 6aa q.a 1 1 1 

bit } unde centrum E determinatur. Deinde ducta axi parallela ad diftan- 

tiam — i-ad finiftrum ejus latus (ob x 4- — b =: z) cujus intcrfe£tio cum 
4 4 , 

parabola fitO; circulus centro E , radio EO deferiptus parabolam fccabit 

vel 
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vel tanget in tot pun&is quot xquatio veras habet radices: qua: quidem • 
radices, fcu *, funt perpendicula de pun&is illis in axi parallelam demifla, 
ad dextram quidem affirmativx , negativa: ad finiftram. 

Si in aequatione defuerit terminus tertius, vel quartus, vel uterque, in 
inveftiganda regula centrali nulla omnino obfervanda eft methodi differen- 
tia , fed deficiente quantitate p vel q , deerunt partes illae linearum CD ac 
DE ex quantitate illa aliquo modo dedu&ar , ac procedendum eft cum re- 
liquis coefficientibus termini tertii & quarti in xquatione nova, ficut in 
prxmiflis exemplis prxfcriptum cft. 

Ha&enus Cl. Bakeri methodum generalem pertra&avimus, qua quidem 
nulla alia facilior ac paratior cxpeftanda cft, aflumpta ad conftruftioncm 
fi ve parabola, five alia quaevis linea curva, cum fcilicct aquatio ad bi- 
quadraticam afeendit. Etenim dum hxc fcrtbo mihi occurrit regulx cen- 
tralis efft&io geometrica prxter omnem fpem expedita, ac harum rerum 
curiofis abunde 1'atisfaftura» 

T »».xn. Defcripta parabola NAM, cujus vertex A, axis ABC ac latus rc&um 
Rs* 4* a, reducatur xquatio ad hanc formam 

as 4 . az}. apzz. aaqz i. <a'r. cs e • 

vel ad hanc 

a 1 , bzz. apz. aaq 33 o 

fi cubica tantum fuerit: dcin ad diftantiam BD ss i- i ducatur linea DH 

4 

axi parallela, ad finiftram quidem fi fuerit —— 3, ad dextram fi -4- b, pa- 
rabola: occurrens in punfto D ■, de quo dimittatur perpendiculum in axem 

BD. In linea AB continuata verfus B fiat BK :=: i- a. & ducatur li- 

. a 

nea DK utrinque interminata. Porro fit KC =3 aAB in axe femper ultra 
K continuato} ac fi habeatur quantitas p figno affcfta, verfus easdem 

partes etiam fumatur CE rs p, vel in contrarias, fi habeatur +- p, ac 

c punfto E erigatur axi perpendiculum EF (vel e punfto C fi defuerit 
quantitas p) linea: DK , fi opus cft continuata:, occurrens in pun&o F} 
quod quidem circuli requifiti centrum cft, fi defuerit quantitas q. Aft fi 

habeatur y, fumenda cft in FE, fi opus cft continuata, linea FG =3 i-y, 

finiftrorfum quidem fi fuerit 4- q, dextrorfum fi q collocanda: & pun— 

dum G erit centrum cifculi ad conftruftionem propofitam idonei, ejufque 
radius, fi defuerit quantitas r, hoc eft fi tantum cubica fuerit, erit linea 
GDj cujus quadratum in biqu&draticis augendum eft, fi fuerit — r, vel 
minuendum Ii 4- r, additione vel fubduetione rc£f anguli fub r & latere 
rc&o. Dcfcripto fic circulo, ab intcrfc&ionibus ejus cum parabola dc- 

mifiis 
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mifiis in lineam OH perpendiculis, qua: ad finiftram funt, ut NO, radi- 
ces aequationis negativas fernper deiignant, qua: ad dextram, ut ML, afiiv 
mativas. 

Aliter ac paulo (implicius requationes cubica: juxta Scbooteni regulam 
conftruuntur, quaque etiam radices ad axem referuntur: quoniam vero ipfie 
inventor nec modum inveniendi nec demon ftrationem inventi exponit, non 
abs re erit ejusdem fundamentum hic adjicere, fimulatque cffc&ioncm 
geometricam concinniorem reddere , atque cautionibus, quibus implicatur, 
extricare. 

Harc regula derivatur ex co quod omnis arquatio cubica reduci poflit ad 
biquadraticam , in qua deficiet terminus fecundus. Hoc fit ducendo sequa- 

tionein propofitam in z b zz e , fi fuerit 4- b in aequatione, vel in 

t+- b zz 0 , fi fuerit b -, & srquatio nova produ&a easdem habebit 

radices cum cubica, atque infuper alteram ipfi b arqualcm, fi fuerit 

b in trquationcj vel contra. 

Proponatur conftruenda 
a’ z‘b 4 - apz +- aaq zz e. 

Hxc du£ta in z 4 - 6 fit 
x. 4 z*b 4 - apz, 1 4 - aaqt, 

4- z'b bbzz 4 - abpz 4 - aaqb. 



Hic deficit fecundus terminus , ac coefficiens tertii . — bb 4- ap dat 

— 4 - loco — p vel CD in conftriuEHone Car te /ii, & cx dimi- Fl l> - 3» 

zaz z J 


dio coefficicntis termini quarti fit 4- ^ loco — n vel DE ufur- 

z za z 


panda jadcoque determinatur centrum circuli quxfiti : atque ob datam unam 

ex radicibus xquationis novae , id cll vel 4 — b , dabitur etiam punftum 

in circumferentia, id e ft radius ejus. Denique ddcripto circulo, ab in- 
terfeftionibus ejus cum parabola demifia in axem perpendicula xquationis 
radices exhibebunt, affirmativas 8c negativas, eadem lege ac fupra. 

Inveftigatur autem centrum circuli conttrudtionc perquam facili, cetc-T**. 
rifque omnibus cubicis prxferenda. Dcfcriptx parabolx AMD fit ver-XIir. 
tex A, atque axis AF : ad diftantiam ipfi b arqualcm ducatur axi paral-^‘6* 

lela DK, ad dextram fi fuerit 4- b in arquatione, ad finiftram fi b , 

qua: parabolae occurrat in punfto D. Centris D & A deferibantur radiis 
svqalibus arcus occulti utrinque fefe interfecantes , ac per feftionum pun- 
ducatur linea interminata BC, qus medio linea: fuppofitx AD per- 
pendiculariter infiftat, & axi occurrat in punfto E. Ab E, inferne qui- 
dem fi in arquatione habeatur p, vel lupemc verfus A fi fuerit 4- p, 

Ynm. II. f pona- 
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ponatur EF — •— pj & cx F (vel ex E fi defuerit p) educatur perpajdi-^aJ 

culum FG, linea: BC occurrens in puncto G} 8c in GF produ&a fiat* 

GH ss dextrorfum quidem fi in xquatione habeatur <j, aliter^ 

finiftrorfum , applicanda: ac pun&utn H erit ccr.trum quae fi tum , HD ve- 
ro circuli radius, qui demiflis in axem perpendiculis ab interfefirionibus 
fuis cum parabola, ut LM, radices omnes, ut prius, common lirabit. 
Quomodo vero conftruttio hxc ex pnemiflis confequatur, per fe fatis evi- 
dens eft, nec opus ell ut in eadem dcmonftranda diutius immorer. 

Ne in his edendis fruftrancam navarte operam, fic ex aliorum inventis 

J loriolam captare videar, conlulat Leclor Cl. Bakeri librum Anno 1684. 

.tmlim editum, & qux de hoc argumento fcripfit a Schoolen in commen- 
tario fuo in Libram III. Geometria: cartefianx. Brevi concerto otio 
tra&atulum alium dc numero radicum in hujusmodi xquationibus , earum. 

S ue limitibus, cx contctAplationc conftruftionum prxccdcntium, aggre- 
i ac in lucem proferre ftatuo. t 
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DE NUMERO RADICUM 


In aquationibus J olidis ac biquadraticis , Jive tertia ac quarta 
. />otcJ/atis, earumque limitibus , traflattilus. 

Authore E. H A L L E Y. 

G um in tra&atulo, quem nuper publici juris feci in actis Philofophicis, 
Num. 1 88 i methodum aperuiflem, qua problemata folida utcunque 
aftc&a minimo negotio, unica data parabola & circulo, fimpliciffime con- 
. llrui poffint j fub finem mihi fefc obtulit contemplatio jucunda fatis, nem- 
pe cx his condruCtionibus numerum radicum in quavis xquatione, earum- 
que limites ac figna facile confequi ac determinari : quocirca fidem dedi me 
brevi dc hac materia difiertatiunculam aliquam feripturum, in qua fi non 
Principibus, faltem fecundae cladis Geometris, me non ingratum nec inu- 
-tilc prx (liturum omnino perfuafum habui. 

Propius vero infpicienti mihi compertum cd, me imprudentem inter ar- 
dua geometrica illapfum, ac jam iis tradbandis defignatum, quibus olim 
laboravere Viri illuftres Harriottus noftras, ac Cartefius > in quibus pari fa- 
to utrique paralogismuna , (forfan in eorum feriptis geometricis unicum) 
diverfo tamen modo, admifere, uti podhac probabitur: fed Quandoque bo* 
n:n dormitat. Quapropter agnita rei tum difficultate tum praedantia, totis 
viribus incumbere datui, ne promidis exequendis impar crederer, ac ne 
geometriae pars tam eximia, tamque parum culta, diutius tenebris invo- 
luta lateret j fed ope nodra lucide his paucis expolita daretur. 

Imprimis vero LcCtorem monitum velim, quod dum his legendis operam 
dat, oportet orxdictam diflertationem Num. 188. editam, ad manum ha- 
bere , ac conltrucHones ibidem traditas probe callere j quia qua: fequun- 
tur ab illis maxima ex parte pendent, quas tamen hic repetere vix inte». 
grum edet. 

• Ex Cartefio & ex ibi dictis condat, tam in cubicis, quam in biquadra- 
ticis aequationibus, radices exponi polfc demittendo perpendicula in axem, 
datamve diametrum parabola: data:, ab interfectionibus curvae illius cum 
circulo. Cumque circulus parabolam fecans, vel in quatUof vel duobus 
punctis eam intcrfccarc necefle cd, condat in biquadraticis vel duas vel 
quatuor radices veras, affirmativas vel negativas, fernpcr haberi ; uti etiam 
fi forte circulus illam tangat , quo in cafu «qualitas duarum radicum ejuf- 
dem (igni concluditur. In cubicis autem, quoniam una cx interfectioni- 
bus ad condruCtionem requiritur, nonnifi una vel tres reliqua: radices de- 
fignant unam vel tres-, uti in cafu contactus, unde condat duas xquales 
reperiri radices, ^problemaque, unde refultat «quatio , revera planum ede. 

f z \ * Cu- 
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Cubicae itaque omnes , quomodocunquc affc&x , una vel triplici radice 
explicabiles funt , utique femper poflibiles, nempe ii radices negativas pro 
veris admiferis: fed biquadraticx , quarum terminus ultimus r ligno — af- 
fettus cft, duabus vel quatuor. Alt ii habeatur r in aequatione, eaque 

r**. XII. tanta fit, ut V (GD q dr), minor fit quam ut circulus, eo radio ac ccii- 

I-‘S- 4 - tro G deferiptus, parabolam contingere in aliquo puncto poflit , xquatio 
data omnino knpoflibilis cft, nec ulla radice negativa vel affirmativa ex- 
plicabilis. Sed de his plura in fequentibus. 

Quoniam vero tanta intercedit differentia inter cafus cubicarum & biqua- 
draticarum, ut linuil comprehendi nequeant 5 primum cubicas deinde alte- 
ras traftabinius. Cubica: vero infinitis circulis in data parabola conftruun- 
tur , biquadraticx autem unico tantum, faltem his methodis: id adeo quia 

E onendo s e, five indeterminata aliqua, squalem nihilo, xquatio ctt- 

ica reducitur ad biquadraticam eafdem radices cum cubica habentem , at- 
que infuper aliam ipii e xqualem ; unde fit ut tot circulis diverfis confinii 
poflit cubica, quot imaginari velis quantitates e, id eft infinitis. Jr.tcr* 
has vero conftruftioncs, illa quam fuperius (§. ult.) dedi, longe facillima 
cft. Huic tamen non multum cedit alia, qux ad enuclcationem numeri 
radicum, carumque limitum magis accommodata videtur, quxquc ortum 
trahit ex ablatione fecundi termini, ponendo modo vulgari x =r z, 4- vel — 
T*r. tertia parte coefficicntis termini fecundi. Hxc autem cft. Data parabola 
XIII. ABY ejufque vertice A, axe AE & latere re£to a , reducatur xquatio ad 
x - formam confuetam , td cft 

a 1 . bsl. apz. aaq =5 <r. 

Deinde ad diftantiam ~ b ducatur axi parallela BK, dextrorfum quidem 

fi fuerit -4-3, aliter finiftrorfum, parabolx occurrens in B> ac linex fup- . 
pofitx AB erigatur perpendicularis utrinque interminata DP , axi occur- 
rens in pundto G. De B- in axem demitte perpendiculum BC, & ipfi 
AC fiat GE femper xqualis, ac verfus inferiora ponatur. Ab E fiat 

EH S3 ~ p, furfum quidem, fi in xquatione fuerit +-p, deorfum vero 

fi p, ac e nunfto H (vel ex E fi defuerit quantitas p) educatur per- 

. pendiculunv HQjnicrminatx DP occurrens in pun&o O. Denique in lig- 
nea HQ_ interminata , fiat OR =3 i- q, ab O dextrorfum fi fuerit q y 

finiftrorfum fi 4- q y collocanda: ac circulus centro R, radio RA deferip- 
tus, tot pun&is fccabit parabolam, quot xquatio propofita veras habet ra- 
dices j exque erunt perpendicula ZY a punctis intcrfc&ionum Y in axi pa- 
rallelam BK dem i fla } quarum qux ad dextram linex BK affirmativx funt, 
ad finiftram negativx. 

Hujus, conftruttionis commoditas in eo confiftit, quod circulo per ver- 
ticem .tranfeunte peragitur, perinde ac fi defuiffet fccundu* terminus } ideo- 

que 
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que ad radicum numerum determinandum, fiifficit loci five linea: curv* 
proprietates pcrfpcdtas habere, qux fpatia diicriminat, ubi II ponatur cen- 
trum circuli qui per parabola: verticem tranfeat, circumferentia ejus vel 
uno vel tribus aliis pun&is cam lecabit} hoc eft linea: curva:, in quam 
incidunt centra omnium circulorum per verticem iranteuntium ac deinde 
parabolam tangentium, naturam definire. 

Locus autem ille clt pnrabolois, quam cum Cl. IPaUiJio femieubicalem 
appellare licet, five in qua cubi applicatarum ad axem funt inter ie ut 

quadrata portionum axis. Hujus latus redtum eft — lateris redti dat* 

O 

parabolx, vertex vero pundlum V exiftente AV dimidium lateris redii 
ejusdem parabola;. Hoc eft, fi ponatur unitas pro latere rcdlo data: pa- 
rabolx, ~ cubi ordinatim applicatx xquabuntur quadrato partis diame- 
tri, five cubus cx ~ VH quadrato cx HR, fi fcilicet R fit centrum cir- 
culi qui per verticem parabolx tranfeat , camque deinde contingat. Hxc 
eft curva illa quam primus mortalium Nelitts noftras rccbe datx x qualem 
demonftravit, caquc occafione apud principes Geometras dudum celebris ; 
ejufque proprietates Cl. JVallifiui fub finem libri de Cijfoidt , (J Idugenius 
Prep. 8. 6c <j. de linearum curvarum Evolutione , aliique acri ingenio difqtii- 
fivere , quorum feripta confulat Ledtor. Hxc curva utrinque ab axe pa- 
rabolx deferipta, id eft VNL, VPX,fpatium compledtitur, in quo fi po- 
natur centrum circuli, qui per verticem A tranfeat, interfceabir ille pa- 
rabolam in tribu» aliis pundtis ; fpatia vero ab axe remotiora centra pret-' 
bent circulis non nifi uno prxter verticem pundto parabohm fecantibus. 

His probe intcllcdlis, jam ad determinandum radicum numerum accingi- 
mur. Ac primum deficiat fecundus terminus j fit que latus redtum i, vel 

AV =3 ~ } in conftrudtionc VH eft —p, HR vero q-, cumque fi 

fuerit 4- p , ab V verfus fuperiora ponenda fit p , centrum - 

circuli extra fpatium LVX femper^onftituitur} ideoque una tantum radi- 
ce explicabilis eft, affirmativa fi q, negativa fi H— q: qux quidem ra- 
dices Cardani regulis inve fligantur. Si vero fuerit p, VH zz — p 

inferne ponitur, ac fieri poteft ut HR cadat inter axem & curvam VX vel 
VL, fi fcilicet cubus cx VH, five ex —p , major fit quam quadra- 
tum cx ~ g, five pi ^najor quam — qq, quo in cafu tres dantur ra- 
dices, dux negativx, fi fuerit g , ac una affirmativa earum funimx 

f j xqua- 
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«qualis j vel fi-Hg, dux affirmativx unaque negativa. Quod 11 mi- 
nor fit quam i- qq una tantum reperitur radix, affirmativa fi q , ne- 

4 

gativa fi 4- g. Atque hxc paffim docentur ab iis qui hanc geometrix par- 
tem tradtarunt. 

Jam adfint omnes termini, ac primum poponatur, e. g. «quatio hxc 


a’ & x b +- x,p g 53 «i 


cui etiam Figuram z. adaptavimus. In cujus conftrudtione BC s «i, 

- 7 

VG a - AC =3 4 «» VE~M, VH Ibb — -p.GH-M-^ 

z 18 ’ 6 6 z p z 

vel i* p bb , hinc HO S3 — b* *-bp, vel — bp ~b*, at- 

z r 9 zy 6 r 6 r zy 

que HR, five diftantia centri circuli R ab axe, eft femper differentia in- 
ter ~ bp & — 6 l 4- i- q •, qux fi «quantur , centrum cadit in axe j fi 

i* bp major fit quam b l +- ~ g ad finiftram axis, fin minor ad dex- 
tram. Si itaque cubi cx ~ VH, (hoc eft ex ~ bb i* p quam nomi- 

nemus rf) latus quadratum itve V ddd, majus fit quam HR, five differentia 
inter A» H — i- g $c ~ bp', reperitur centrum R intra fpatium NPV, 

VJ 2» O 

paraboloidibus VPX, VNL, ac redta interminata DNP ,circumfcriptum: 
ac proinde circulus parabolam fecabit in tribus pundtis Y, Y, Y, ad dex- 
tram line* BK litis, atque adeo «quatio tres habet radices affirmativas. 
Gcntro vero extra hoc fpatium NVP conftituto, non nili una radice affir- 
mativa explicari potcll. Hic obiter notandum redtam DP parabolo idem 

VPX tangere in pundto P, exiftente BP 53 , alteram vero VNL 

fecarc in pundto N, ita ut demiffo in axem penpendiculo NF, VF fit 

pars quarta ipfius EV, five ~ bb , NF vero b\ VW autem, qux e 

pundto V axi perpendiculariter eredta linex DP occurrit in W, «qualis 

eft — i» five i- EP. 

f4 i ' . 

Hinc tuto concluditur , fi in «quatione vd p ifiajor fit quam ~bb, vel 
... q nu- 



•i 
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q major quam — b* , non niG unam eamquc affirmativam radicem reperiri. 

Fallit itaque regula Cartefii (Edit. Amfi. i 6 ys>. pag. 70.) ubi tot veras 
dari radices quot funt in xquatione mutationes fignorum+- & — pronun- 
ciat, fruftra etiam in commentariis fuis fphalma hoc excufante Seboucnio. 
lingi enim poliunt infinite plures aequationes prxccdcntis formulae tres fi- 
gnorum mutationes habentis, qux unam tantum, quam qua: tres habeant 
radices. Propofitio etiam quinta feffionis quintae Artis Anatyttez Ilarriotti No- 
Jlri, uti Prob. 18. N umero f* Poteft. Refol. Fiet*, vix facis firma eft, cum 
ex limitationibus quas ibi pofuerunt, toti parallelogrammo PIVW id con- 
veniat, quod foli fpatio NVP jam competere probavimus, hoc eft ut 
centrum prxbeat circulo tribus aliis punftis, praeter verticem, parabolam 
fecantei 

Quantitas autem q, five terminus ultimus , datis b 8c p ea lege ut 
p minor fit quam i- bb , accurate limitatur ex prxccdcnte xquatione „ 

Vddd b' +- q) +r ~ bp ; cum fcilicet circulus parabolam contin- 

gat. Itaque — q minor dic debet quam i* bp — — A J +- Vddd •, at 

fi p major fuerit quam i- bb, majorem etiam efle oportet — q quam 
4 2 

~bp ^ b 1 Vd>, ne cadat centrum in fpatiolo NVW. Atque 

his conditionibus xquatio femper triplici radice explicabilis erit , aliter 
non nifi una. Sempervero, five tres five una, affirmativx funt, ob po- 
fitionem centri R, ad dextram linex DP. 

Atque hic eft cafus maxime difficilis, ita ut quicunque prxmifia bene 
calleat , fcqucntia facili negotio intelliget. Detur jam xquatio 

r ! bx' +- pz. +- q =3 v. 

Hic ut tres habeantur radices, oportet centrum circuli alicubi intra fpa- 
tium PNa, re&isPN, Pa, 8c curva paroboloidis Na, definitum, repe- 
riri > quapropter cum EF fit i- bb, p minor efle debet quam ~bb\ 

2 4 

jam ad determinationem quantitatis q, exiftente d 53 — bb — p , ut 

antea , Vddd +- ~ bbb ~ bp femper major efle debet quam q , ut 

conftituatur centrum circuli in fpatio prxdi&o PNa: quod cum fit, xqua- 
cio talis duas habet radices affirmativas ac unam negativam. Si vero p 
' ■ r r * major 
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major eft quam — tb , vel q major quam Vddd +- bbb ~ bp , 

non nifi una c.iquc negativa radice explicabilis eft. 

Proponatur jam xquatio 
z? bz' -i — pz q — o. 


Ut harc xquatio tres habeat radices, oportet centrum circuli alicubi inveniri 
in fpatio indefinito, inter rediam DPD Se curvam paraboloidis PX ; hic quan- 
titas p non eft obnoxia limitationibus, — q vero femper minor efle de- 

% 

bet quam Vddd blb — bp t pofito d zz i- bb 4- ~ p. Hoc 


padlo dux dantur radices negativx, ac una affirmativa, aliter vero fi — q 

major fit quam V ddd — — ~ bbb — i- Ip , pofito d si ~ Cfi 4- p : 
unica tantum affirmativa exponi poteft. 

Quarto loco fit xquatio 

pz 4- q zz a, 


qux duas affirmativas habet radices ac unam negativam fi centrum circu- 
li reperiatur in fpatio indefinito inter rcftas Pa , PD , ad curvam parabo- 
loidis aLj hoc eft, (pofito d zz ~bb 4- fi ~ q minor fit quam 


Vddd +- ~bbb +- ~ bp j fi vero — q major hac quantitate fuerit, una 

ip O 1 

tantum negativa ineft radix. 

Quatuor autem xquationes reliqux, in quibus habetur 4- £, quoad li- 
mitationem numeri radicum non differunt a prxdiftis, fi fignum termini 
ultimi mutetur, fervato ligno termini tertii; qua: vero affirmativa: erunt 
radices in illis, hic fiunt negativx, & vice verfa. Sic in xquatione, 


zd — — lz' 4- pz — — q zZ e, 
una vel tres erant affirmativx radices; in hac vero, 
z 1 -1- bz' 4- ps +- j S *, 

vel una vel tres negativx funt , fub iifdcm conditionibus ; nulla vero omni- 
no affirmativa. Sic in 

dux 
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dux funt negati vx & una affirmativa, fi p minor fit quam — AA, ac — q 

i 1 

minor quam V d} +- — A'— ^Ap, quemadmodum in 
x?- — -bz' 4- pz 4- q s * , 

dux erant affirmativx & una negativa ; excedentibus autem leges prx* 
feriptas p vel q , una tantum hic eft radix affirmativa , qu* ibi negativa 
erat. Pari modo in 

z' 4- bz,* pz. 4- q =5 o, 


vel dux funt affirmativx ac una negativa, vel una negativa tantum. De-; 
nique iisdem de caufis in xquatione 

z 1 4- bz' — pz. — q, 

dux funt negativx & ima affirmativa, vel una affirmativa tantum , quibui 
in xquatione 


bz,' pz. -t- q, 

dux erant affirmativx 8 c una negativa, vel una negativa tantum, nempe 

prout — q major vel minor fuerit quam V d* 4- ~ A» +- i- Ap. 

Si defuerit terminus tertius, five pz, centrum ^ femper cadit in linea 
IPEa, quocirca fi fuerit 

fc 1 bz.'. *. q , 

vel . . 

.t , ... 

a 1 +- bz'. *. -t- 5 , 

una tantum cfle poteft radix , fi A, affirmativa j fi 4- 5 , negativa. At 

fi fuerit 


JC 1 — - lz'. *. 4 - q, 

•i 

vel 

s,’ 4- bz‘. * q, 

dux pofiunt efle affirmativx ac una negativa in priore, vel una affirmati- 
va 8 t dux negativx in pofteriore, cadente centro in linea Pa interPacA, 
Tom. II. g ho« 


N. 
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hoc eft G minor Gt quam ^l> 5 . Sin major fuerit, una tantum ne- 
gativa in priore, vel una affirmativa in poftcriore, dari poteft. 

Ha&enus numerum radicum in cubicis aequationibus plenius aflequuti 
fumus, rcftat ut nonnulla adjiciam de quantitate radicum. Hic primum no- 
tandum quod omnis aequatio tres habens radices ope tabui* Gnuum , tri- 
fe&ione fcilicct anguli , fatis expedite refolvi poffit - r ponendo fcilicct 

bb — i-p), veliti, G fuerit -*-p in aequatione, vc\V{~bb-\-~p), 

fi p, pro radio circuli ; angulum vero trifccandum qui finum habeat 

i,, I r i 

„6 ^lp +-~q 

in tabula Gnuum — p - - . Invento hoc angulo, Gnus tertia: par- 

tis ejus, ut St Gnus tertia: partis complementi ad fefnicircnlum , eorum- 
que fumma , ex tabula Gnuum dabuntur. Hi vero Gnus in radium 

V( ~ bb ±r i p) ducendi funt, Sc habebuntur quantitates (Y& 1 , Y&f, YEj 1 ,. 
P 3 • 

**• | 

inFig.) quarum & — B vel fumma vel differentia, prout cafus poftulat, 

veras radices aequationis exhibebunt. H*c omnia ex inventis Cartefii de- 
rivantur. Ut vero cafus omnes, quantum Geri poffit , breviter comple- 
ctar, dico quod centro R, in prima xquationum formula, cadente in fpa- 
'tio VGP, le&iones dux Y, Y, cadunt inter A St B, ac proinde utraque 

ex minoribus radicibus minor cft quam •— b , tertia autem Sc major fem- 

per fuperar i- B, fuperatur vero a b. Quod fi cadat in fpatio GNV, dux 

majores funt quam i- b, minores vero quam i 6, tertia vero eft 6 — 

duabus alteris , ac proinde minor quam i- B. Sed adhibita limitatione 
quantitatis p, arctioribus terminis radices includuntur. Maxima enim radix 
minor eft quam V{ i Ib— •— p) -t- ~b, major vero quamV'(^< bb— p)+- i-Cj 

at cum i bb minor cft quarnp, limes ille fit V( ~bb •— p) +- •— b * 

4 P 3 ? • 

I T 

radix media femper minor cft quam V^—bb p) +- — b major vero 

4 1 - 

quam i 66 _ i- p) } hunc vero limitem nunquam excedit radix 

minima, fed cura quantitate q evanefeit. 

In, 
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ln fecunda formula prxfcriptis legibus dux funt affirmativx ac una ne- 
gativa, ac cadente centro in lpatio GPE, altera ex affirmativis major eft, 

altera minor quam yi, major vero non excedit b, negativa autem major 

non effc poteft quam V ~-bb y b, eft autem differentia ipfius b 8 c 

■fummx affirmativarum. Centro autem in fpatio EGNa pofito, utraque 
affirmativa major eft quam yi, minor vero quam V ~ bb 4- y b, nega- 
tiva vero femper minor eft quam y b. Limites autem propiores ex data 
p evadunt, radicis quidem maximx affirmativx V( ~bb p) +- ~-3,qti* 

femper minor eft, ut & major quam y bb yp) 4- y £> hoc ta- 

men limite minor eft altera affirmativa, qux cum quantitate g minuitur. 
Negativa vero femper minor eft. quam V{~bb yp) y i, ac de- 

ficiente quantitate , <7 evanefeit. 

In tertia formula dux negativx funt ac una affirmativa: in hac, ut & 
in quarta, radices non limitantur a quantitate b ; affirmativa vero femper 

minor eft quam V(~bb+- yp)4- —3, major tamen quam v / (p4- yM)4- ~b. 

—p) b t 

i 5 


Maxima vero ex negativis femper major eft quam V( — bb 


minor vero quam V[ p 


Ibb )- 
4 


b. Minor autem ex negativis fera- 


per minuitur cum minuta quantitate q. 

In quarta formula cadente centro intra fpatium LaPD ; fi dux fint affir- 
mativx ac una negativa, maxima cx affirmativis major effe nequit quam 

V{f 4- ~bb) 4- ■— b, nec minor quam V{~bb 4- i* p) 4- i- fc j minor 
vero radix ab hoc limite minuitur, minuta quantitate g. Negativa autem mi- 
nor eft quam V( ~bb+- yp) — y b major vero quam V'(p4- -—bb)— y b. 

Notandum vero hic radices negativas ubique figno affirmativo notari, 
quia hx funt radices affirmativx quatuor xquationum illarum , in quibus 
habetur 4 - b, ac g figno contrario notatur} ut fupra monui. Horum om- 
nium demonftratio exeo confequitur, quod ubicunque centrum circuli R 
incidit in lineas curvas VPX, vel VaL, circumferentia ejus parabolam 

tangit iu punfto, cujus diftantia ab axe eft Y ~ VH, eamque fccat ex 

g 1 alte- 
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«Itera axis parte , ad diftantiam i V — VH ■, cum vero centrum cadit io 

3 

lineam DPD, altera ex radicibus fit 33 o, ac proinde cubica reducitur ad 

quadraticam, five ad bz, 3 «, cujus radices limites defignant, 

ubi evancfcit quantitas q: ac quo minor eft q, eo propius ad has limite* 
accedunt radices. Quadratica eft etiam cum centrum cadit in axe i hoc 

eft, cum i- q 33 ~bp «A», in prima formula ; vel' —033 -A*— ~bp. 

’ z 6 tj 1 17 6 

in fecundaj in tertia impoflibile eft} at in quarta cum 33 ^A ’ •+■ bp y. 

quo incafu minor ex radicibus affirmativis eft A , major •— bb-\-p)+- —A.}, 

z z j 

negativa vero V( — AA +- p) — ~ A. In prima radices funt ~ 5 , 8c. 

~b+:V(~bb — p). In fecunda vero formula , ~ b, Se V(~bb — p) +. i- 5 , 

* 3 3 3 3 

funt affirmativ* : negativa autem v , ( — bb p) — . 5. 

Atque hxc in cubicis fufficerc pol^c videntur} ob eximium vero ufutu 
methodi, qua ope tabula: finuum radices harum aquationum inveniuntur, , 

S lacuit unum vel alterum exemplum adjungere, ut praxis illius compen- 
ium inde innotefeat, **. 

Proponatur aequatio 

r’ jp** +- 47P* 1881 33 *} 

quxruntur radices r. f/(~-bb ~ p) 33 33 Vd, cujus duplum 


V 17 — radius eft circuli; 8c 

7 3 


I .. I I r 

— A 5 +- •— q •— 6p 

Z7 z ’ 6 


Vd* 


HP7 +- 3”3~ 

1 , 1 5 

p ~ v' p — 

3 3- 




p-' 

.tjr 


five 


- eft finuj tabularis anguli, hoc eft, fadta divifionc ope lo- 

* i/n i. • 

3 P 3 

r 


garithmorum, Log. p, pif ifdo, cui rcfpondct angulus f7.gr. tp w>. 1 1 — 1 . 


Hujus 
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Hujus tertia pars 1 9 gr. 6 m 24 s. & complementi 40 gr. j-j m. j<5 s. fihus 

dant Log. 9 ■ $1498$,. & 9. 8i<Soi 1 , qui dudti in radium*^/ i- producunt 

Yfcf, & Y&?, Log. 0.301030. =3 z, 8c Log. o. dozopp =3 4, tertia 
vero Y£s\ aequalis eft eorum iamms five 6. ldeoquc radices funt 

1$ 43$, 15 2 =3 11, '8c 1 3 H — <S =s ip, ex quibus fingu- 

lis conflatur prxdiaa xquatio. L'bi notandum duas minores radices non 

excedere ■— b vel 1$, quia centrum R in conftrudtione cadit ad dextram 

axis, id eft ~ bp minor eft quam 3’ 4- q. 

Exemplum alterum fit 


X J IfX* 22P-V flf 33 O,. 

& quxrantur radices. 

V( — bb +- i-p) 33 V 101 — 33 VJ, 

9 3 3 


& radius circuli t / 40f 


r pdb 


1. ,1,1 1 t 

— £>+- •-•604- — 0 i2rq-<72 — 4 - 2(52 — • 

t . 27 ( 5 Zj ' " 2 2 


}„ 




I . I 

101 — V^IOI ~ 

3 3 


— 33 finui tabulari arcus, cujus Log. p. P73<542<S, & arcus 
101 “ V101 y 

ipfe 70 gr. 14 m. 22 s. hujus pars tertia eft 23 gr. 24 m. 47 s. & comple- 
menti 3 6 gr. 3f m. 12 r; quorum finus Log. funt p. fppi83,& p.77f27f, 

quibus addito Log. ^'403’^-, fiunt Log. o. po3o8p 33 8 , & Log. 

i-. 07P181 33 12, & eorum fumma =3 20. Hinc concluditur zo 4- ~ ^ y 

vel if, xquari radici affirmativa:, & 8 & 12— five 3 &7, nega* 

tivis. Quod fi «quatio fuiffet 

X 5 4- ips* 22pX -t- f2f 33 O, 

3 6c 7 fuiflent affirmativx* zf vero negativa. Cetera: autem cubicz, uni- 
ca tantum radice explicabiles, juxta regulas Cardam refolvendx funt, polt- 
quam demptus fuerit fecundus terminus* nec video quo pa&o minori calcu* 

B 3 - lo 
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f* ADDITAMENTUM 

lo hoc negotium peragi poflit. At fi defideretur radix hacc in quantitati- 
bus 6, p, g, expreffa, dico eam efic in prima formula, i- b +- vel — — 
fumma vel differentia radicum cubicarum ex 

V(~qq --q p'b'+- — 6’g — ~ bpq 4 - — P s )ir ►“C' ~bp: 

'4” io8 r 17 tf 17 * 27 a * 6 

id eft +- , fi ^6’ g major fit quam gr 66 , aliter — * fumma vero 

quoties — bb major eft quam p; fin minor fuerit i- 55 , differentia. In- 


5 


5 


que ceteris formulis radix femper conflatur ex iisdem clementis, variatis 

tamen fignis +- & , ut facile percipiet qui velit experiri. 

Ope vero tabulae logarithmicx finuum verforum radiccs.hx fatis promp- 
te inveniuntur; nempe fi cocfficicntes numeri fint furdi vel fra&i , ac ra- 
dices numeris ineffabiles* ut plerumque fit. Haec autem efl regula: in pri- 
ma ac fecunda formula, fi ^-66 minor fit quam p ; fit ^-p — i- 56 es d, &c 

$ i 9 

pofita differentia inter i- 6 p&^ 5 '+- g, hoc eft HR, in prima, ac in- 
ter i- 5 /H- i-g 8c ►i 6 1 , in fecunda, pro radio; inveniatur angulus cujus 

tangens eft dVd. Deinde ut co-finus hujus anguli, ad ejusdem finum ver- 
fum , ita differentia pro radio habita , ad quartum ; cujus latus cubicum 

trifccando logarithmum habebitur : ac divifo i- p 65 per hoc larus 

cubicum e quoto fubducatur divifor, refiduum erit quantitas Y&f. Hujus 

refidui ac —6 fumma, fi centrum cadit ad dextram axis, aliter differen- 

1 

tia earundem, radix erit quxfita. Quod fi <j- 66 major fit quamp, pofito 

HR pro radio, Citdyd, five diftantia paraboloidis ab stxc, finus arcus cn- 

jusdam. Hujus finus verfus ducatur in radium five ~6p_ ~ 6’ +7 ig, ac 

tf 2 

trifefto produfti logarithmo, habebitur ejus latus cubicum, per quod di- 
vidatur ■— 66 ip. Dico quoti ac diviforis futnmam eadem lege addi- 

tam vel ablatam ex 6, radicem quxfitam exhibere. Ac par eft ratio 

in tertia ac quarta formulis, nifi quod ~ 6* +- ~ 6p ~ g pro radio af- 

iu- 
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fumenda eft , ac •— bb +- — p in V( ■— bb 4 - ~p) fivc d V d pro finu. Sed 
9 J .P . i 

hxc prxcepta exemplis fortaflc melius percipientur. 

Sic xquatio cubica, 

zzz ij&z +- f4 z ifo y 


tc quaeratur radix a. 


Hic 


— bb major eft quam p, fed q major eft quam 


cubus ex ideoque una tantum affirmativa radice explicabilis eft. Jam 

eft d, ac Y pro finu habenda eft , ad radium 

9 i 9 9 r 

+■ *7f > fioc eft : arcus vero competens fit tp gr. $ 

m. 4 ps Hujus finus verfiLog. 8. P362376, additus Log. Radii 2. jopppt}, 
dat o. 84P788P, cujus tertia pars o. 2819*76 eft Log. radicis cubicse 

r. 91394, quo divifore divifo, l -^- fivc*/, fit quotus 7. 37181 } quoti ac 

diviforis fumma, au&a additione i- b, fit radix quarfita, nempe 14. 9^34, 
{tc. 


Exa&is cubicis biquadraticas jam aggrediamur. Hxc femper vel nul- 
lam, vel duas, vel quatuor radices veras habent, quarum determinatio,. . 
partim a coefficientibus , partim a figno & magnitudine numeri abfoluti 
dati, pendet. Harum omnium conftruftioncm generalem fuperius fatis f»*; 
concinnam podidi, quam le&or jam vidifle fupponitur. In conftru&ionc XI 1 1 . 
aequationis 3 - 


z 4 - ■ bz? 4 - pzz 


qz 4 - r e 2 a. 


fit BD 53 AB S A bb. BK es , fivc dimidio lateris rc&i , 

41 6 2 ’ 

KC ^ 2AB 25 ~bb, KE 25 i-W Ip, AE 55 - 25 A bb - -P> 

o 0 2 2 10 2 


FE 22 -7 E 1 — bp , ac EG 25 •— fi J i- bp 4- <7 s quo fafto cir- 

i <5 4 16 4 1 3 1 

culus, centro G, radio ♦'(GD* r), interfccabit parabolam vel nullo, 

duobus, aut quatuor pun&is, qux perpendiculis in lineam HD radices 
omnes z exhibent. Ut autem quatuor fint, evidens eft centrum circuli 
alicubi conftitui debere intra fpatium, de cujus punfiro quovis tria per- 
pendicula in curvam parabolx demitti poflint y atque fimul radium mino- 
rem 
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xm. 

*'ig- 4- 


n * 


rem e(Te maximo cx illis perpendiculis, majorem vero medio. Quod fi cen- 
trum conftituatur extra hoc fpatium, ut non nifi una perpendicularis in 
parabolam demitti pofiit, qua major iit radius j vel fi minor fit media ex' 
tribus perpendicularibus, major vero quam minima cx illis, dux tantum 

poflunt efle radices } nulla vero omnino datur, quoties radius •'(GD* r), 

minor eft minima cx tribus, vel una illa, quoties una tantum eft. Jam 
quale fpatium hoc fit, quibusque limitibus difeemitur, ac quibus condi- 
tionibus radius circuli minor vel major fit prxdidis perpendicularibus, no- 
bis rellat inquirendum i ac primum quo pado perpendicularis in parabo- 
lam demitti pofiit oftendendum cil. 

Sit ABC parabola, AE axis ejus, AV femi-latus redum, G pundum 
de quo demittenda eft perpendicularis. Ducatur axi perpendicularis GE, 
ac bifecetur VE inF, & crcda perpendiculari FH ad idem axis latus, 

fiat FH i- GE 5 dico quod circulus, centro H, radio HA deferiptus, 
4 

parabolam intcrfecabit in pun&is tribus, vel uno, Z> ad qua: dudx redx 
GZ curvx parabolicx pcndicularitcr inGftunt. 

Ut autem tres fint hujusmodi interfediones, oportet centrum circuli H 
ita collocari, ut fit intra fpatium paraboloidibus inclufum j hoc eft ut FH 

minor fit quam V — VF’, five FH 1 minus quam cubus ex i- VF : atque 

S i 

adeo G E 4FG, minor erit quam 4V ^ VF* , five 4 V ~ VE* , hoc eft 

quadratum ex GE minus erit quam — VE* : coincidunt itaque hi limites 
cum paraboloidibus duabus ejusdem generis cum iis , quibus in cubicis ufi 


fumus, fed quarum latus redum duplo minor eft} id eft lateris 


redi 


•‘ig- 3- 


parabolx, hoc eft ipfius AV : ideoque ea ipfa eft linea curva cujus evo- 
lutione generatur parabola, fic demonftrante Hugenio > quamque femper con- 
tingit linea DF, qux parabolx perpcndiculariter infiftit in pundo D. 
Pundum autem P, five in quo contingit reda DF paraboloidcm , centrum 
eft circuli, qui radio DP deferiptus cum parabola in pundo D coincidit, 
five ejusdem curvitatis eft; ut per fc fatis conftat. 

Defcriptis itaque hujusmodi paraboloidibus VXP , VNa, utrinqueab 
axe; perfpicuum eft quod, nifi centrum circuli conftituatur intra hos li- 
mites , non pofiit ille pluribus quam duobus in pundis parabolam interfe- 
care: unde determinare licet quibus fub conditionibus coefficicntes termi- 
norum intermediorum coercentur, in xquationibus biquadraticis, ut habean- 
tur quatuor radices. Ac prima fronte clarum eft p majorem efle non pofle 

quam g*66, (fcilicct in formulis ubi habetur 4- £) nec q quam “ji’. Ge- 


nc- 
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ncraliter vero pb + i- q, id ed didantia centri ab axe EGi 

minor ede debet quam EH =5 ^^VE’, hoc c(l (obVEer p) 

I 2*i j 

quam ( — ob <—pi V{ ~ bb±p —p)-, lignis -5- & — in dubio reli&is, 
4 J . ^ x, 

ut fecundum aequationis cujus vis naturam variari polluit ; quemadmodum 
in cubicis fup tritis oilenfum ed. 

Termini autem ultimi r limitatio eadem fecilirntc Inveniri nequit} id adeo, 
quia problema t-ft folidum, in curvam parabola* demittere perpendicula- 
rem, quodque t.on fine, foiutionc aequationis cubica: rcfolvi pete-d. Ita- 
que primo loco deficiat flcundus terminus, vel, fi adfuerit, tollatur, ut 
«quatio habeat formulam, 

* 4 . *. pz\ qz. r. rs o. 

Ac fi fuerit r, femper duabus vel quatuor radicibus explicari potedj 

ut autem quatuor lint, oportet centrum circuli intra paraboloidcs pra-diftas 

Conllitui, Gve ut fit p, a c qq minus quam 


p’, five cubo ex ~ p. 
2 7 * i 

i i 




o , quan- 


Deinde habeantur radices «quationis hujuS y \ * 

titatibus p Si q iifdcm lignis annexis quibus in biquadratica. Hac autem 
radices auxilio tabulae linuum latis expedite inveniuntur* Inventis autem 
tribus illis ^ , 'qux funt ordinatim applicata: ad axem parabola:, dc pun- 
Sis ubi incidunt perpendicula in curvam ejus, fcilicct A\ ( Fig-\.)) pyy 

ex minore jr, quantitatem maximam rdefignabit, li luerit /} qua Ir 

minor fuerit r, «quatio quatuor habebit radices, aliter duas. Aft li fue- 
rit -t- r , oportebit eam minorem cfle quam ;y + pyy ex media y, nam 

fi major fit, non mfi duas habere potcll radices, faltem fi minor fit r, 

quam pyy ex minima^. Hac vero fi major fit , nulla omnino radice 

vera explicabilis elt xquatio, Hi. vero iidem limites aliter defignantur ex 

quantitate 3, fcilicct — qy-y 4 in prima cafu,^ 4 — ~ qy in fecundo, ac^*+- ~qy 

in tertio. . 

Fieri autem potell ut dux minores quantitates y non longe dident ab 
invicem, unde evenit quod utraque cx perpendicularibus niajor fit quam 

8 


p’, minus vero quam — p’} 


rcfta GA, fcilicct cum qq majus fit quam ~p’, , ^ 

cadente centro intra fpatium paraboloidibus (utriusque Figurx i Sc j i in- 
tcrjcftum. Hoc in cafu, fi fuerit 4- r, non nili dux poliunt clfc radices, 

, J • / J 

exidente^ 4 4- — qy ex maxima jr, major quam r-, aliter nulla. At li — qy—y* 
Tom. II. h cx 
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cx minima y , major fuerit quam r figno — notata, r vero major quam 

~ qy y* ex mediaj', tunc habentur quatuor radices j at dum tantum, 

fi vel major priore vel minor pofleriore inventa fit r. 

Si vero in xquatione fuerit 4- p, vel fi fit p fc qq majus fuerit quam- 

g II 

— p*, xquatio^’. *. — py. — <j, unica tantum explicatur radice hoc cft, 

una tantum perpendicularis de centro circuli demitti poteft : unde certo 
*♦ concluditur duas tantum radices haberi pofle in xquatione data, quarum 
fumma, fi fuerit r, cum quantitate r augetur > at fi habeatur +- r, ob- 

tenta quantitate y , quantitas illa r minor effe debet quam y* ■ 4- i- qy, nam 

z 

fi ea major fit, xquatio propofita abfurda & impofiibilis cft. 

Longum & fuperfluum cflet omnes hujus fenfus xquationes percurrere, 
cum cx jam diftis attendenti fatis evidens fit, qux negativx qux affirma- 
ti vx fint-, atque, quod radicum harum limites cx quantitatibus inventis 
petantur. In exemplum vero, quod cuivis in ceteris imitari licet, pro- 

J onantur indagandi limites five conditiones, fub quibus in xquatione biqua- 
ratica quatuor radices affirmati vx dari poffiat. Hoc autem fit quoties 
centrum circuli G, ponitur in fpatio VPh.(F/j. ac fimul habetur 4-r, 
five circuli radius minor quam GD. Unde pater, xquationem dc qua agi- 
tur hujus effe formulx , 

— bz? 4 - ps> 


qz. 4- r 53 e i 


f vero majorem effe non pofle quam bb , nec i- fi, hoc in cafu, quam 

a 4 

►i i’ 4 - i- q-. deinde opus cft ut ~bb i- p in V{~~bb — —•p) major 

16 2. ’ * 4 j r v i<J 6 r 1 

I ’ I f 

fit quam >-i I 4- — ar — pb\ & cx his limitibus certo conflabit cen- 

16 i 1 4 * 

trum intra fpatium VPK inveniri. Ut vero definiatur quantitas r, ftl- 
venda primum cft cubica, . . 


«y 


r p 4=ii <,+ - jr’— r 


pb » 


& habebuntur punfta, in qux perpendiculares de centro in curvam para- 
bolx cadunt. 

Inventis autem tribus valoribus hujus jr, r minor effe debet quam 


+_ Lbq — ~bbp 4- 3 jr» — g* b'jy 4- pyy 


ex 
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ex media/, major vero quam 

if<s **■*“ ^ bb P +■ if — % b Jy ■*- pyy 

ex minima y. Hos vero limites fi excedat r , non nifi dux radices haberi 
pofiunt. Denique fi 

Tfd 4 hq — bbp JJf4 — i biyy * ■*" m 

ex maxima/ , minor fuerit quam r, aequatio propofita impoffibilis eft. 

Accidit etiam ut quatuor fint affirmativae, cum centrum G confti- 
tuitur in fpadolo VTS, dufta fcilicet RTS perpendiculari in medium 

fuppofitx line* AD: hoc autem fit cum p major eft quam bb y 

ac(i-ii —p) major quam ~ bp •“* 9- 

Quo in cafu femper dux, aliquando tres, ex radicibus fiunt majores quam 

lb. 

4 

Notandum vero hic limitem illum ex minima / productum, aliquando 
negativum fieri, five minorem nihilo i quoties fcilicet maxima ex tribus 
perpendicularibus major eft quam GD (A/j. $.) Hoc, fi acciderit quan- 
titas 4 - r, a limite pfxfcripto ex media/, in nihilum minui poteft. De- 
fectus vero limitis ex minima/ monftrat quanta pofiit efie — r in xquatio- 
ne, fi habeantur tres radices affirmativi ac una negativa-, quam fi exce- 
dat, non nifi dux, altera affirmativa, altera negativa, dari pofiunt. Hxc 
autem omnia demonftrantur ex eo quod prodicti limites quantitatis r.fint 
difterenrix quadratorum linex GD & perpendicularium in curvam pa- 
raboli. 

Ob perplexas vero cautiones, quas parit in xquationibus hifce fignorum 
diverfitas, prxftat femper fecundum terminum tollere, ac deinde juxta 
prxceptajam tradita nidicum numerum ac figna inquireres prxfertim fi 
quantitates illx/ non multum diftent ab invicem. Ex quatuor autem hifce 

radicibus affirmativis , dux femper funt minores quam ~£, dux verortu- 

4 

jores } nempe fi DG minor fit quam AG , five ~ pb quam b 1 4- q. 

4 04 

Tres autem minores funt quam i- b quoties perpendicularis media, five ex 

4 

h 1 me- 
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inedia j inventa, major eft quam AG, five i bby major quam tyi pyy 

cx eadem media y. Quarta vero &C maxima radix major cft quam maxima 

j +- ~ 6} zquatur autem differenti» ipfius b Sc fummx ceterarum trium 

4 

radicum, ideoqu: minor eft b. Sed jam Manum de Tabula. Fortaffig illi 
qui naturam parabola: penitius pcrlpe&am habent , majori compendio 
liaec omnia peragere valebunt j at fi quantitates hae omnes b. p. ij. & r, 
abfque refolutione cubica: zquatipnis rite determinari poffint, non fine 
caufa^ambigiturv quzeunque enim aequationibus planis hac in re fiunt, non 

Veros limites, fcd approximationes tantum exhibent. 

* « • ' , • . 


• • — / .x . .* . . ’ * * . - » 

•' * * • >» * . * .. . 
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* • De aquationibus , *# quibus dantur radices impoffibiles . 


P neterita hycme ad tc fcripfi me cogitaffe de facillima & fimpliciflmia 
methodo demon ftrandi INI liWTONl regulam, qua fa-pc cognofcitur 
nuni aquatio aliqua habeat radices impoflibiles, nec ne: qua methodus 
fpero fore ut non dilpliceat, cum communi tantum nitarQr Algcbra, fun- 
demrque obviis quantitatum proprietatibus, qua: fequemibus Lemmatibus 
demonftrantur, nec opus habeat curvarum confidcratione, quod non ita 
Convenire videtur fubje&o mere algebraico. 

LEMMA L. . 


Summa quadratorum duarum quantitatum re alium femper major e fi dupla ea - * 

rundetn produtto. 

Si ca l +-b' majus eft quam lab > nam eorum differentia <2*+- I»* — iab ce 

( a idcirco pofitiva > cum fit femper pofitivuni quadratum cujusvis 

quantitatis, five pofitivte, five ncgativse. 

LEMMA II. ' ‘ - 1 ’ t ’ 

» ' • • ' ••• V . * . * •• • * 

Summa quadratorum ' trium quantitatum realium, femper mejor efl quam 
fumma productorum , qua fiunt multiplicando binas illas quantitates inter Je. 

Sic 4*+- b l +-e* majus femper ell quam ab +- ac +- bc : patet enim quod 


a' -t-b' ■+■ r * _ ab — ac —bc zS 


ia‘ ii 1 1 e 1 — iiJ> ■■ uac — ibe 

. ■ 


aa — tab ■+■ bb aa — 2ac '- 4- cc+bb — ibe +■ cc 

i -■ V 

, h } 


a — 
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(a — t,‘ + (a — c) - 4 -(A — c) ^ y eft femifummse quadratorum differentia- 

nim quantitatum a, b, c $ cum vero harc quadrata fint pofitiva , fcquitur 
quod exceflus ipforum a 1 -c-b l -bc' fupra ab+ae-bbe eft etiam pofitivus* 
5 c fumma quadratorum trium quantitatum major eft fumma produ&otum , 
qux fiunt multiplicando binas quantitates inter fe. 

LEMMA I I L * 

Tripla fumma quadratorum quatitor quantitatum major eji quam dupla f 
ma pr eduliorum , qua fiunt multiplicando binas quantitates cx bis inter fe. 


um~ 


Nam 


ia l -b ib x -b 3 d l z ab lac . — zad—zbc—t- tbd .zcdzz a x 

zab b‘ -+- a‘ 1 ac -b e 1 -t-a' t.ad -t- d'-b b' — _ z Id •+• d’ -t- b' 

- zbc -4- c’ -t- f 1 zcd-bd 1 =: (a b)'-b(a c)’-t-(a — d) -*-(£— d)' 

_+. (b c) 1 -+- (c — d) 1 , id eft fumma: quadratorum differentiarum quan- 

titatum <3, b, c , d, ideo 

3 *' j J* .+. 3 f 1 -+- \d l 

0 * . 0 1 

majus eft quam * ' 

2dl -b iac z ad -b iU 2 Id -b zed., ^ 

cum exceflus fit femper pofitivus. 

L E M M A I V. 

Sit m numerus quantitatum a, b, c, d, e &c., fumma quadratorum 53 A , 
fumiua pcoduRovum ex binis quibujcunque illarum quantitatum in fe duRis ~ B , 


erit femper ( 


m 


-) A majus quam B. 


Addendo enim quadrata differentiarum a — a — f, l — r, 

i — c d fumitur tot vicibus, quet dantur quantitates pnttcr 

a , idem dicendum de b' , c 1 , &c. Redbangula autem zab z ac 

z ad — t- zbc &c. fcmel tantum oriuntur ; ergo fumma omnium quadrato- 

(a—by -b (a — c)* -*■(« ■+■ (* — 0" ■+■ (* — <0* -+- (* 

— (m-i)*' -+-(«»— 1)£‘ -4- (m_i)f*-*-8cc — zab—iac -ibc—Scc. 

63 (w — 0 A — 2 Bs fcd (<j — i) 1 , (a—ey, (a — dj r Scc., funt fem- 
per pofitiva, ergo ( m 1 } A-*— 2 B eft etiam polltivum , ac proinde 

( ~ ’) A majus eft quam B. 

COROL- 
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C0L1N MJC-LAURIU DE R.1D1C. IMP. Cj 
C O R OLLARIUM. 

Patet ex hac demon ftrationc cxccfliim ipfius (m — - i) A fupra zB fem» 
per ciTc tequalem fummse quadratorum differentiarum harum quantitatum 

a, b, c, d ficc.j & ubi hte quantitates funt omnes aquales, cit \m ij° 

A iB ss o , aque cum hac modificatione intclligcnda funt pra; ceden- 

tia Lemmata. 

Obfervandum, quod licet luppofucrim quantitates, a , 6, c, d &c. efie 
pofitivas, propofitiones etiam vera: funt dc quantitatibus negativis, qua- 
rum quadrata eadem funt, ac fi eflent pofitivcj produ&orum vero fum- 
mi vel eadem vel minor, quam fi eflent pofitivac. 

PROPOSITIO I. 

I» aquatio» t quadratica , cujus radices funt realts , quadratum fi c nudi termini 
fimper majus ejfi dtbet , quam quater productum cx primo (j tertio 

Sint radices -t- a, -j- b t sc incognita. AEquatio erit 


x* ax -+- ai zz o. 

tx 

Jam cum «j* -t- b 1 fit majus quam xab per Lem. I, erit a 1 £' ,4- zab 
majus quam idcoquc (<*-*- by. x‘, quadratum fecundi termini, majus 

quam 4 ab . x 1 , quater productum cx primo Sc tertio termino. 

PROPOSITIO II. 

In omni cubica aquatione cujus omnes radices funt re ales , quadratum fecundi 
termini fimper majus efi quam triplum produRum ex primo (J tertio. 

Aquatio cubica cujus omnes radices funt rcalcs fic potclt exprimi 


ay l 

bf 

‘V 


aby 

acy 

bcy 


abe — ». 


Per Lem. i. a' -t- b x .+. c x majus cft quam ab +ac-*-lc\ addendo utrin- 
que lab •+• utc -t- i bc , erit 

<j l b' .+. c 1 •+. i ab -f. zac .+. xb: zd (a 4- b ei* 

majus quam Jdb -f. fac -4- fbc , ac proinde ( <1 -t- h -4. < )*. jd , quadratum 
fecundi termini, majus quam (} ab-*- }ic-+- }if) / 4 , triplum produ&um ex 
primo & tertio termino. 
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COROL- 
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COROLLARIUM . 1 . 

, In genere patet ex demonflratione,quod quadratum fummae trium quan- 
titatum realium {a-\-b fcnrper majus clt, quam tripla fumma omnium 
productorum, quae fiunt multiplicando binas quafcunque cx iliis quantita- 
tibus inter Te. ' • . • " • - 

, — . . t 

COROLLAR IU M 11. , 

Ex hac propofitione fequitur, quod fi quadratum fecundi termini non 
fit majus triplo producto ex primo 8 c tertio radices aquationis non poffioc 
omnes e (Te rcales, fed duae erunt inrpoffibiics. Quod p'anc coincidtt cum 
una parte regula: NEWTONI, qua detegitur num aequationis cubica: ra- 
dices fint impofiibiles. 

Cupit enim Vir Celeberrimus feribi fupra medios terminos aequationi* 

I , ; i •. 

fraftionem hanc — , Si fignum -+- poni fub primum & ultimum terminum, 
ut hic vides i 

' ..Iu- * 

. ? T • 

X’ -r- JtX 1 QX - 4 - r S5,# , , 

-+- * 

deinde multiplicat quadratum fecundi termini per fraftioticm , qux fupe*’ 
reminet, & fiproduttum illud majus fit produ&o ex terminis adjacenti- 
bus, ponit fignum -+- fub fecundo termino; fi vero illud produflrum mi- 
nus inveniatur, ponit fignum , atque affirmat tot dari radices impoffibi- 

lcs, quot dantur mutationes inter figna. Jam per hanc Propofitioncm , fi 

p’.v 4 non cft majus quam jjv 4 , vel ■— pV non majus qu.im qx* t radices 

? . . v 

non poliunt omnes efle rcalcs; eadem fuppofitio duas dat inter figna muta- 
tiones, quodeunque fignum fit fub tertio termino, cum figna fub priipo 
& ultimo fint ambo hxc ergo Propofitio demonftrar primam partem 
rcgulx ncwconiante , quantum ipeftat cubicas aequationes. 


COROLLAR1U M' 1 1 I. 

■ *" ' ‘V 

Si fecundus terminus defit in cubica xquatione & tertius terminus fit 
pofitivus, arquatio habebit duas radices impofiibiles'; " quadrarurfl enim fe- 
cundi termini (in hoc cafu = 0) minus erit trjplo produ&o ex. terminis 
adjacentibus. Sed hoc clarius patebit confidcraiulo , quod ubi fecundus 
terminus evanelcic in xqifatiofio, radices pofitlvas Se negativae fimt ;c qua- 
les, 8c fc mutuo deftruutu ; pone rqdices cfle -+-u Sc. b : f ; in hot 

cafu a =3 i+fj & tertii termini coefficiens erit 

-> ab — *c ~ — - bb zbc cc - 1 - bc S3 fb. bc rr, v 

[ ideo- . 
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' v» " • 4 * ' % * * % * . - 

idcoqUc negativus} vel fi ponas duas radices pofitivas, 8c unam negati- 
vam, fintque a, -f- c , erit nihilominus tertii termini coefliciens 

• negativus, nempe erit bb — bc — ~cc. Quare fi radices fint reales, 

tertii termini coefliciens femper cft negativus (deficiente lcilicct fecundo 
urmino i fi vero coefliciens ille fit politivus, .cci ium efi indicium duas 
dari radices impofljbiles. * ‘ 


PROPOSITIO III. 


In 


'n omni aqualiore rubia , cujus omnes radices funt reales , quadratum termini 
tertii , Jernper majus tjjfe debet , quam ter productum ex fecundo , & quarto. ' J 

In cubica aequatione, cujus radices funt a , 5, e, quadratum coefficien- 
tis tertii termini cft (ab-+~ac-t- bc) l \ produ&um ex cocfficiemibus fecun- 
di & quarti eft (a ‘bc .+. ab 'c abe 1 ) , ut patet ex fola infpcftione aquatio- 
nis } perro clarum cft, a‘bc ab'c •+• abe* elfc fummam produflotum ex 
binis quantitatum ab, ac, bc-, ideo, per Cor. I. Propof. II., quadratum fum- 
ms harum quantitatum (id cft, (ab -+• ac ■+• bc) 1 ) majus, effe debet quam 
iab c s- $abc l \ itaque {ab -+-ac ^.bc)‘y l , id eft quadratum tertii 
termini, majus e fle debet quam (^a'bc .+. ^abes- j abe') y 1 , id eft, quam 
triplum produ&um ex fccur.do & quarto termino. 

COROLLARIUM I. 

• • »• 

Sequitur ex hac dcmonftmionc, quod (ab ■+■ ac+ bc)‘ majus eft quam 
%abt (a srb -+■ c). . 

COROLLARIUM II. 

C 

Si quadratum tertii termini minus inveniatur, quam triplum produ&um 
e fecundo 8c quarto termino, radices aquationis non poflunt omnes efle 
reales} quod convenit cum fecunda parte regulas ncwtonianx> hic enim, 

cafus dat ponendum fub termino. Itaque duas funt mutationes figno* 

fum , quodcunque fit fignum fub fecundo termino. 


x’ -t-px 1 -+- g * + v s « 


SCHOLIUM. 

Eodem modo demonftrari poteft, quod fi in cubica arcuatione fecun- 
dus terminus defit, cubus tertiae partis tertii termini pofitive funui,fcm- 
per major eft quadrato ultimi termini dimidiati. 

Sint aequationis radices -t- a, b , — C, vel — 

Tom. U. i 


•i-b, +tj fit- 
que 


Digitrzed by Google 


66 


A D D I? AM E NTU M 


* * 


que a =: b-t-c. in hoc cafu deficiet fecundus terminus, ipfaqtie «quatio 
banc formam induet, . . .» 

y' * — ■ b'y +: bt (64-f) q o. * 

— bt f 

• . t’y ■ * 

* Quadratum ipfius b e femper eft pofitivum, cum b & e finp quan-- 

titates reales. Ponamus illud quadratum {Lb ibe -4- ce) aequale D, erit 

l' 4- it 4- e* qj D 4> }bc, & (b 4. e) 1 53 D 4-4^} - 

( l l +bc 4- e') 1 ___ D J * D‘ic 


*7 


»7 


3 


D b'e' 




& 


iv i*±o* - P£V 

4 " 4 


iV».. 


D» 

2 7 


Jam clarum eft quod 

D 'Jf D b'c* 

-+- De e 4- e’r J maius cll 

3 4 




(totum majus parte), cum D fit pofitivum ut etiam bc-, nam b & cTunt 
radices eodem figno afteftx. Idcirco cubus tertiae partis tertii termini , 
-4- bc 

figno mutato, ) femper major eft quadrato ultimi ter- 

*7 » 

r ib^.c) x 

mini dimidiati -(b'c x .) In cubica «quatione ,v* * -4- qx 4- r =3 0 , 

4 

• * ? 

fi q fit pofitivum, vel fi — minus fit quam —r 1 , patet xquationem du*s 
'■ ■ Vf 4 

habere radices impoflibiles fi hoc Corol. conferatur cum Cor, III. Prop. II. 

PROPOSITIO IV. 

In aquatione quadrato- quadrat ica , cujas omnes radices funt reales , i- quadra' 

W O 

ti termini fecundi femper fuperant produEium ex primo & tertio termino * 

£5? quadrati quarti termini femper fuperant productum ex _ 


i< Sit aequatio 


tertio y quinto . 

• . 

X* pxt 4- q\ * rx 4- s =5 0. 


Cum 
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Cum omnes radices ponantur rcalcs, vocentur a , 5, e, d. Erit 

q ss ai -i- ac -+- ad Lc -+- id -+■ cd. 

Sed patet per Leni. 3. quod 

„ i a ' -+• ]d‘ j? 

majus eft quam 

2 ab -+■ zac -+- 2 ad ■+■ zbc -+- 2 bd zcd 

addendo utrinque 

* » 

6ab -+■ 6 ac Cael •+. - 4 - 6b4 -+- 6cd, 

•' patebit 3 (a ■+. b .+. e ■+■ d) x 

majus efle quam 

8ab -f. 8ac 8 td 8 bc 8 bd -+. 8 cd •, 

** * ' 2 » . 

id eft 3p l majus efle quam 8'j, ideoque pVf 5 majus quam qx*. 

,* • * * • • 

2 . Cdm fit r =3 abe + abd ■+. aed +,hcd •, Se r = /jfo/j- Se cum . 

gr a‘b'cd ■+■ a' e' bd-*. e: Ale ■+■ 6‘c’ad .+• 1 : J ac -b c , d*ab 1 

* > 

quas fumrna componitur ex prodttCKs qua: oriuntur multiplicando inter (e 
binas quafcunquee.x quantitatibus iair , abd ,acd, bed, quarum fumrna =: r t 

fequitur 3 r‘ femper majus efle, quam 8 qi. Ita ut g- quadrati fecundi" vel 

quarti termini femper fuperent productum ex terminis utrinque adjacen- 
tibus. ’ ' * 

* 

* 

COROLLARIUM. 

Multiplicetur quadratum fecundi vel quarti termini in arquatione qua- 
draro-quadratica per fractionem ~ , St fi produ&um illud non excedat pro- 

O , 

duftum ex terminis adjacentibus, sequitio habebit qursJam radices impof- 
■fibiles. 


1 1 


PRO- 
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PROPOSITIO V. 

Sit aquatio cujuscunque dimenf ortis , ut m , fintque eoejjicientes fecundi , tertii , 
ultimi, penultimi , antepenultimi , termini refpeCtive A, B, E, D, C ; 

_/< radices fint omnes re ales , erit A ‘ femper maius , 

quam zmB, 6? (m — i) D’ femper majus quam lm CE. 

X. "Nam pone radices efle a , £, c, r/, e, Scc. erit per Lem. 4. (m 1) 

-t- (m — 1) i‘ ■+■ ( m — 1) c' &c. raajus quam ul ■+■ zac ■+. zad &c.; ad- 
dendo utrinque \zm 1) ab -t-lim — 1) ac ■+■ (:rw z) ad , 8cc..fumma 

(m — 1) b'-*-Z<c. =;(/»-!) -4- Scc) . 

major erit quam zwj£ znktc -+- zmad -e- &c. id ell (w — 1) A‘ majus erit 
quam 2 otB. 

i. In genere fcquitur ex hac dcmonftrarionc, quod quadratum fummx 
quarumvis quantitatum, quarum numeru* cftw, au&um in ( m — 1), ma- 
jus ei! quam fumma produttorum, qux fiunt multiplicando binas quas- 
cunque ex illis quantitatibus inter fe , dufta in zm. Sed facile cognolci- 
tur ex formatione xquationum, quod CE eft «fumma prodh&orum qux 
fiunt ex multiplicatione binarum quantitatum, quarum fumma eft D. Qua- 
re fcquitur etiam (m — 1) D* majus efle quam zwCE. 

r» ' . - <» 

SECUNDA EPISTOLA EJUSDEM AD EUNDEM, 

* • * * f 

De radicibus aquationum t cum demonflratione aliarum quarundam regula' 

* rum adige br*. - *• ■ ' ' , 

. t • *• ' * * » 

Anno 1717. ad tc fcripG-me habere methodum demonftrandi NEWTO- 
NI regulam de radicibus impoflibilibus in xquationibus, qux methodus 
ex hoc claro principio deducitur ; quadrata fcilicct differentiarum quanti- 
tatum rcalium femper efle pofitiva. Deinde prima hujus methodi princi- 
pia tibi mifi, qux in Tranfaftionibus Philofophicis Menfis Maji Anni t jz 6 . 
in lucem fuere edita. Propofuum; quod ante aliquod tempus habui, 
edere Tradatum de Algebra, in quo Sc hunc. Si Quosdam alios fubjcclas 
traftarem nova via, in caufa fuit cur non operx pretium putarem reliqua 
tibi mittere ; fed quxdam me jam movent rationes, ut una cum continua- 
tione prxcedentis methodi , parvum tibi mittam fpecimcn duarum aliarum 
methodorum, quas in eodem fubjcfto fum fecutus, cum quibusdam in 
xquationes obfervationibus, quas novas efle opinor; 8c qltx forfan magis 
tibi placebunt, quam quod pertinet ad ipfas radices impofltbiles. Prxter 
NEW TONI regulam, e fcquentibus generalibus Propofitionibus muEx 
varixque oriuntur rcgulx inveniendi radices imaginarias, diverfx tum ab 
ea, quam NEW TONUS edidit, tum ab omnibus aliis, qux jam in lu- 
cem prodierunt; unam fpcciatim exponam, omnibus huc ulque notis uti- 
liorem. 

- Po- 
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” Portamus dari xquationem dimcnfionum », & hujus formas 

*' — A v- - 4 - Bjc 1 Cx”" 3 D*" 4 _ Ex”’ 5 -+- Tii* 4 -C*"' 7 

-4- Ha.-"- 8 _LIa;"' 9 h- Kx- 1 L° & c. =?o. 

Sintquc hujus arquationis radices <zy b , <■,</, r, /, fe, », k, l 6 cc. 
erit A s a -4- 6 -t- c -4- d-\. e-+- &cc. Voco itaque a, b , e, &c. P«»/«feu 
fer minos coefficicnqis A> eandem ob caufam voco ab, ae , ad, ae , bc , 
bd, bc Stc.^ Partes fcu terminos coefficientis B; abc , abd, abc , bcd , 8 cc. 
Partes [eu terminos coefficientis C, & fic dc ceteris. Per dimenfontm ali- 
cujus termini intelligo numerum radicum, qux in ejus partibus inter fc 
funt multiplicatx, qui numerus femper xqualis eft humero terminorum, 
qui in aequatione hunc cocfficientem prxcedunt. Sic A eft cocfficiens 
unius dimenfionis, B duarum, C trium, & fic dc ceteris. Partem feu 
terminum coefficientis C dicojimilem parti feu termino coefficientis G,ubi 
illa pars ipfius G continet omnes radices partis ipfius C, fic abc Zcabcdefg 
funt partes fimiles ipforum C & G •, eodem modo abed, 8 c abedtf funt par- 
tes Iimilcs ipforum D Sc F } cum pars ipfius F contineat omnes radices 
-panis ipfius D Diffimilts voco partes, qux communem radicem non ha- 
bent, fic abc , & defeh funt partes diffimiles coefficientium C & F. Sum- 
mam omnium productorum, multiplicando partes alicujus coefficientis, ut 
C, per fimiles partes alius coefficientis, ut G,fic exprimo C' . G', ducen- 
do lineolam fupra utrumque coefficicntem: eodem modo D'.F' exprimit 
fummam omnium produftorum, qux fieri poliunt multiplicando partes fi- 
miles ipforum D 5 ^F inter fc, & C' . C' exprimit fuinmam quadratorum 
omnium partium coefficientis C fed C.C /y exprimit fummam omnium 
produ&orum qux fiunt multiplicando binos quofeunque terminos ipfius G 
inter fe. (unde liquitur C* zs C' G-4- aC' . C,.) 'Hifce lignis intelle- 
gis, & quinque Propofitionibus prxccdentis cpiftolx prxmiffis, fcquitur jam. 

, PROPOSITIO VI. 

Si differentia dimcnfionum duorum qhorumvis coefficientium ut G . vo- 

cetur m , erit produUum horum coefficientium aquale C' G' -+- ( ni -4- a) B II' 

C—*) .a*i>(£±^) (--p^) I .K. 

. . - • . ' . • ' . ; O ' * 

Ubi B H funt coefficientes adjacentes ipfis C & G, A & I coeffi- 
cientcs adjacentes ipfis B & H, 1 6c K coefficientes adjacentes ipfi A &. I. 

Notum eft C efle xqualc 

‘0 ' . 

. ' . abc .+. abd -4- abc +■ abf -4- abg _4- Scc. 

G =s abedefg -4- abedejh -4- abedefi -4- ledefgh -4- 8 tc. 


1 i 


Pa- 
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ADDIT AMENTUM. 

Patet ulterius 


-1°. Quod in produCto CG unusquisque temiinus ipfius C' G lemel orie- 
tur, ut abedefg. Sed 

z°. Quivis terminus ipfius BH', ur m b‘edefgh , poteft effe produ&um vel 
c xabe in abdefgh , vel ex abd in abcefgh, vel ex abe in ahed/gh , vel ex 
abf in abedtgb , vel cx abg in absdfh, vel tandem ex alh in abedejg ; ita- 
que poteft effe produCtum ex quovis termino ipfius C qui cum radicibus , 
ab, contineat unam ex reliquis c, d t ‘t, f, g, b, multiplicato per illum ter- 
minum ipfius G, qui cum ab ceteras quinque radices continet f id eft pro- 
duCtum illud a l b-cdefgb tot dabitur vicibus, quot continet radices prxter 
4, Sc b } vel in generctoties quoties unitgs datur in differentia dijnenfio- 
num ipiorum B 8c H. , id cll ro + i vicibus , quia m exprimit differen- 
tiam.dimenfionum ipforum C & G; idirco, iu expreflione valoris ipfius 
CG , coefficicns fecundi termini B H' erit m -4- 2. 

' 3». Unusquisque terminus, ipfius AI', ut a'bcdefghi, poteft effe produ- 
Ctum 'cujusvis partis ipfius C, qux cum radice a cbntineat duas quascun- 
que e reliquis b , r, d , e, f, g, h , /, (quarum numerus aequalis eft differen- 
ti* dimenfionum ipforum A & I, id eft in genere s W-+-4) multiplica- 
tx cum illa parte ipfius G qux cum a reliquas fex radices continet; itaque 
arbcdcjghi (vel quivis alius alius ipfius A' 1 ' terminus) tot dabitur vicibus, 
quot dari poffunr diverfa produCta cx binis quantitatibus, •quarum humerus 


eft w-t-4, id eft vicibus («/-+- 4) ( 


m . 


1 , \ , Tn 

-)> vel ( 


( 


m 




l ' ’ I ' ' z 

ideo ad exprimendum valorcm ipfius CG, coefficiens testii termini AT <ie- 

, — M -f- 4 . . ™ 

bet effe ( ?) ( ’ • i- 

i l 

4 0 . Unusquifque terminus ipfius 1 in K, ut abedefghik , poteft effe pro* 
duCtum cx quavis parte ipfius C, qux continet tres radicis ipfius K, ia 
illam partdm.ipfius G, qux alias omnes continet radices; iilco.i in K tot 
orietur vicibus in producto CG, quot fieri poffunt diverfa produCta ex ter- 
nis quantitatibus, quarum numerus cftw-+-6, id eft vicibus (m + 6 ). 

( - (~~)i ideoque coefficiens quarti termini in expreflione valoris 

• r o o * • rw -f~ r ffi - 4 - 6 • 

ipfius CG, erit ( T ) ( -) ( ). 

1 1 v 2 

In genere , ad exprimendum valorcm producti duorum quorumvis cocf- 
ficicntium, ut C & G; fi x exprimat ordinem alicujus tcrmirfi hujus va- 
loris, ut cx: gr: ipfius AT, ide It , fi x fit xqualis numero terminorum qpi 


prxcedunt A'T, ipfius AT’ coefficiens erit ( 


zx . 


-) (— 


) 


< 


zx- 




) &c. tot fumendo fractiones io hac progrclfione , quot dan- 


tur unitates m *; 


CO- 


Digitized by Google 



COLIN MAC - LAUR IN DE RADIC. AEQUAT. fr 

’ 4 . . • 4 

COROLLARIUM I. . ‘ 

Si per hanc Propofitionem quaeratur quadratum alicujus cocffi cient is, ut 
E, erit 33 0, differentia dimenfionum coefficicr.tium in hoc cafu eva- 
nelcentc,- 8c habebimus 

, - . . - . *>• - i.. 

4 • . * ' m ' * • * • 4 * * ^ # ^ 

'E 1 33 E' . E' -4- zDF' a-?.i CG' + 4 . £ . - . BHTJcc. ts 

7 1 2 . i 3 

t ' 

E' . E' iD‘F' -r- <JC G' -+- zoBH' -r- 70A I .+. zpzK: 

idcirco, fi (ut in definitione) E' . E, exprimat fummam produ&orum ex 
binis partibus quibufeunque ipfius E, erit E 1 33 E' . E' .+. zE' . E /5 ideo- 
que 

E . E, =3 DF -f- $C'G' -r- ioB'H' -r- jfAT -r- iz4K. 
COROLLARIUM II. 

\ . 

• Sequitur ex hac Propofrtione, quod 

E- 5 E' . E' + zD'F -t- <SC G' -r- zoB H' .+. 70 A' F -r- zpzK. 

DF =3 - - - D F ' -f- 4 C'Gi-r- ij-BH'-t- fdAT .+. zioK.. 

CG 3 - - *- * - . - C G -f- 6 B H + 18 A I 4. izoK. 

BH — - - -r - Ii H -t- 8AT -r- 4f K. 

AI =3 ---- --------- A' I -+- 10K. 

K 3 ------ K. 

C O ROLLARIUM III. 

- • * , • 

. Facile quoque patet ex Corol. praecedente, quod 

E' TE' 33 E* ^ — zDF -r- zCG — zBH -r- zAI — aK. 

DF' 33 - - DF 4CG -r- <?BH — i<5AI -4-zpK. 

C'G' ss - - - - CG — 6BH -r- zoAl fcK. 

B H' =3 ’ - - BH 8AI -+- jfK. 

AI' 33 ---------- AI 10K. 

* T - " » • • • * 

PROPosmo vii. 

•» * 

Sit 1 33 n (- *) (- -) (Ac. , f umendo tot fraBlone' , juot coefficiens 

- . • ^ j ___ , * 

E habet dimenfionts , erit femper ( — -j — ) E 1 majus quam DF — CG-t-BH — 
AI-r-K, fi radices aquationis funt omnes reaies. 

Patet / exprimere numerum partium feu terminorum qui dantur in coef- 

• ficicn- 
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A D D I T A M E N fU M 

3 . • . ' * . ? . 

' • t . , « • * ^ i 

fidente Ej patet quoque ex Prop. V. quod ( ■■ ■ - ) E* femper majus efle 

debet, quam fumma produftorum, qux fiunt multiplicando binas partes 
quafcunque ipfius E inter fe, id cft majus quam E'. E,\ Sed iE . E, s 
E* — E'.E's (per Theor. i. Corol. ultimi )'zDF CG 4- }BH ^ — 

zAI -*-tKj idcirco, cum E* femper majus quam E'E, fequitur 

quod E’ etiam majus cft quam DF CG-+- BH AI K , 

fi xquationis radices fint omnes reales. 

• S C H O L I U M, 


Hxc prima fuit generalis propofitio, qux fequendo methodum meam mi- 
hi occurrebat. Cum enim primo obfervarem , quod, fi/ exprimat numc- 

■ . . . / t 

rum quarumvis quantitatum , quadratum illarum fummx duftum in — r— 


femper majus eflet fumma produftorum qux fiunt multiplicando jjinas quaf- 
cunque cx illis inter fc, & quod cxccflus eflet xqualis fummx quadratorum 
differentiarum harum quantitatum divifx per z/, facile inde patebat, quod 
fi in xquationc * . , . » 


n 

X 


■ Ax 


nx 


n i 


Cx”' } 4- D\*' 4 Scc. =5 


»-4 


ubi B cft fumma produftorum qux oriuntur ex multiplicatione binarum 

radicum inter fc , fi / exprimat numerum radicum in xquatione, - ) A* 

fempfcr efle majus quam B j atque hxt cft una pars Prop. V. Deinde 
comparavi fummam produftorum ex binis partibus ipfius B, cum produ- 
dufto AC, illamquc fummam inveni xqualem non ipG AC, fcd AC — Di 

unde collegi quod , fi / exprimat numerum partium ipfius B , tunc ( ^ ) B* 

femper cft majus quam AC D, hxcque facile me duxerunt ad hanc 

generalem Propofitionem. 

PROPOSITIO VIII. 

Exprimat r dimenfiones coeffcientis C, fcf s differentiam dimenfionurH (eeffeien- 
tium CWG, fint B (jr H coeffi 'cientes adjacentes ipfis C G, grit femper 

(n r s) r . C' G' majus quam(s-^j) (s-l-z) BH fi omnes eequa' 

• tionis radices fint quantitates reales , eodem figno afftfhet 

Nam fumendo differentias omnium harum partium i| fius C, qux habent 

omnes 
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n 

omnes radices communes praeter unam, ut abe , abb, abi , &c. & multi- 
plicando quadrata harum differentiarum per illis partes coeflicicntis D, 
qux funt diflimilcs utrique parti fumtx differenti* , (requiritur ut coeffi- 
ciens D fit dimenfionum /) , fumma omnium horum quadratorum ita mul- 
tiplicatorum confiftet ex terminis ipfius C'G' pofitive iumtis, & ex ter- 
minis ipfius B H' negative fiimtis. Multiplicando hoc modo 

• 

(abe abby -t- (abe abi) 1 -t— (abe abk)‘ &c. 

-f- (abe — achy +- ( abe ati )* +- (abe ack? Stc. 

4- (abe beb)' 4- (abe bci) x 4- (ab: — b*k)‘ & c. 

per defg y (terminum ipfius D, qui eft diflimilis omnibus hifce partibus ip- 
fius C ,) patebit quod a‘b‘e : dcfg dabitur in fumma produftorum vicibus 
r (n — . r — i )-, h*c enim produfta poflunt etiam fic exprimi 

defg*b' ((e b / +- (e i)‘ 4- (e k)‘ -4 &c.) 

4- defga 1 c' ( (b h) 1 4- (b i)‘ 4- ( b • — 

+- defgb'c' ((a — h)' 4- (a — i)* +- (a — A) 1 -4- &c.) 

ubi numerus differentiarnm e — b ■, e /•, c k, &c. quarum qua- 

drata ducuntur in de/gab 1 , manifefte xqualis eft numero radicum *qua- 
tionis, qu* non dantur in a b'c'defg. vel in abedefg , id eft, sequalis ex- 
ceffui numeri radicum aequationis, fupra dimenfiones ipfius abcdtfg, qui 

eft terminus ipfius G, idelt tandem squalis n r s. Sed colligendo 

in unam fummam omnia illa produfia, terminus (n — r s)a'b c‘dtjg to- 

ties dabitur , quoties unitas datur in rj quia termini, qui fubtrahuntur.ex 
abe , poilunt ab illo differre vel per dcfc&um radicis c , ut abb, abi, abi: , 
&c, vel per defc&um radicis b, ut ach , aci , ack 6cc. , vel per defe&um 
radicis a . ut beb, bci , bek 8cc. ideft terminus (»— — r — j) a b'i'dejg tot 
vicibus debet oriri, quot dantur dimenfiorfes in abe , uno cx terminis ipfius 
C, vel quot dantur unitates in numeror, qui exprimit dimenfiones ipfius 
Cj ideoque terminus a'b c'dcfg dabitur in mmma di&orum producloium 
vicibus r (n r s). 

Pars negativa confiftet ex terminis ipfius B H' duplicatis, quorum unus- 
quisque, ut a'b x cdcfgb, tot oriri debet vicibus, quot dari poflunt diffe- 
renti* e d , e e, e — c—g, d — e&c. inter terminos c, d , e,f,g&cc., 

quorum numerus eft *qualis j4-i} id eft, terminus 2 .a‘b‘edejgb dari dc- 

bet vicibus (j4- 1) C — - — ) j ideoque a x b'cdefgb, vel quivis alius ipfius 

B H' terminus dari debet in parte negativa (s 4- 1) (s 4- z)i cum autem to- 
ta fumma fit pofiliva, fequitur quod (n r — s) r C'G' femper majus 

eft qu.im (J4- I) (i-+-zj B H'. 

7w». II. k CO- 
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ad d ita me ntu m 

COROLLARIUM 1. 

Sit comparandum E' E', fumma quadratorum partium ipfius E , cum 
D F' fuinnva produ&orum cx partibus finoilibus lpiorura D oc n ifl noC' 

cafu s cvanefcic, 8c (» r) r E' E' <Jcbet cfl'c majus quam iD F. Sic 

(» — rjrflffl, erit 

(» — r i ) (r — i)s» — » 4 -i j- . ■ 

(» — r . — z) ( r — - z) =3 m i » 4 - 4 5 

' . • * * & 

(« — r — 3) (r — =5 m — J » 4 - 9 i- 

& 

0 » r 4) ( r 4) 33 m 4 » 4 - 16, 

patet enim in genere , quod 

r q ) (r d) — .(» r ) r 3»+- 33 — » — 2»+" 3® 

Tunc, per hanc propofitionem, fupponendo 

•*" wjE E' — — sD F ’ d d , 

(m » 4 - 1) DT uCG' 53 

(m z»4- 4) CG — 30B H' =3 c' 

■ • (»» $»4— p) B'H'— ftfA' I' 33 

(m 4» 4— itf) A' I pcK' 33 e' \ s . . 

Quantitates a, V, S t S, /, f$mpcr debent c fle pofitivx, ubi omnes 
xquationis radices funt quantitates rcales codcm.figno affecta:* coemcien- 
tes partibus negativis prsefixi funt numeri Z, iz, 30, f6, quarum diffe- 
renti* crcfcunt per 8 in progrellione arithmetica. 

COROLLARIUM II. 

•Ponendo ut fupra (» — r>r 33 m, ut etiam m(m » 4 - 1) ~ n m » 

m' (i*** a» 4 - 4) 33 jm , iw (w — » 5 # 4 ” p) !3 , poteft dcmonftran 

eodem modo, quo h*c Propofitio demonftrata fuit, quod fi Ct 

7» E' E' zD'F 33 a 

m E' E' — — z . 1 zC' G' re a* 

m E' E' 2 . iz • 30B' H' =3 a' . 

m” E' E' *— z . iz . 30 . ffiAT 33 <1 &c. 

Erunt 
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Erunt a\ a\ a r , aT\ & c. fcrapcr pofitiva, fi radices aequationis fint 
realcs, five iifdem lignis afficiantur live .diverfis. Cocfficicntes negativi 
fiunt ducendo coefficicntes z , iz, jo, f<5, p o, Cor. praecedentis in fe 
invicem. . . 

PROPOSITIO IX. 


Exprimant a', b', e', d', e’, m eafdem juantitates ac in Corollariis 

ultima Propojitionis , & erit mE‘ (m4- n4- i) DF 

• * ' s a'4- b'-t~ c'+- fd'+- I4e'. 


Nam per Cor. 2. Prop. VI. * 

E» =3 E' E' +- zD'F' +- <JC'G' +- 10 BH' +- 70AT +- lfzK, 
& per idem Cor. 

DF =3 - - - D'F 4- 4C G' +- ifB H' 4- f6AT +- ztoK» 


Ergo 


*E‘ (m 4- n 4- r) DF =; w»E'E' 4- ( m n 1) D F' 4- 

(m z/t 2) lCGV (m 3 n 3)fB'H'+- (m — 4« — .4) 14AT+- 

(m — f» — f) 4iK. =3 (fubflitucndo fucccffive pro /»E'E', («»— te+r i)D F, 

(w — -zn 4- 4) C’G') (*» 3» -i- P) B'H', ( m — 4« -t— i 6 )' AT', ipfo» 

rum valores dedu&os ex primo Corol. Propofitionis praecedentis) «'+*«+> 
2r'+-ra'-(- 14?', ubi cocfficicntes prtefixi ipfitis a', b, e‘, d' , e, fiinc 
differentiae cocfficientium ipforum E' E', D'F , C'G', B'H', AT', & K 
in valoribus ipforum E‘ Sc DF defumtis ex Corol. 2. Prop. VT. funtque 
1— o, z 1, 6 — .4, zo if, 70 — j-6, Sc zfz — zro. 

COROLLARIUM. 


Cum fit m =- (* r) r, idcoqucw +-»+- 1 =3 (u—^-r 4- 1) (r+-i), 


fcquitur, quod 


(r 


■ ) E* femper debet effc majus quam 


u r -i- 1 

DF, produ&um ex coefficicntibus adjacentibus ipfi E) atque inde dedu- 
cuntur fra&ioncs , quae in NEW TONI regula (cribuntur fupra terminos 
tcquationis, 8c quae multiplicatae per quadrata terminorum , quibus fupere- 
minent, femper debent efficere - produ&um majus produfto cx terminis ad- 
jacentibus}!! radices sequationis li rcales. Manitcllum enim cll, quod fraflio 

« r n . n — r n—r+-\ 


fcribenda luper terminum E.v eff quotus divifionis ipfius 


r- 1* 1 


per — 



PRO- 
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additamentum 

COROLLARIUM. 1. 

Sit comparandum funima quadratorum partium ipiius E , cum 

D F’ fumroa produ&orum ex partibus fimilibus ipforum D & t' •, in hoc 

cafu s cvancfcit, 8c (» r ) r E' E' debet effe majus quam iD'F. Sic 

(» — r) r :=3 m, erit .. <. * 

[n r i ) (r — *0 = r* »4-1* . ■ 

(» — r — z) (r—ti) =3 m 

* ’ • & * * • 

(» — r j) ( r =3 « — 

& 

(» — r — 4 ) ( r 4) — » 4 » -H \6\ 

patet enim in genere , quod 

r q ) (r q) =5.(» r) r qn\- qq =2 w qn->r- qq;. 

Tunc, per hanc propofitionem , fupponendo 


• ; 

1 

m E' E' 

iDF 

(iw — 

- «4- 1) 

D F 

uC'G' 

(w — 

— zw+- 4) 

CG 

3 oB'H 

(»» — 

— J»+* P) 

B H 

r«A,i 

(»— 

— 4»+- iS) 

A' I 

PttK- 


Quantitates a, b ' , f', </', e, f^mper debent cflc pofitivx, ubi omnes 
sequationis radices funt quantitates rcalcs eodem. ugno affectae; coemcien-: 
tes partibus negativis prafixifunt numeri z, iz, jo, f 6, quarum diffe- 
rentiae crefcunt per 8 in progreflione arithmetica. 

COROLLARIUM II. 

•Ponendo ut fupra (* — r>r =2 m, ut etiam +- i) — *» » 

ni (m z»+-4) = m i m {f » — • }»+- P) =3 ?'■> poteft dcmonftran 

eodem modo, quo haec Propofitio demonftrata fuit, quod u ut 

m E' E' zD'F sa a 

w'E'E' — i.rtCCs/ 

m’ E' E' a . iz . ?oB’H' =2 a . 

m*E'E' t . iz . }o . pfiAT 52 d ' &C. . 

Erunt 


( 
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Erunt a', a ", a a"‘ ", & c. fcrapcr pofitiva, fi radices xquationis fint 
realcs, five iifdem (ignis afficiantur five .divcrlls. Cocfficicnres negativi 
fiunt ducendo coefficicntes 2, 12, jo , f 6 , po, Cor 4 praecedentis in fe 
invicem. , 

PROPOSITIO IX. 

Exprimant a', b', c', d', e', m eafdem quantitatis ac in Corollariis 

ultima e Propqfiticuis , (A erit mE‘ (m 4 — n 4- tj DF 

• * te; a 4 — b 4- c' 4- f d 4- 1 4 ^ . * 

Nam per Cor. 2. Prop. VI. 

E* a E'E' 4 -zD'F +- <SC'G' 4 - ioB H’ 4- 70AT' 4- ipzK, 

& per idem Cor. 

DF 23 - - - D'F' 4 - 4C G' 4 - ifB H' 4 - ftfAT 4 - zioKj 


■ Ergo 


»E* (m 4- w 4- t) DF 2; w»E'E' 4 -» ( m n 1) DF' 4 - 

(m — -i» 2) iC GV (m 5 n ^pB'H' 4 - (m 4* — -4) 14AT4- 

(m— p» — f) 42K =3 (fubllituendo fucccflive pro »iE'E',(»»— » 4 - t)D F, 

(w 1» 4- 4) C'G', ( m 4- p) B'H', (w — 4» 4 - id) A'I', ipfo» 

rum valores dedu&os cx primo Corol. Propofitionis praecedentis) a' 4 - b’-\- 
zr' 4 -ftj'f- 14^, ubi coefficientcs praefixi ipfius </', b\ c\ d 1 , e, fitnt 
difTcrentiae cocfficientium i p forum E' E', D'F , C'G', B H', AT, Sc K 
in yaloribus ipforum E* & DF defumtis ex Corol. i. Prop. VT. funtque 
i—o, 2 1, d — 4, 20 if, 70- — ffi, 8c ZfZ — zio. 

COROLLARIUM. 


r 4 - 1) (r 4 -t), 
) E* femper debet cfle majus quam 


r) r , ideoque m 4 - n 4 - 1 23 (» 

n r 


Cum fit m 23 (»- 

fr 

(equitur, quod ( ) ( 

1 51 r +- 1 » r 4- 1 

DF, produ&um cx coefficientibns adjacentibus mfi E> atque inde dedu- 
cuntur fra&ioncs , quas in NEWTONI regula feribuntur fupra terminos 
requationis, 8e qua; multiplicata: per quadrata terminorum, quibus fupere- 
minent, femper debent efficere' producum majus produfto cx terminis ad- 
jacentibus}fi radices aequationis (i rcales. Manifeftum enim ell, quod fraflio 

n-r - «. ./• • • r M ? • ® — r-f-I 


icribenda luper terminum E.v cft quotus divifionis ipfius r ~^_ ~ P cr 


r 


k 2 


PRO- 


3 
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PROPOSITIO X. 

Iisdem nolis fervatis ac in Propofilionilus procedentibus , eodem modo 
invenietur , quod , ut 

mYd ■ * — n 4 — t) DF — a -f— b 4 — ic 4 — d 4 — 1 4 ^ fla 

ffjj ti -\— i) DF 1W H — 4} CG 

{m — — in+- 4) CG — ■ (»>+- 3»+- p) 8H a - - c-e- fd-i- zor, 

( 1 m - j»+- 9 ) BH (w4-4»4- j6) AI =: - - - - d- f- je, 

[m — 4*4- 16) AI — {m-r- f*+- Zf) K. =5 - - * - * * *• 

Hxc theoremata facile deducuntur ex iis, qua: habentur in Cor. z. 
Prop. VI. 8 c in Cor. 1. Prop. VIII. & cocfficientes praefixi ipfis 
a' b c\ d, e, funt differentiae coefficientium terminorum rcfponden- 
tium in valoribus ipforum E 1 , DF, ^^3 bH, AI, 5 c Iv, in Corol. z. 
Prop. VI. 

COROLLARIUM. 

Inde produfta duorum quorumvis coefficientium inter fc pofltint con* 
ferri, ut DF & AI, fi fumma dimenfionum ipforum D & I fit aequalis 
fummx dimenfionum ipforum A & I. Sint dimenfiones ipforum A & F ref- 


peftive aequales ipfis r, 8tm,fitquep sa (jj-J (" J+-r " ) ( J+-5 ^ ^ c ’ 

tot fumendo fraftiones,Tn eadem progreffione,quot dantur unitates in diffe- 

„ „ , ,n— m s pt—m—i s m— 

rentia dimenfionum ipforum D«A. Sit q =5 A m+~z ' «h-$ ' 

Scc., tot fumendo fraftiones, quot fumtz fuerunt in valore ipfius p. Erit 
femper 2 - in DF majus quam AI fi omnes radices aequationis fint quan- 
titates rcales, eodem figno affe&ae. Haec regula etiam locum habet, li- 
«ct radices divorfis- afficiantur fignis, fi modo cocfficientes D & F ant 
zquales. 

PROPOSITIO XI. 

Iisdem pofttis ac in Propofitionilus procedentibus', 

erit 1. mE x (»; 4 -r) ZDF4-O3H-4) z’CG (m+~p) zBHl d 

4- (»»+- 16) zAI ——(»»+- zf) zK j ”* 

z.(»> »4-1) DF (w — »^ 4 ) 4 CG 4 -Cw» — »- l-yBH 7 ^ 

* ( m «4-16) 16AI +- (”> »+-Zf) ifK- - - J 

3.(1» — z« +-4I CG — (w-z»4-p) i<S )7 a ^ 

. zoAI {m 2»-(-Zf) foK -A 

4 (w_3»4-p) BH— (w— J»4- 16 ) 8AI-h-(»»-3»4-ij-) JfR = «; 

c. (m — 4» 4- 16) AI — (w— — 4»+- Z5) toK =s e. 

. Haec 
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Hxc theoremata facile deducuntur ex Cor. 3. Prop. VI. Primum cla- 
re patet hoc modo, a zs n/E'E f. zD F sz (per didtum Corollarium) 

m E* zwDF +- 2 jmC.G imBH 4 - im.\l zwK/ _ 

zDF +- 8CG 18 BH 4 - jzAI— - m ** 

(w-H i) iDF+-(w4-4) zCG — zBH4-(«n-x6) zAI— («H-aj”) tK. 

Reliqua theoremata deducuntur ex eodem Corollario collato cum Cor. i. 
Prop. VIII. 

PROPOSiTLOXII. 


Iisdem po/itis ac i » Cor. 2 . Prop. VIII . trit 

r. m E v ~ (w-S- i) zDF4- (w-t-4) zCG — («M-p) zBH 4 - (iw-t-itf) 
. z AI — (;» 4 - zp) zK ------ 

z. m' E* — 2«' DF (m — iz) zCG — (m — 7t)~zBH 4- 
\m — 240) zAI — («'— 600J zK - ------ 



zAn 


j, m E’ im DF 4 - im’ CG {m' 4 - 360) zBH — 7 

(»>' 4 - 360) 8. zAI {ni' 4- 3«o) 3f . zK - -*• • ^ 

4. w"( E* zDF -f- zCG zBH) 4- ( m 770 . z8) 7 

zAI — («" 7200 . 28) 2K -------- \ 



Haec theoremata fluunt ex Cor. 3. Prop. VI. collato cum Corol. z. 
Prop. VIII. Primum idem eft ac primum in Propofitionc praecinte. 
Secundum demnnllratur fubftituendo in wE'E' — Z4 C'G' =3 A valores 
ipforum E'F. 8c C G' ex Corol. 3. Prop. VI. Tertium invenitur fubfti- 
tuendo in ni' E' E' — 7Z0 B H' ze a' valores ipforum E' E' 8c Il'Hj atque 
fimili, fubftitutione continuari pofluot haec theoremata. 


COROLLARIUM GENERALE. 


Ex hifce Propofitionibus, magna deducitur varietas regularum, quibus 
inveniri poteft, num xquatio aliqua habeat radices imaginarias, nec ne i 
Fundamentum regulo; NEWTONIANjE demonllratur Prop. IX. 8c ip- 

fius Corollariis. Septima Propofitio oftendit , quod fi ( ‘ - ■ ii - 1 ) E* non fit 


majus quam DF — CG-t- BH — AI -t- K, quaedam aequationis radices de- 
bent efle imaginaria: •, ayue haec regula aliquando deteget radices imagi- 
narias, qux per NEWTONI regulam non apparent. Huc ufque nulla 
regula praeter hafce duas publicata fuerat. Sed regulx, qux ex theore- 
matibus propofitionum XI. $c XII. deducuntur, uiriquc prscccdcnti funt 

k 3 P rx * 
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prxferendx > quia qux radices imaginarise poliunt cognofci propofitioni* 
bus VII. & IX., hx femper patebunt per propofitiones XI. & XII, & 
fxpe per has propofitiones deteguntur radices impoffibiles , qux non ap- 

t arent , fi xquaiioncs per propofitiones VII. & IX. tantum examinentur. 

Jtilitas, quam habent regulx ex prop. XI. dcdu&ae, prx illis, qux ex 
prxcedentibus deducuntur, plane patebit, fi confideretur, quod per prop. 
XI. habemus valores quantitatum a', b ', c\ d , e feparatim, cum per 
propofitiones praecedentes habeamus tantum valores quarundam fummarum 
carundem quantitatum eodem figno unitarum. Jam facile patet, quod fi 
hx quantitates feparatim fumtx inveniantur pofitivx, aggregatum quod- 
cunque quarumvis illarum quantitatum debet etiam efic pofitivumj fed il- 
lud aggregatum poteft effe pofitivum , licet quxdam ex hifcc quantitati- 
bus, a , o, c , d , d fint negativx. tlndc lcquitur fi radices xquationis 
afficiantur omnes eodem figno, nullaque appareat per prop. XI. radix impof- 
iibilis, nullam quoque apparere per propofitiones prxccdentes} quasdam 
vero radices imaginarias per XI. detegi polle ubi nullx per propofitiones, 
qux hanc prxcedunt, apparent. Si quxdam xquationis radices fint pofi- 
tivx, & quxdam negativx, (quod facile patebit confiderando ligna ter- 
minorum) tunc in multis cafibus XII. propofitio utilior erit ad detegen- 
das radices imaginarias, quam quxvis cx prxcedentibus. 

• Regula, qux fequitur cx prinjo theoremate prop. XII. locum habet, 
five radices xquationis diverfis afficiantur fignis , five eodem. Multipli- 
cetur numerus, qui exprimit, quot termini in xquationc datum termi- 
num, .ut Ex" r , prxcedunt, per numerum terminorum qui fequuntur in 
eadem xquationc , dicaturquc produ&um illud m ; fintque 4- D , — C , 4- B, 

— A, 4- t coefficicntes terminorum, qui prxcedunt ipfum Ex* r , fintque 
4- F*, — G, 4- H, — I, 4- K, coefficicntes terminorum fequcntium> fi 

i- nt E* non fit majus quam ' 

(w-t-i) DF — . (m — 4) CG 4- (w — 9) BH — (m+- 16) Al4-(/»4- 2*f) K, 

xquatio habebit aliquas radices imaginarias} coefficicntes 1, «»4-4, 
W4-9, &c. oriuntur addendo ipfi m quadrata numerorum i,i, J, 4, &c., 
qui denotant dillantias coefficicntium, a cocfficientc E. Secundum theo- 

1 ■* . J , 

rema prop. XII. oflcndic, quod fi — w'L* non fit majus quam 

..... ...... . ; ' 

_ ni DF— (ni — 12) CG-f- (»»'—72) BH — (ni — 140) AT 4- (ni— fioo) K 

«quatio habebit aliquas radices imaginarias. Exempli gratia 
5i quatuor radices xquationis quadrato quadraticx , ut 


Ax’ 4- Bx‘ Cx 4- D — « 


fint 
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fint quantitates rcales, deduci poteft cx quavis propofitionum V, VII, 
IX, & XI, quod — A' debet cile majus quam B, & i- C‘ majus quam 

BD. Prop. VII. ulterius oftendit, quod ^B*dcbcteflemajusquamAC— D; 

• % • • 
nona demonllrar, quod y B’ debet excedere AC ; fcd regula noftrn , de- 
ducta ex prop. XI. oftendit quod 2B* debet excedere fAC St), cum 

exceftus fit y a 7 & regula dcdufta cx fecundo theoremate prop. XII.' 
oftendit, quod B* debet femper cftc majus quam 2AC4- 4D, cum cxcef- 

lus fit •— a“. Patet ex plurimis procedentibus propofitionibus, quod fi 
4 » * 

radices aquationis habeant omnes idem fignum , AC debet cfte majus quam 

i<SD . Sint difti exceftus fB‘ - — 12AC 4- izD zs p , 4IP pA C s g, 

*AC — 1 < 5 D =3 s. patet , . quod » (=2 4B 1 — toAC 4- itfD) zz q — s 
2. 2 

y (:p s), & quod a" s 34 - s zz ~. 2 /> 4 - 4 f. Ponamus nunc, 

t. Quod s eft pofitivum , & patebit, quod fi fit vel p , vel q negati- 
vum, a' debet etiam efte negativum-, per confequcns ubi VII. vel IX. pro- 
pofitio oftendit radices aliquas effe imagiu*rws, prop. XI. easdem quoque 

* 2, ‘ t 

detegit ; fed quia a s? 3- s E3 •— ( 2p s) , "poteft inveniri negati- 

. P' 

vum, ubi tamen p & 3 eft utrumque pofitivum, fcquitur, quod regula , 
ex prop. XI. deduffci, poftumus in data aequatione detegere radices ima- 
ginarias, quo per propolitiones praecedentes non apparent; fic fi per 
14 tVVTONI regulam, vel per prop. VII. examinemus hac aequationem, 


x 4 


6x>' 4- io.v 1 




nulla apparebit radix imaginaria; fcd cum aB* fAC 4- 8 D (— — 22 

100 210 4 - 8 ;a 2, fiat in hac aquatione negativum, patet duas 

hic dari radices imaginarias. Ponamus 

2. Quod s fit negativum, & quod pateat cx fignis aquationis aliquas radices 
efie pofitivas , aliquas negativas ; in hoc cafu,ut fciamus an aquatio habeat ra- 
dices imaginarias, utiliflima eft regula quam deduximus ex 2 theor. prop. XII; 
fcilicet.quod, fi B* non fit majus quam 2 AC4-4D , quadam aquationis radices 
debent efie imaginari*; cum enim exceftus ipfius B* fupra 2AC4-4D fit zz 

a” zs y (q+-s — (2p-4-4r), atque s fit negativum, manifeftum eft, 

quod fi q vel p fit negativum, i (C debet effe negativum j poteft etiam i- 

4 
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effc negativum, licet utrumque p & q fit pofitivum. Hsec itaque regula 
femper deteget, quasdam dari radices imaginarias, fi quxdam detegantur 
per Prop. VII. vel IX.; & faepe ubi per hafce Propof. nullse tales dete* 

? un tu r radices, quxdam tamen deteguntur per didam regulam. Exemp.gr. 
i examinetur hxc xquatio 

X 4 -+- fX J -t- 6x' K IZ S « 

nullx deteguntur radices imaginarix per Prop. VII. vel IX, & licet 

AC t6D (cs s ) fit negativum, non tamen inde fcquitur dari in xqua- 

tione radices impolfibfles, quia ptet ex fignis terminorum radices hujus 
xquationisdiverfis affici fignis; fcdquia B*— zAC-t-qD (=3 3fi-*-io— 48=; — z) 
cft negativum , patet per noftram regulam hanc xquationem habere ali- 
quas radices imaginarias. 

Poffem offendere prxterea, quomodo ope regularum ex propofitionibus 
XI. 2 c XII. dcduftarum detegi poflit, num xquatio habeat plus quam duas 
radices impoffibiles , 8 c in genere, quomodo hifcc regulis determinetur 
numerus radicum impoffibilium; fed ut hoc ftri&e dcmonftretur, longani- 
mis explicatione, & quibusdam Lemmatibus . indigerem •. hoc tantum ob- 
fervandum, quod hx propofitiones XI. & XII. utiliflimx invenientur 
inter omnes, quas in hunc ufum explicavi j Ex. gr. fi xquatio hxc 

• " »1 4 

A? 4 -t- — 4*3' x -4- b* zZ 0 


examinetur per regulam NEWTONl, invenietur habere quatuor radices 
impoffibiles, fi a fit majus quam 3 > licet enim quadratum lecundi termini 

du£him in fra&ionem fitxquale produ&o ex primo & tertio termino, 


in hoc cafu tamen fignum ponendum cft fub fecundum terminum. Idem 

dicendum de quarti termini quadrato. 

Regula dcdufta ex Prop. VII. offendit quatuor dari radices imagi- 
narias, fi a fit majus quam 3 , vel fi b * fit majus quam 1 f<J‘. Sed regu- 
la dedufta ex Prop. XI. offendit quatuor radices effe femper imaginarias , 
ubi a cft majus quam 3 , vel b' majus quam unde patet rcgulx hujus 
, excellentia prx duabus hifcc aliis. Tam multa dixi de xquationibus qua- 
drato-quadraticis, ut obfervationes , qux in xquationes plurium dimenlio- 
num fieri poliunt, iis relinquere cogar, qui hoc fibi penfutn inponcrc vo- 
lent. 

Dum prxcedcntcs Propofitiones inveftigarem, fupputationes tam intri- 
catas mihi fuit ineundum, ut fxpc conatus fiicrim faciliorem detegere me- 
thodum hanc tra&andi materiam. Hxc, qux fequitur, multum mihi pro- 
fuit, nec tibi forte injucunda videbitur; per hanc maxima quxdam invefti- 
go facillima via, qux vulgari methodo non ita commode poffent demon- 
strari. 


L E M- 
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LEMMA V. 

i . . 

Data linea AB in duas partes ad libitum fedta ut in P, dico rc&angu-T *«. 
Ium ex partibus AP 8c PB fore maximum, fi ha: partes fint aequales. Pa- XIII. 
tet ex Elementis Euclidis. F*S- *• 

* . j» 


L E M M A V I. .* . 

Si linea AB dividatur in partes quotcunquc A C , CD , DE, EB,pro-TM. 
duftum ex omnibus hifce panibus etit maximum , ubi ha: partes funt *qua-£. ,n \ 
les inter fe. • • h E- *' 

Sit enim pundum D ubi placeat, manifeftum cft, quod 11 DB fecctur 
in duas partes «quales in E, produ&um AC . CD . DE . EB majus erit, 
quam AC . CD . De . <?B, quia per Lemma praecedens DE . EB majus eft 
quam De . eB. Eandem ob rationem AD Sc CE debent aequaliter fecari iti 
C & D, per coqfequens necefle cft ut omnes partes AC, CD, DE, EB 
iint «quales, ut produ&um ex iis omnibus lit maximum. 


L E M M A V I I. 

• * -w 

Summa produ&orutn, qux fieri poliunt ex binis partibus ipfius AB eft 
maxima , ubi ha: partes fun( «quales. Summa horum produtftronim cft 
AC . CB CD . DB -+• DE . EB. Jam ut DE . EB fit maximum , DB 
debet aequaliter fecari in E, per Lem. V. Eandem ob caufam AD & CE 
■debent «qualiter fecari in C 5c D , ideft omnes partes AC,'CD, DE, 
EB debent effe «quales, ut fumma omnium horum produ&orum fit maxima. 

• • ’ . * , ' * # •(* 

LEMMA VIII. . 


Summa produ&orum cx ternis partibus lineae AB cft maxima , ubi emneS 
partes funt «quales. H«c fumma cft AC . CD . DE -t- EB (AC . CD-+- 
AC . DE + CD . DE). Sit runftum E datum, manifeftum eft, quod 
A E debet «qualiter fecari in C & D ut AC . CD .DE fit maximum 
■per Lem. VI. & ut AC . CD -t- AC . DE .+. CD . DE fit maximum 
per Lem. V*1I. Unde fcquitur, quod omnes h« partes AC, CD, DE, 
EB debent efle «quales, ut fumma productorum cx ternis illis fit maxima. 


LEMMA IX. 

» ' * 

Manifeftum eft hanc ratiocinandi methodum effe generalem, &, quod 
fi fumma quarumvis quantitatum fit data, fumma omnium produftorum, 
qux fieri poliunt multiplicando datum illarum numerum inter fc, debet 
effe maxima, ubi h« quantitates funt «quales; fcd fumma quadratorum, 
■cuborum, vel in genere, lingularum harum quantitatum ad quamvis po* 
tentiam elevatarum , eft minima ubi hae .quantitates funt «quales. 

: Tom. II. 1 THEO- 
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Ponamus x n — Ax n ’ Bx n " — Cx 11 3 .+. Dx n ' 4 — Ex”’ 5 -4- &c. =5 o ejft- 
*quationem cujus omnes radices non funt aquales : exprimat r dimcnfiomm 

alicujus coeffcientis,ut ipfius D; fit que Isn (- -) (?- — &c. tot 

. t ' i ' ^ ^ j ^ 

J 'umendo faRores , quot dantur unitates in r. erit femper — . A r mi/su quam 

D, / radices aquationis fmt quantitates r cales , ««</«» _//£«« affeRa. 

Hoc potcft dcmonftrafi per Prop. prxccdcntcsj fcd ut demonflremus 
per poftrema Lemmata , fumamus xquationem, cujus omnes radices fiqf 
aequales , illarumque radicum fumma zz A , fummx radicum xquationis 

propofitx , «quatio aflumta erit (x — A)” =5 fl * 


▼ el 

*»_A*’ I +»(^) ~ x*-' — „(*-=!) x-3 fccsSV». 

x n t j n ’ 

& fi r exprimat dimcnfioncm cocfficicntes alicuius termini hujus xquatio- 
nis (ideft cumerum terminorum, qui illum coefficicntem prxccdunt,) mani- 

feftum eft quod ipfc terminus erit / . ~ . x” r >.fed per fuppofitioncra 


ter 


Dx 


eft terminus correfpondcns in xquatione propofita, & D debet 
efle fumma omnium produ&orum, qux fieri poflunt multiplicando tot 

l\r 

radices xquationis inter fc, quot dantur unitates in r. & — debet efle 

furhma fimilium produftorum, ex radicibus xquationis affumtx, qux ulr 
tima fumma maxima eft , per Lcm: prxccdcns , quia xquationis aflumtx 
radices funt omnes aequales, carumque fumma «qualis fu (limae radicum 
xquationis propofitx, & fumma ejusmodi produ&orum eft maxima, ubi 
quantitates iunt «quales inter fc. 

r 

aB T 

Sequendo eandem methodum poteft demonftrari, quod — — l 

femper majus efle debet quam coefficicns termini x" r in xquatione, cujus 
radices funt quantitates rcales , eodem figno affectx , dummodo r fit nu* 

r 

«erus major quam z. Eodem modo (— - — *' *. ) * . / debet eflfc 

>(»— i) (»— z/ 

.... majus 
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majus dido cocfficcnrc, fi r fit numerus major quam 3. Haec theorema- 
ta facile poliunt continuari. 

Tertia methodus, de qua initio hujus epiftolas mentionem feci, dedu- 
citur ex confidcrationc limitum radicum aequationis, & licet, quod ad hos 
limites adtinet, jam ab aliis aufloribus fuerit explicatum, quia tamen il- 
lud diverfa via demonftro, atque huic materi* applico, breviter hujua 
methodi dabo rationem. 


LEMMA X. 

Si transformetur aequatio quadrato-quadratica * . 

x 4 Ax* Bx l — Cx + D S o, 

in aliam qux habeat omnes fuas radices refpeftive minores valoribus ipfiu» 

x, data quantitate e, ponendo^ =5 x e, vel y -+■ e s x, *quatio 

transformata, inverfo terminonim ordine, hanc induet formam. '* 

e 4 4 - 4 e^y +- 6 e'y' +- 4 ey l +- jr* 53 o. 

Ae J - — 3Ae^r i^eyl A “*• 

-1- Be 1 4 - iRey +- B y 

■ — Ce C y 

4 - D • . 

Ubi manifeftum eft 

i». Quod primus terminus e 4 Ar' Be’ Ce .4- D, eft quan- 

titas , qux oritur fubftitucndo e pro x in aquatione propoGta, 

. • - A 

x 4 A.v 1 Bx* Cx -t- D. 

i*. Quod coefficicns fecundi termini 

4e l 3 At' ■+■ iBe C 

eft quantitas, qu* oritur multiplicando unamquamque partem primx 

e 4 Ae> ■+■ Be s Ce D , . 

per indicem ipGus e in illa parte, 8 c dividendo produ&um per e. 

3*. Coefficicns tertii termini 6e‘ 3Ae -+- 1 } oritur ex praecedente j 

4r> ]Ae* -t- iBe C 

multiplicando unamquamque partem per indicem ipfius e, 8 c dividendo 
produftum per ze. 

4. Coefficicns quarti termini oritur eodem modo ex prxcedentc, aJbi 
produ&um dividendum eft per 3?. Et in genere coefficicns cujusvis tef- 

1 a nii-. 
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-mini deduci poteft ex cocfficientc termini pnccedcntis, multiplicando 
unamquamque partem per indicem ipfius e, Sc dividendo produ&ura perr, 

8 c per indicem ipfius j in termino, qui quxritur. 

LEMMA XI. 

1 i 

Si quxvis xquatio transformetur eodem modo, ut 

x” A*""* -4~ Bx ** 1 Cx ”" 3 ■+■ £cc. =*, 

ffipponendo y 7=1 x f, vel x ss e- 4 -jr, Sc per confcqucns x” ^ (e- 4 -jO*, 

Jix n ' 1 z= A (e-t-y)* 1 , B (e-t-y)'' 1 &c. x quatio transformata, in- 

vrrfo terminorum ordine hanc induet formam. , . 

e » . e y -+• n . — - — c y x Scc. 

A e ”' 1 — (»— i)Ac nl y — « (»— ') A Scc. 

B/ 1 - 4 - (»— *) -4- (n-i) f—-*) B t*f Scc. 

, C /"’ 3 (*- iH 5 — 4 ) Cr-y &c. 

&c. &C. &c. 

Ubi patet 

i*. Quod primus terminus e " Ae° 1 -4- Br” * — Ce” 3 &c.e(t quan- 

titas, qux oritur fubftituendo t loco ipfius x in xquatione 

n 4 »-1 n-l «-3 * 

x Ax -4- Bat C.v 3 «c. 

t». Quod coefficiens fecundi termini 

’ r ' • 

«e "' 1 (*— 1) Ac™ -i -(» z)Be" 3 (• ^Ce ” 4 &c. 

deducitur ex prxccdente, multiplicando quasvis ejus partes per indicem 
ipfius e in illa parte, & dividendo produftum per e, 

' ■}•. Quod coefficiens tertii termini deducitur ex cocfficientc fecundi, mul- 
tiplicando eodem modo quamvis ejus partem per indicem ipfius e in illa parte, 

f>C dividendo per it. In genere, coefficiens cujusvis termini, ut y Redu- 
citur 
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citur cx coefficicntc termini procedentis, videlicet/ 1 , multiplicando 

3 uanivis partem hujus coefiicientis , per indicem ipfius e in illa parte, 8c 
ividendo produftum per re, id eft per * duftum in indicem ipfius y. 

LEMMA XII. 

Si fubftituantur per vices duae quolibet quantitates K & L loco ipfius x 
in oquationc 

* + Ax*. -4- BX* — Cx -4- D n Oy 

& quantitates, qua: ex hifce fubftitutionibus oriuntur, fint affc&o diverfis 
fignis, erunt K & L limites unius vel plurium radicum realium xquationij 
propofitasj ideft una harum quantitatum debet efle major, altera minor, 
quam una aut plure* radices rcales hujus oquationis. 

Si enim fupponas tf, b, e, d efle radices hujus oquationis, patet, cx 
aequationum genefi , quod 

X* Ax J •+- Bx' Cx' +Ds (x a) (x b) (x — — e) (x — d) j 

ideoque fi fubftituatur K & L pro x , in 
(x a) (x b) (x e) (x d) 

Sc produftum fit in uno cafu pofitivum, & in altero! negativum , fcquitur 

3 uod unus ex diftis faftoribus,fi K pro x fubftituatur, debet habere Agnum 
iverfum ab eo, quod habet, fi L pro x fubftituatur. Ponamus illum fa- 

ftorem efle x — b, cum K b, Sc L b fint quantitates , quarum 

una eft pofitiva,8c altera negativa, fcquitur quod i, una c radicibus oqua- 
tionis, debet efle minor quam una, St. major quam altera harum quantita- 
tum K. & L. Ideft K. & L erunt limites hujus radicis. 

Dico porro, quod radix cujus K & L funt limites, debet efle radix 
rcalis propofito xquationis. Produ&i enim ex fa&oribus, qui radices im- 
poffibiles continent in aequatione nunquam poteft fignum mutari , quovis 
quantitas realis fubftituatur pro x-, quia numerus ejusmodi radicum femper 

eft par> & produ&um e duabus talibus radicibus, ut (X m V n x ) 

(x m-\-V » s ) eft (x — m quod femper eft pofitivum, quo- 

cunque quantitas pro x fubftituatur, dum manet pofitivum , id eft,. 
dum ho duo radices manent impoflibiles. 

LEMMA XIII. 

Si fubftituantur.K Sc L per vices pro x in oquatione x" — Ax* 1 -+■ Bx" 1 
8cc, & quantitates, quo inde oriuntur, diverfis afficiantur fignis, erunt 
K & L limites uniusvel plurium radicum oquationis propofito : hoc Lem- 
nia eodem modo ac procedens poteft dcmonftrari» 

. 1 3 THEO- 


Digitized by Google 


IS ADDITAMENTUM. 

THEOREMA I. 

Si a, t, e, d fine radices aequationis 

x 4 Ax’ -4- B.v‘ Car -4- D j 

erunt hx limites xquationis 

4* 1 3 Ax 1 -+. iBx — C s 3 0 . 

Ponamus a cfle minimam c radicibus xquationis quadrato- quadratae* 

Ax’ -+. Bx* C.v -+- D zs, 0. 

i fecundam, c tertiam, d quartam $ erunt valores ipfius y in aequatione 

LemmatisX, a e, b e, c e, d e •, deinde fubftitucndo fuc- 

ccflivc a, b, c, d pro e in dicta aequatione ipfius y , unus c valoribus hu- 
jus evanefcct in una quaque fubllitutionej & primo termino aequationis 
ipfius^, videlicet e 4 — Ac» -1- Be l Cr-t-D, cvancfccntc, «quatio re- 

ducetur ad cubicam hujus formx , 

4 e i -4- 6 e'y -4- 4/»* y' zX e. 

3 Ae* 3Ar^ A y 1 

-t- zBe -4. B 
C 

Per confequens 4e’ }Ae‘-+-zBr~— C debet efle produfrum ex reliquis 

tribus radicibus ipfius y, mutato fignoj id cft hoc produdtum debet efle 
«quale 

( b a ) (c — a ) {d — a), 

quando e fupponitur xquale a } debet elfie 

(a b) (e b) (d-b), 

quando e es b i debet efle 

(* <0 ( b r) (d c) 

■quando {Sq tandem debet efle 

(a d) (i d) (c d ) 

quando e ss d. Jam patet, quod hxc produfta 

W-*)t (a-b) Cc-b) (d-b)> a-c) ( b-e ) (d-c)> 
\*— a ) ffi—d) (e-.d)-, debent affici refpc&ive fignis -4-, — , -4-, — j cum 

, - pri* 
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primum fit produftum ex tribus quantitatibus pofitivis > fecundum ex 
una negativa & duabus pofitivis > tertium ex duabus negativis & una ’po- 
fiiivaj quartum ex tribus negativis: ideo, cum fubftituendo a, b c d 
per vices pro e in quantitate 4*’ — $Ae* -4-aB«r_ C , hxc quantitas’ alter’ 
natim fiat pofitiva & negativa, fcquiturex ultimo Lemmate, a, b, c d 
efle limites xquationis 4/* — } Ae l ■+■ aBe — C ;=; c, vel 4x1 _ 3 Ax*’-+. 
lBx — C s t, 

COROLLARIUM. 

Sequitur ex hoc theoremate, quod fi a ' , b’, c' fint radices xquationis 
4 **— — C = 0, debent exdem efle limites radicum 4, b, c. d 

radices xquationis quadrato- quadraticx x* — Ax 3 -t-Bx* — Cx-t- D ~ o- 
fi enim a , b, c, d fint limites radicum 4', b', e\ debent reciproce hx efle 
limites inter 4, b, c, &c dr 

THEOREMA II. 

Multiplicentur termini xquationis cujusvis quadrato - quadraticx , ut 
x ' — Ax 3 -4- Bx l — Cx -4- D xj 0, per arithmeticam feriem quantitatum 
^.■ + '.4 w 5 i l -t- zm , I -4- m , /, erunt radices xquationis propofitx 

limites radicum xquationis, qux cx di&a multiplicatione oritur, ideft hu- 
jus xquationis 

/x 4 — Mx' -4- /Bx> _ /Cx _h /D =; e. 

-4- £ t mx‘ — jtoAx 5 -hiwBx 1 — «Cx 

ponamus enim, quod fubftituendo 4 , b , e y d r radices xquationis datx 
x 4 — Ax 1 -+- Bx 1 — Cx-+- D =; 0 , fucceffivc pro x in 4X 3 — jAx*-*-Bx— C, 

S uantitatcs qux inde oriuntur ,fint—R, ■+■ S, — T,-+-Zj fi exdem fub- 
ituantur in xquatione 

/* 4 — /Ax» -+- /Bx 1 — /Cx + /D ^ o,. 

-4- 4«x‘ — 3«Ax’ -+- zmBx' — mCx 

cum evanefeat, in quavis fubfti turione, /x 4 — /Ax*-4- /Bx 1 — /Cx -4- /D, 
patet evidenter, quod reliquum evadet fucceflive xquale — »;Rx, -4-»Sx, 
— «Tx, m-miZxj ubi, cum figna harum quantitatum fint alternarim ne- 
gativa S^pofitiva, patet a, 6 ,. e , d efle limites ultimx xquationis, per 

COROLLARIUM. 

Hinc fequitur 4, b, e, & d efle limites- xquationis cubicx 
Ax’ — iBx 1 }Cx — 4D 53 0. 

tc 
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& cotwerGm radices hujus cubicx e fle limites radicum aquationis quadra* 
to-quadraticx 

x* — Ax’ -+- Bx 1 — Cx 4- D =3 o\ 

nam multiplicando hanc quadrato-quadratiesm xquationem per progreflio» 
hem arithmeticam, o, — i , — a, — j, — 4, oritur hxc cubica 

Ax’ — zBx* — jCx + D z; « . 

THEOREMA III. 

In genere, radices xquationis 

x" — A.v”' r -H Ex*" 1 — Cx ? ' 3 4 - &c. =5», •. 

funt limites radicum xquationis 

»x” 1 — (»— 1) Ax”' 1 .+. (»_z) Bx ”' 3 &c zs 0» 

vel cujusvis xquationis, qux deducitur cx prima, multiplicando ipfius ter* 
minos per quamvis arithmeticam progreflionem , ut (/-*-</), (/-+-zrf), 
(/-4-3*/), Stc; & convcrfim radices hujus novx xquationis erunt limites 

radicum xquationis propofitx , 

* . ' 1 

x” — Ax” 1 4- Bx” 1 — &c. 3 0. 

Hujus Theorematis demonftratio deducitur cx Lemmatibus XI. &XIIT, 
eodem modo, quo prxcedentia Theoremata dedufta fuere cx Lemmati- 
bus X , 8c XII. atque per hxc Theoremata facile pervenitur ad ea, qux 
fuper hac materia tradantur ab algebraicis feriptoribus. 

T H E O R E M A IV. 


Aquatio 

x” — Ax” 1 -+- Bx” 1 — Cx” 3 4- & 5; 0, 
tot habebit radices imaginarias , quot dantur in xquatione 

nx 1 — (»— 1) A” 1 4- (» — 2) Bx”' 3 &c. 55 0, 

1 

• vel in xquationc 

Ax”' 1 — zBx”' 1 -4- jCx ”’ 3 — &c. ss 0'. 

Ponas aliquam radicem xquationis 

t* 
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nx n t — (» — t)Ax”~ +- (» — z) Bx” 3 &c. =j o t 

vtp, fieri imaginariam , dux radices sequit ionis x" — Ax”’ 1 -r-Bx^&c.se #, 
qux hujus p funt limites, non poflunt ambx efie quantitates realcsj patet 
enim ex demonftratione Theorematis 1 , fi hse radices line quantitates rea- 
les, & fubllituantur pro x in 

• I • ’ 

nx ^ 1 — (»— i) Ax”" 1 -4- (n—t) Bx*" 3 &c, 

quantitates, qux inde orientur, contrarijs debere affici lignis, & per con- 
iequens radix p , cifjus illae funt limius, debet effie ridix rcalis, contra fup- 
politionemj idem locum habet, ii agatur dc xquationc 

Ax” 1 _ iBx”" 1 jCx*" 3 — &c. =s #, 
eandem ob rationem. 
COROLLARIUM I. 

AEquatio quadrato-quadratica, 

«f 4 — Ax J Bx* — Cx -i- D — c 
duas habebit radices imaginarias, fi dux dentur tales in xquationc 

4-v 5 jAx* zB.v C es «j > 

>■ vel in xquationc » 

Ax 1 iBx' -+- jCx 4I) es #. 

Sed dux radices xquationis 
4-v' 3AX' -+- zBx — u C zX 0, 

• .... • .. K • . 

funt imaginarix, (i fuit imaginarix ambx radices xquationis quadraticx 

I f 

, . 6x' 3 Ax -+- B es 0, 

vel xquationis 

zAx 1 4BX 3C es #, 

• ' . • 

quia radices harum xquationura quadraticarum funt limites illius cubicx 

xquationis, per Thcor. III. Eandem ob caufam dux radices xquationis 

A.v* — - zBx‘ •+■ $Cx — . 4D es * 

> y m. II. m erunt 
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enint imaginari* fi fint Tmpoflibiles radices quadratic* 

jAx* 4BX + )C S , vd hujus Bx* jCx ■+■ 6 D ;=: x 

Ideo dux cx radicibus xquationis 

x* A*' -+. Bx* . Cx D “ o 

erunt imaginaria- , quando radices harum quadraticarum 
dx* — jAx + Bsj, }Ax* 4BX-+- jC =5 0 , B.v' - — 3(jx-i- (SD sj » 

i ® 1 

1 . 2 , . i »l •• # 

evadunt impollibiles , id eft, per Prop. I. quando — A’ minus e fi quam B, 
vel ^-B', minus quam AC, vel C ! minus quamBD. 

COROLLARIUM II. 

Procedendo eodem modo ex quavis aequatione, ut 


f A 


x" Ax"’ r -+- B»x"‘ l — Cx"* 3 Scc. ss e, 

tot poflunt deduci zquationes quadratic* , quot dantur termini in xqua- 
tione propofita, primo & ultimo exceptis: & omnium harum aequationum 
quadraticarum radices debent efle reales, fi propofita nullas habeat ima- 
ginarias. Quadratica dedufta ex tribus primis terminis , x“— Ax“‘ ’ -t- B-x”' 1 , 
habebit hanc formam , 

• • • * | . i 

'n '(* — 0 (» — a) (» — 3) &c. x*— — 

(» 1) (» a) (» 3) ( n 4) &c. Ax 

(» a) (» 3) (» 4) (* f) &c. . B, 

« ^ 1 _ 9 >1 § * • * • • • • 

Continuando feriem fa&orum donec tot dantur quot dantur unitates in tt—tt 
deinde dividendo aequationem per fadtores n— z y »—3, &c. qui in quo- 
vis cocfficicnte apparent, zquatio evadet ejusmodi, 

»(* — i).x* — (» — i).zAx -+. 1 . 1 . B =: n 

Cujus radices erunt imaginari*, per Prop. I, quando» (» 1) x . 4B 

majus eft quam (» 1)* . 4A 1 , vel quando B majus eft quam ■ A'* 

ita ut propofita zquatio debeat habere aliquas radice* imaginarias, fi fit 
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B majus quam - A*, ut dcmonftratum fuit alio modo in Prop. V». 

Quadratica aequatio eodem modo dedufia ex tribus primis terminis 
«rquationis • 


Ax"‘ x zBx*' 1 }Cx" 3 Se ~ o, 

hanc induet formam (» — i) (n 2) (» 3) fice. . Av’ f» t ) 

f» — j)<» — 4) &c- '• (» — ?) (» — 4 ) r »= — d scc . . j ea»! 

qua:, dividendo per faftores communes cuivis termino, reducitur ad hanc 

(» 0 (» 1) Ax* (» 2) . 4B.V + 6C s «| 

a 

• . * . r 

cujus radices erunt imaginariae, quando - . . B : minus cfl quam 

; ’ J n I * 

ACj id coque in hoc cafu 9 quxdam e radicibus xquationis propofiix erunt 
etiam imaginaria:. 


COROLLARIUM III. 


In genere Cnt 


Dx' r '* Ex n ' r h- Fv* ""' 

utcunque tres termini aequationis 


*" A*”' 1 .+. &c. - *, 

fc mutuo fequentes} multiplicentur hujus aequationis termini primo per 

progrcllionem », n 1, « zSec. deinde per n 1, n z, » — j&c, 

tum per n — z, « 3, n 4 8cc, donec multiplicaveris per tot pro- 

grefliones , quot dantur unitates in » r 1. Porro termini, qui ex pri- 

mis multiplicationibus oriuntur, multiplicentur toties per progrcflioncm 

o, 1, 2, 3 &c, quoties unitas datur in r 1 Se pervenietur tandem ad 

quadraticam aequationem hujus formx 

(»->0 O— r_i) (»— r— z)&c. (r-ij (r- z) (r- 3) (r- 4) fice. . Dx*_ 
(w— r)(»— r— 1)(«— r— z)(*— r— 3)ficc. . r (r— 1) (r-z) (r— 3) &c. . l£*-+- 
(»_r-i)(»-r-z)(»-r-3)(»-r-4)&c. . (M-i)(r(r_i) v r— z) fice. . FsS 0. 

r 

& dividendo per faftores » r — 1, n r — z fice. Ser — t,r a fi ce. 

qui in quovis coeffitiente dantur, aequatio ad hanc formam reducetur , • 

(• — '-hi) (* — r) 2 . x . Dx* — (w— r) z . r.zEv^-z . 1 .(r-t-i)rF =se, 

m z eu- 
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ft — to» /* y 

cuius radices erunt imaginaria (per Prop.I.) quando ( . — ) ( -)E* 

J — r-t - 1 r-+- 1 

minus efl quam DF. 

Unde patet fi quivis terminus hujus ferici fraftiomim 



&c. dividatur per terminum proxime antecedentem, & quotientes ponan- 
tur fuper terminos xquationis 

» , r-i „ nz _ ko „ 

. ac Ax - 4 - B.v Cx } 8cc. aa e, 

incipiendo a fecundo termino, fi hoc pera&o, quadrarpm cujusvis termi- 
ni diuChim in frattioncni fupereminentem inveniatur minus quam produ- 
ctura ex terminis adjacentibus, quasdam hujus aquationis radices efle ima- 
ginarias. 

Plura poflent addi fuper hanc materiam, fed vereor ne putes me jam ea 
dixific, qua fufliciutit, ideo addam tantum demoniirationem quarundnm 
regularum algebraicarum , &,quorundam Theorematum, qua facillimp cx 
Lemmate XI. deducuntur. 

I. Regula, qua cognofcitur, num dua vel plures radices aquationis fint 
aquales» immediate fcquitur cx di£to Lemmate. Pone duas radices aqua- 
tionis 

tt a M~I r» o ®"3 o 

x A.v -f- B.v Cx J &c. r: • , 

efle aquales, erunt etiam aquales duo valores ipfius^, (quod femper e ft aquale 

x e). Ponamus e efle aquale uni cx duobus valoribus aqualibus ipfius 

X, & cvancfcenc duo valores ipfius y, ideoque primus & fecundus termi- 
nus aquationis ipfius y in Lem. XI. debent evanefeere } quiajr* debet da- 
ri in quovis termino : erunt ergo 

e” — Ae” 1 -+- Be” 1 Ce"' 3 Scc. ra e» 

& 

ne” 1 (» 1 ) • Ae” “.+-(» — ■ i) Be” 3 8cc. es v, 

per confequens dux ha aquationes habebunt unam radicem communem^ 
qua debet efle una ex radicibus ipfius x, qua aquales fupponebantur. Elt 
ergomanifefium, quod ubi duo valores ipfius x lunt aquales in aquatione 

’ » n a n-t n n-s „ 

x — Ax Bx «e. ea o, 1 

illorum unus debet efle radix xquationis 
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nx" r — ( n — t ) Ax” 6 ( — — ; ) Bx” 3 8cc. sa o. ’ 

Si trts valorcs ipfius x fupponantur a-qualcs, inter fc & ipfi r, tres va- 
lorcs ipfius y , (sa.v- — e) evanefeent, & tres primi termini aquationis 
ipfius jr in Lem. XI. evanefcuntj idcoque erit , 

.. *• t • . • * • • 

n (» — i)./’* (» — i) (» 2) . Ae“ -+- (» — z) ' 

. (» — j ) . Be” 4 &c. =; o 

& unus cx aqualibus valoribus ipfius x erit una ex radicibus Iiujus ultima: 
aquationis j & duo honim valorum aqualium erunt inter radices aquatio- 
nis ■ 

ff.v"’ 1 (» — i ) . Ax”* 1 -t- (n z) Bx” 3 Scc. :=: «. 

• In genere fi aquatio 


n * n*i .. n-i c 

n Ax -i- Bx Scc. cr o 

tot habeat radices aquales , quot dantur unitates in S , tot cx hifcc radi- 
cibus dabuntur in aequatione 

*» 

nxIlL. ( n — i ) . Ax" 1 -+. ( n — z ) . B.v° J &c, =: o , 

• • 

quot dantur unitates in S — i. Eodem modo tot erunt cx valoribus ar qua- 
libus in sequatione 


n (»— i ) . x” 1 (» — i ) («—a) Ax”’ 3 -+- (» — t) (« — 3)B.v” 4 Scc. si e, 

quot dantut unitates m S — z , & fic deinceps. 

II. Generalis regula, quam dedit NEWTONUS in Articulo dt limiti • 
iui tqualionum , qua invenitur limes major quovis ex valoribus ipfius x , 
immediate deducitur ex Lem. XI. Patet enim, quod fi e talis fit quanti- 
tas, ut pofita in omnibus cocfficicntibus ipfius .y, videlicet in 

f’ Ae" r 4- B/’* &c. ne” 1 (» 1 ) . Ar”’ 1 ( — z ) Be" 3 &c. 


» ( ~ - (» “ 0 ( “- 1 ) A^3 + (»— 3 ) ( > Br- &c , 

det omnes quantitates, qua: inde oriuntur, pofitivas , in hoc cafu, cum 
nulla fit mutatio lignorum in aquatione ipfius 7, fequitur omnes ipfius y 
valorcs cfic negativosj & cum fitfemper/ es x— — r, patet e eflequan- 

m 3 lica- 
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titatem majorem quovis valorc ipfius x, id eft e debet efle majus quavi» 
radice xquationis 

X" Ax ”' 1 - 4 - Bx“ 1 — Cx” 3 ficc. =3 o. 

III. Ex eodem Lem. XI. Theoremata quxdam uriliflima circa metho- 
dum Seriemtp fic Fluxionum , & refolutionem xquationum facillime dedu- 
cuntur. Patet enim , quod cocfficicns fecundi termini in aequatione ipfius 
y in difto Lemmate eft fluxio primi termini divifa per fluxionem ipfius c\ 

cocfficicns tertii termini eft fecunda fluxio primi divifa per i e 1 i ponendo 
e fluere uniformiter > termini tertii cocfficicns eft tertia fluxio primi divifa 

per z . 3 *’, 8 c fic deinceps: ideoque fupponendo e”— Ac” '-t-Be" 3 ficc.csc, 
xquatio quajr determinari debet, erit 


c e 

f + r) + : 

t i.ie' 


i . z . e 


f ficc. =; o. 


atque inde, quando e eft propemodum valor ipfius x, Theoremata dedu- 
ci poflunt, quibus approximare poflumus ad j, ac proinde ad x, quod 

fttpponitur xqualc y -t- e. . ‘ 

Tai. IV. Si AP (s x) abfeifla, PM (=3 *) ordinata cujusvis curvx BLMj 
XIII. & ponamus aliam quamcunquc abfeiflam AK s e, fic ordinatam KL esc, 
F>fi- S- erit . 

x. (=3 PM) =: c ~ y +L ~ y' 1 1 — y * +. — y' ficc. 

e ie i . je* z . j • 3f 4 


Ponatur enim z, xquale cuicunque feriei, qux confiftat ex datis quanti- 
tatibus, & potentiis ipfius x, ut Ax* -t- Bx r -t- Cx' Scc. fic fubftituen- 
tlo e cp. y loco ipfius x habebimus eodem modo ac in Lem. XI. 


z =3 Af* +L nAe”' 1 y -+. » (* -)Ae ni y' fice. 

2 » 


■+• B/ rB/ 1 y + r ( r c'* y' fice. 

+ Ct' +1 sCe- 1 y + / (*ZZ±)Ce ' z f ficc. 

&C. ficc. ficc. 

’ » f . r . . * ■ 

Sed ubi x st « t tunc 
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“ f S A e ■+• + Ce 2cc> 

•' & 


f es nAe' x e •+■ rBe'~ : e 


■+■ s Ce ’ ' e &c. 


* (a 1) Af* V + r (r 1) B/V -+- j (s 1) Ce'V Scc. ' 

... » , ' . , 

ideoque 


‘ ‘ *■ - - *■ 

ze* a . Jf j 

Eodem modo invenies 


~ f +- — — r’ &c. 

e ze* a . te’ 


^ Z* X 

")+^rr'i — *r- / -+- &c. 

* ax 2 . 3*> 

nam 

Ae + V + Ce' - A(* +• r / + B (* t j) r C (x+;^)' &c. 


x +r — y 
x 


rx* 


f ir &C. 


Area KLMP aequalis cft fluenti ipfius sy, vel ey. Sed 
* •• •• 

ty ***+-& »* rp &c - 
& 


KJ =UJ ^±„+ 4 - / y - J<J Scc. 

Per confequens, fumendo fluentes. 


KLMP =3 cj £. jr l r *) £. — SCC. 

U X . Jf* i .}*/ 1 


vel 
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1 vel 1 s ... 

• •• •• 

KLMP =x zj -+- t * y' -+- — — r- y * +r -■ C — y 4 &c. 

zjc r . 3* 1 1.3.4** 

Hoc ultimum Theorema illud eft , quod Dodiflimus Dominus Bernoulli in 
lucem dedit in Adis Lipfienfibus Anni MDCXCIVj fcdjam' tempus cft 
longae huic cpitlolsc finem imponendi, &c. 
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METHODUS DETERMINANDI 

I ’ ) %•/***! 1 

•4 44 I i ifi , > i I. 

numerum radicum impojpbilium in aquationibus 
* " affectis. 


Aufiorc GEORGIO CAMPBELL. 

•£*»:* * , .'ii . • i . • j 

' j ' ' L E M M A I: < 


:l . 


I N omni aflfefta aquatione quadratica , ax * Bx •+• Ari e, cujus 

Tadiccs fune rcalcs , quarta pars quadrati cocfficientis fecundi termini 
major cft re&angulo ex cocfficicnte primi termini & numero abfoluto. Id- 

eft ~ B 1 majus cft quam a . k\ & vice verfu fi fit —B' majus quam a . A, 

* i * ■ ■ 

radices aequationis erunt reales i fcd fi fit — B’ minus quam a . A , radi* 

4 

ccs erunt impoflibiles ; funt cr.im radices aequationis 

^■B + VI— B‘ — rH.AJ — B — B‘ — a. A) 

1 4 ~ & it * 4 • 


• r . 


a ” a 

■ ■■■ '•••• ; j : .t .■ > 

L E M M A I I. 

Quicunque fit numerus radicum impofitbilium in aquatione 
x" — Bx" 1 Cx"' 1 — D.v" 3 &c. + 4vJ IJ- cx* ■+; Ax IJL Ase, 

tot exaftc erunt radices impoflibiles in aquatione 

Ax" — Ax"'. 1 -f-rx" ' — dx 3 •+- &c. ±7 Dx’ +1 Cx* H B.v "l i — 

Radices, enim pofterioris aquationis reciprocx funt radicum prioris , ut 
patet ex vulgari AJgcbra. buit radices aquationis quadrato- quadratica 


x *. — Bx* ■+■ Cx 1 — Dx-t- A =2 e, 

• ! — S . ' i 




a. A, c, </, e quibus fint c, Sc d impoflibiles, radices aquationis 
Tiw. 11, n A 
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*8 additamentum 

Ax* — Dx 5 -+. Cx‘ — Bx -+- i -j o 

inlnt ~ ~ ~ ~ i idcoque harum dum ^ , ctiarp impoffibilrs. j . j 

LEMMA III. 

4 T . » * ; ; *i ,. 't 

In omni scquatione , uc 

x” - Bx"' 1 -t- Cx” 1 — Dx ”' 3 -4- Ex" 4 &c. 

+7 ex* dx' +7 fx‘ £x +7 A =s 0 ; 

cujus omnes radices funt realcs, fi unusquisque terminus multiplicetur per 
indicem ipfius x , produ&UHiquc dividatur per x j zquatio, quae inde 
orietur, 

. * • . .r . - • 

ax”’ 1 — (a — i)Bx”‘ 2 -4- ( a— i) Cx”' 3 (a — j)Dx"* 4 -*-(a — 4)' 

[ * • • • • » ‘ !*■>; J * 

Ex”’ 5 &e. £- arx’ 3</x’ +7 tex b z: 0 , 

l ‘ . *■ 1 [ J i f , 

habebit etiam omnes radices fuas realcs. Sic fi omnes radices aequationis 
x 4 — Bx' -4- Cx* — Dx-4- A ss e. 

'■>' * f ' ' * * J I ! • t . t • * • • . • ' • 

fint realcs, erunt etiam realcs radices aequationis 

1 ' 1 

4X 1 — jBx* -4- 1 Cx-Dsj. 

Lemma hoc converfioncm non patitur, innumeri enim dantur cafus ubi 
radices «quationis 

bx"’ 1 — (« - 1) B.v”" x -4- (»- 1) Cx” 3 — (»— j )Dx” 4 -4- fcc. 

* +7 3 dx'- 4I 2 ex +7 b zi 0 . r . 

funt realcs, cum tamen sequatio 

M m — Bx”’ 1 -4- Cx”" 1 — Dx”' 3 -j- &c. +7 dx * £. ex 1 ±r bx +L As» 

habeat vel aliquas, vel quandoque omnes radices impoflibiles. Sed qua- 
cunque fit numerus radicum impoffibilium in xquatione , , 

px ”' 1 (» — 1 ) Bx”* 2 -t- (» — a) Cx”’ 3 &c. +7 zex^L bzio. 
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tot ad minimum erunt radices impoflibiles in xquatioqe 

: \ ' > ' - ' ' * •' 1 « 

x — Bx” 1 Cx" 1 _&c. +r d>x :p. A s a. 

Sic omnes radices xquationis 
4 x J . — . jBx 1 -*- zCx — D se 


t-! 


poflunt efle reales, & tamen dux vel forte omnes radices xquationis 

•iii ij-: ■ 3 j ■ . an ir.i i ' . , . 

x 1 — Bx’ -+• Cx* Dx .+. A s o 


- V . . I ' ■» A F t -. 

erunt inippflibiles J fed fi dux radices xquationis * 

- . c - 

4 x' — jBx* -4- iCx — D =s e 

fint impoflibiles, dux etiam ad minimum erunt impoflibiles in xquationi/ 


Dx -4- A s e. 


t; .i. : 


x* — Bx’ Cx* 

Hxc omnia fuere demonfl:rata.ab algefrraicis feriptoribus, fpeciatim a Do- 
mmo Reyneau in fiio Gallico Tiaftatu cui Titulus ell \L' Analyfe Dtmontrcc t 
« iacue apparent per Methodum de Maximis £•? Minimis. 

‘ 1 r~. ' * 

' COROLLARIUM. 

* ^ ' ' ' ' j*' * * 

Sint omnes radices xquationis v 

: ,K — ' 4- Cx" 1 Dx^' 3 Ex ”’ 4 — Fjc*’* -f- &c. 7 _ 

Jt /X’ e.v« H- <*c» - rx* t; bx +. As e 
reales, erunt ettain , per hoc Lemma j reales omnes radices. xquationis 

-(» — 0 Bx" “ -4- (»— i) Cx" 3 — (»— }) D»”’ 4 -»- (»«-4)s.O. 


»x 


E* 5 — TJ Fx r 6 £te. +7 f/:’ ^x* +7 j<£v* +1 , irx ’ 'b — 0. 

idcirco, per idem Lemma, reales erunt omnes radices xquationis” 

• t ... 

«(* ,) (»—z) B.v“’ 3 - 4 - '» .1) (» — 1) Cx* 4 

-(»-)) (»-4) Dx"* ? -4- (» — 4) („_ r ) Ex bh5 — (« J — .4) Fx^ 7 
-t- &c. ±r ic/x* +1 iieX' ir 6</x - zc s 

vcf JUividendo' 'peV t) • 5& ' J ’•'> c •; 'i i i j‘* 

na n 
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x * — Bx” 1 -+- Gx” 1 — Dx”’ 3 -+- Ex”’ 4 &c. £■ A zz o. ‘ 1 

fintque L 8c N cocfficienres ipfi \1 adjacentes; fitque m exponens coeffi- 
cicntis M, (per exponens cocfficientis intclligo numerum , qui denotat lo- 
cum, quem coefficiens aliquod occupat inter alia, fic fi M reprefentet 
coefficiens E idcoque L « D, & N =: F, erit m s 4.) facile patebit, 
quod inter prteccdentes aequationes afccndcptes, illa cujus numerus abfo- 
lutus cft N hanc obtinebit formam 

1 . .»- 1 , , »-» ». rr.+ i . . . ,n— 1 . „ ,n-m 

x * ' 3 «M-I ' v z 3 ' 'w 


Bx 




-+- (»-*) (“"):» &c. (— Cx ” 1 — &C. +T (*-*»-+- 0 

3 w- 1 1 

Lx* (»— w) . Mx +r N - o. 

Cujus omnes radices erutu rcalcs , fi fint reales radices xquationis 

x" — Bx” 1 - 4 - Cx” 1 — &c. t A s 
Sit N — F , erit M=sE,LsD, 6 :w *^3 4 . 

Et aequatio, cujus numerus abfolutus eft F, erit 

. (tzi, ( i=j) (”_i) « „ ( ^3, (^) 

z 3 4 f z 3 4 

Bx 4 ^(b_z) C^) G-y 4 ) C\J — (»-3) £- 4 ) Dx’ -♦-(»— 4 ) Ex_F=:#. 

PROPOSITIO I. 

Sic 

1 » 

x" — Bx” - ’ -i- Cx” 1 — Dx "' 3 -t- Ex”' 4 — &c. +: ex* +1 <£x' +T rx‘ :p. £x-£; A =3 # 

xquatio cujuscunque dimenfionis, cujus omnes* radices fint reales j fit M 
aliquis coefficiens hujus xquationis; L & N cocfficientes ad jacientes} m 
exponens ipfius M. Erit quadratum coefficientis M du&um in fraftionem 

* m ( n — ”*) femper majus L.N, reftangulo ex cocfficientibtu 

(m-4-1) (n—m+t) 3 

adjacentibus} fic in xquatione 


n - m , 


x 4 Bx» Cx* Dr-t-G 3; «, 

« 3 


ubi 
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*<H I : ’ -/ D D I.r J M E N r VM v V? 

Ubi n =5 4, faciendo M = C, jdeoqur L =3 B*,N s D, Se m S i, 

• ^ _(•*■ ~~~~ C’ , vel i- C* majus quam B . D , dummodo 

- cr,t ( TT.) (4 — »+*) ? . .. 

omnes radices xquanonisdn>t rcales.- • . 

Quia (per Lcm. III.) radices xquationis quadraticx 


» ( — - — ) x 


-(» i) Bx.+.C ss • 


funt rcales, erit (per Lem. I.) ~ (* 0 *-B‘ majus quarn»!^— )C, 

& dividendo utrumque per ” ■■■ ” — , «it ( — 77— ) B* majus quam i.C» 


2.J 


m 


1 


ideoque in xquationc 

x n Bx^ 1 - 4 - Cx’” 1 Dx"" 3 + «te. t A S #, 

dimenfionum », & cujus omnes radices funt rcales, quadratum ipfius B 
coefficicntis fecundi termini , duflum in fradionem ” — majuseftquam 
1 . C recfangulurrt ex cocfficietiribsu «djxecnribu*. Sed (per Lcm. II.) 


omnes radices aquationis 


. Kx 


r! .i 

n-i 


bx 1 ex ”' 1 Scc. ±r Cx' +- Bx +7 1 =3 * , 

vel, dividendo per A, radices xquationis 


b- n - 1 C »- 1 

A X + A*' 


, C , J; B . T _ ; 

• &C, ^A X :+ - A x ir A ~ 


- x ‘ tt - 1 b x 

funt rcales, ideoque 'cx iis qux modo diximus) ( jp majus cflede* 

bet quam 1 . — • , 8c per confequens ( ) b' majus eft qmm e . A ■, id- 

A • > ' ' -4- - r. 

circo in xquatione 


Bx 

1 1JL 


Cx” 1 — — Scc. +r ex* — *■ • ix + A 

'dimenfionum », & cujus omnes radices funt rcales, quadratum cocffi- 

cientis x duftum in fra&ioncm , majus efle rc&angulo ex cocffi- 

ciente termini x*, £c numero abfolutoj fcd, (per Cor. Lcm. III ) omnes 
radices xquatiopis : - 
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^ CAMPBELL DE MJM. 'RADIC. IMPOSS. ioj 

• (~> £=?> *c. — (*— 0 


Bx 

- • I 

• f 


■ (» — i) (— — ^ &c. (- — *> Cx'’ vt &c. +r (»— w+ 0 (” — 1 "j 
i 'm 1 * t A 


. -I * ir 
t < •: l. I 


Lx* +L (n m) Mx +T 'N c: <?, 

funtrealcs, ideoque, cum bxc xquatio fit dimchfionum (»>-*- 1), quadra- 
tum (» — m) M du&um in fraflionem ( m ~ i ~ ^ I majus erit quam re- 

.z(m-t-i) J 

& angulum ex (» w+i) ( ? - ~” ) L 8c N } id eil — 

2 _ 2 (OT-t-1,1' 

majus erit quam (» — .w+i) (-•— - ) L.N. ideoque dividendo utrum- 

» (n — m) 


que per(» w-t-i) (- -) , erit 


L . N. Q. E. D. 


(i»-+-i) {» w-*-0 


M* majus 


COROLLARIUM. 


Fiat feries fra&ionura , 

t 2 


i *»- 
* » 


-2 B- 
» 


fice. ufque ad ~ , 

, . 3 4 » 

quarum denominatores fint numeri in progreflione arithmetica, 1,2, $,4, &c, 
usque ad numerum «, qui indicat dimenfiones aequationis 


x Bx .+. Cx * — — &c. t A sij 

numeratores fint in eadem progreflionc fcd inverfaj dividatur fecunda ha- 
rum fra&ionum per primam, tertia per fecundam, & fic deinceps , 8c po- 
nantur fradiones, qua; ex hifce divifionibus oriuntur, fupra medios termi- 
nos arquationis, hoc modo. 


n — -i 2 (n 2 

~ 2 » * J(» — I)* 4 (» — *)’ ft 


St»—,) 

■ 5 .) 


Bx 


»-I 


Cx 




Dx’” 3 Ex”” 4 &c. ±r A' =3 $. 


Tunc fi omnes radices xquationis funt reales, quadratum cujusvis cocffi- 
cientis,dufl:um in fraftionem, quae fupereminet, majus erit re&angulo ex cocf- 
ficientibus adjacentibus. Hoc corollarium converti non poteft,innumer* enim 
dantur xquationes, in quibus quadratum coefficientis cujuscunque, duftum 
in fradtionem fupereminentem majus efle poteft produfto ex coefficientibus 
adjacentibus, St tamen aliqusc vel forte omnes radices poflunt efle imagi- 

na- 


1 
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addit amentum. 


»04 


n^risti Idcirco, ubi quadratum coefficientis duftum in fra&ionem fuper- 
cminentem majus cft produfto ex cocfficicntibus adjacentibus, nihil inde 
poteft concludi, quoad poflibilitatcm radicum wquarionis; ied ubi tale 
quadratum ita multiplicatum , minus cft ejusmodi produSo , id certum cft 
indicium duas dari radices impofiibiles. 

£x diftis , immediate deducitur demonftratio regula:, quam dedit illu- 
ftriflimus NEWTONUS, qua determinatur numerus radicum impoflibi- 
lium, in quavis data xquatione. 

S, C H O L I U M. 

aEquationis 

x — B.v"’ 1 .+• Cx ” 1 — D.v" * -t- Ex‘” 4 — Fa."" 5 -t- 8cc. +7 A sa 0 

radices defignentur litteris a, b, e, d, e,f,g, &c. erit (ut notum cft) 
B fumma omnium radicum 

; ' — | | , 

&c. 

C fumma produftorum cx binis radicibus 

=2 ab -t- ae ■+■ ad -t- «* Mg Sic. 

' 1 

D famma productorum cx ternis radicibus 

s abe -+- abt -4- abf -4- abg ■+■ Sic. 

E — abed -4- abef -t- abeg -4- Sic. 

... * . / ^ # . ' * I 

F zz ab ede -4- abedf - 1- abedg -t- bedej -4- &c, 

Si -ita deinceps. Reprcfcntct, ut in Propofitionc, M aliquod ex coefK- 
-cientibus , L & N coefficientes adjacentes 4 fit m exponens ipfius M-j fit 
Z fumma quadratoium omnium differentiarum, qux dari poliunt inter ter- 
minos cocfncicntis M; fit • fumma cx omnibus didtis quidratis quorum 
termini differunt una littera, B fumma illorum quadratorum, quorum ter- 
mini duabus differunt litteris 5 y fumma illorum, quorum termini tribus 
differunt litteris; t fumma illorum , quorum termini quatuor differunt lit- 
teris,, & de ceteris. Si M fit aequale 



Z =2 (abe de 

• ■ . 1 ,1 


,F m; abe de -4- abedf -t- abedg -t- Sic. 
erit 

abedf y -4- {ah de — abedg)' -4- ( abe de 

< • • . ‘ ■ 

, .4- ( bedef abfgh)' -4-. Sic. 



1 
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C/fMPB EL L" DE UVM. PjfLtQ. IMPOSS. iog 
• 5=5 (abxdt — abcdf)' -+. (abcdt — abcdg)' (4 btdt — abcdby 

*+- ( bcdef — bcdtg . )* -4- &c. 

$ =3 {abcdt — tbcfg)' -4- (abcdt — abcfh) 1 -4- (bcdtf — bcdgbf &c. 

* = (abcdt — ab/gb,' -4- (abcdf — abtgh)' -4- &c. « . •-> . 

/ =3 (abcdt - atgbk)' -+- (acdfg — abthk)' -+. &c. 

Hifcc politis, dico, quod quadratum cujusvis cocfficicntis, ut M, duftum 

in fra&ionem y — — excedit re&angulum ex coe /fidentibus 
adjacentibus L.N, quantitate , 


Z r 1 1 1 

(n—m-^x) I* JP 


«CC 


* • ® ^ c ® I 

eues ■— « — p “ V p* * &c. tot debet habere termi* 

nos, quot dantur unitates in m. 

Sit aequatio • '! 

** Bx’ -4- C.v l — _ Dx‘ -+. E.v F — e 

T ~~* 9 

cujus radices fint a, i, t, d> f, in quo cafu n~f. Sit M 3 8 - a-c-b*-c+* 
d-t-t i erit L 3 1, N s C,»si: a-t-ort-f-f 

Z 33 (a-b)' ■+■ (a- t y -+- (a-df -4- (a-ty + (b-t/*. &c. =; J ‘ 


Idarco (i + llVi + iy • B ‘ Vcl f B ‘ cxcedct *. • C quantitate 

Jr z 1 _ ? 7 * 1 ' ~ J 

■ — t-4-0 7“ ~ 7 Z — 7* = Z =3 «) - Z =3 - 

. . > 4 10 • no 


(«-•-0 (f 

(4-i) -4- — (4-r) .+. ►- (a-d)‘ ■+■ 8cc. qui femper eft numerus pofitivus,’ 

cum radices a, rf, fiunt reales, five fint pofitivtc, fi ve negati rsc. 
ot M — ■ ^ ~ ab -4- ac -t- ad at -4 -bc -4- &c, 6 

erit L =3 B, N =3 D, m =; z, 

Z s (<rA-Jr)* -4- (ab-ady -4- (4i_ f< /)‘ .4. (ai-*)» .«..fcc. 

- « =3 (ab— ac ) 1 -4- (ab— ad)' -4- (ab-ae)' -t- 8cc. 

<- ** . 0 03 
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X04 

n^riati Idcirco, ubi quadratum coefficientis du&um in' fra&ionem fuper- 
emincntem majus eft produ&o cx cocfficientibus adjacentibus, nihil inde 
poteft concludi, quoad poffbilitatem radicum aequationis; fed ubi tale 
quadratum ita multiplicatum , minus eft ejusmodi produ&o , id certum cft 
indicium duas dari radices impoflibilcs. 

Ex diftis , immediate deducitur demonftratio regula:, quam dedit illu- 
ftriffimus NEWTONUS, qua determinatur numerus radicum impoflibi- 
lium, in quavis data mquatione. 

SCHOLIUM. 

zEquationis 

x" — Bv" 1 Cx” 1 — D-v* 3 -i- E.v” 4 — Fa."’ ? 8cc. +T A zs 0 

radices defignentur litteris a , b, e, d, r, f, g, 8cc. erit (ut notum cft) 
B fumma omnium radicum 

* r , * » • , 

'Sfl+4+e+i/4-f+/+| &c. 

C fumma produftorum cx binis radicibus 
es ab ■+■ ac •+■ ad -t- m* & c . 

’ - -i 

D fumma produ&orum cx ternis radicibus 

— abe -i- abt ■+■ abf -+- abg ■+■ &c. 

E zz abed -+- abef ■+. abeg ■+■ &c. 

F es ab ede ■+• aledf .+. abedg -+- bedef .+. 8cc, 

-& ita deinceps. Reprefentet, ut in Propolitionc, M aliquod ex coefS- 
-cientibus, L & N coefficicntes adjacentes» Et m exponens ipfius M » iit 
Z fumma quadratoium omnium differentiarum , qua: dari poflunt inter tcTr- 
niinos coefncicmis M; fit <* fumma cx omnibus diftis qu idratis quorum 
termini differunt una littera, £ fumma illorum quadratorum, quorum ter- 
mini duabus differunt litteris; y fumma illorum , quorum termini tribus 
differunt litteris; t fumma illorum , quorum termini quatuor differunt lit- 
teris, ,& de cctciis.. Si M fit tequale 

.• ,F zz abede •+. .abcdf •+■ abedg -+• £cc. 


Z zz ( abede abedf)' -+- {ab: de abedg)' -t- ( abede abefg)' 

* • ' j • '-. r 

, -4- ( bedef abfuh)' Scc. 

* zz 
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m =5 (abcde — abcdf )* . 4 - (abcde — abcdf)' - 4 - (<»£#<* _ 

-+• ( bcdef — bcdef' -+. &c. 

& =3 (abcde - abcfg)' (abcde — abcjV)' - 4 - (bcdef - bcdgh,' &c. 

* == f abcde — abfgb,' (abcdf — abegh)' ■+■ fice.-' ■ > 

/ =5 (<»Mf - a/gA*)* - 4 - ( 4 C^ — & c . 

Hifcc pofitis, dico, quod quadratum cujusvis cocfficientis, ut M, dufihim 
m frafihonem y — ) excedit refiUngulum ex coefficientibu* 
adjacentibus L . N , quantitate 


(« - 4 - 1 ) Z 


1 1 „ 1 1 

7 * — 7 — 7 > — r * — & c * 


(.w-4-i) (n—m-t-i) z j 4 - y 

. . t I , x 

5 cues - « ~ y y * &c. tot debet habere termi- 

nos, quot dantur unitates in m. 

Sit aequatio • •* 

** Bx' -4. Cx J Dx* -4- Ex F s « 

cujus radices fint a, A, c, d, c, in quo cafu n — r. Sit M 33 B — a-ub^-c^. 
d-t-Ci erit L = i, N s C, w =; i. 1 .■■■*. . 

Z s (<s-A)‘ - 4 - (*-0‘ -4- («-<// -4- .4. (b-c)‘ + ficc. a *. 

• •> 

Idcirco 

(f-4-0 Z 


* B ‘ vcl y B ‘ cxccdct 1 • c 


quantitate 


0 z 1 ? „ 1 _ , • “ ; 

(, -*-.*> tr — «-*-0 T*~ p r*~ {quiaZs «)- Z - _ 

(a-Aj -4- — (<s-c)‘^_ — (a-d)‘ -4- ficc. qui femper eft numerus pofitivus,' 

cum radices a, b, c, d, c funt rcalcs, five fint pofitivie, five negatiir*. 
ot M _ c „ ab -4- ac -4- ad -4- ac -t-bc &c , 

....... • • .. > * * ' • I 

erit LaB,NsD,«-2. 

a . I 4 

Z ss (ab— ac ) 1 -+- (ab— ad)' .+. (ab—cd)' -t- ( ab-dt )* -4.. ficc. 

* =3 (ab-acf •+• (ab-ad)' -4- (ab -ac)' -4- ficc. 

• Te *- IL o fi-. 
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l ' • D IT AMR ut r v M '■ ■ : ' ' • 

' v C , f, s 2 (ab—ed)' -+- (ab—ct)' (ab— de)* -4- ®(c. . ■" * 

ideo — - ~~ . d' vel — C*cxcodct B.D quantitate 

lGCO (z-t-i; (f— 2-t-i) . 1 .... / . •’ .* : • !. 

— « fi — (quia Z 35 «-+-,3) ... 

(f— M-O t ’ l 

i |3 s i- (ab-td) 1 -*- 7- (ab— ce ) 1 -4- ►=• (ab — de ) 1 -4- &c. 

6,6 6 .... „.. 0 • " ' I 

J ui femper eft numerus pofitivus, cum radices d, i, </> e» funtrcalcs* 
,ve fint pofitiva:, five "negativa:. 1 "* . 

Sit M 33 D 33 abe ■+■ abd -4- abe -+- aed -4- ace -4» 'Scc- 

* erit L 33 C, N 35 E, «* =5 ?. 

• * * , 
tJ ;, Z ~ (abe—abdf ( abe-ade )* -4- &c. - 

a 33 ( abe—abd)' -4- {abe— abe)* -4- ( dbe—acd) * -4- &p. 

/3 3: (die — d</e)‘ -4- ( abe — ede) 1 .4- (abe — A<*)‘ -4- &c. 

^ ... I . . .. I t ' ‘ 

v =3 e. Ideo D‘. vel i- D 1 excedet C. quantitate 

' (?-+*•) (r — j-m) 1 


( f 4— 0 z 


i- j(3 35-(quia Z =3 * 4 - ~ & — 


(J4-I) (f-JH-0 1 

i (*Ae 4- i. . (die iif)‘ 4 - &C, qui femper cfl numerus pofi- 

(5 <S • * - ■ 

. tivus, ubi radices funt realcs. 

Sit M 53 - E 33 abed 4 - dbec 4 - abde +* bede 4- &c. 

erit L 3 D, N 3 A. wS 4. ... 

. ... • • * ' 

z 33 (dierf — ab ce) 1 4- (abed— abde) 1 4- (diffrf bede, 1 4- &c. — aj. 

6.33 e W y =: i. Ideo E *’ VCl f £i CXCCdCt D ‘ A 

.• ’ ,. ff -4— l) Z» * ^ ? 7 * _ 1 7 -h 

*“"***" a^rir=4^)~ * * “ 7 ~ f’ - .” z ~ 

( fl ie</ dire/ 4- ~ (dirrf — Ae^r) 1 4- flec. qui numerus cft femper po- 

fitivus, G radices fint nufueri reale*. 


1 

13. 


*: •. < .; -t- * 
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CAMPBELL DE NUM. RADIC. IMPOSS. 
PROPOSITIO II. 

V' • ; • 'sit’ ' '!• ; 

n 1 


»07 


— B.v 


Cx 


D*"’ 3 Ex"' 4 2cc. A 33 0 


arquatio cujuscunque dimcnfionis , cujus radices cum ipfarum (ignis expri- 
mantur litteris a, b, e, d, e , f, &c. Sic M coefficiens quicunque hujus 
aequationis, lint L 8 c N coefficientes adjacentes ipfi M } K, O , coeffi-? 
cientes adjacentes ipfis L & N ; I, P adjacentes ipfis K, & O ■, H, Q, 
ipfis I & P, & fic dcir.ccps. Sit m exponens cocfficicntis M } & Z, ut in 
Scholio, =3 fumma: omnium quadratorum, qux fieri poffunt ex differen- 
tiis terminorum ipfius M. Quadratum cujulcunquc coefficicntis, ut M, 

duftum in hanc fra&ionem — ( 1 7 ■ ■ , ■■■- — — ) 

i 3 ' m ‘ 

excedit L . N K .O +- I.P H. Q^-H&c. quantitate 


Iz 

1 


* ( 


J > ( »_ 




qux quantitas femper eft nutaeru» 


2. ’ ' 3 * m 

pofitivus, cum radices a, b, e, d, 2cc. funt realcs, five pofijivat, £ve 
negativa:. 

Sit xquatio feptem dimenfionum , ut 

x r B\ s -+• Cx 5 Dx 4 ■+■ Ex 1 Fx' -h Gx A =3 

cujus radices fint tf, b, c, d, r, f, g. in hoc cafu n 33 7. Sit 
M s E = abed -+- abee abef -4- abef -+- bede -+- Scc. 
erit w 33 4, L 35 — D , N 33 — F, K 33 C, O =3 G , I 33 — B, P33 — A) 
Z 33 (abed — abccY (abed — -abef ) 1 ■+■ (abed — abeg)' -t- &c. 


Idcirco (1— — - 

2 


— ) E 1 vel — E 1 excedet D.F— C.G-»« 
4 3 f 


t 6 * - 

7 • — • • — ■ *“ 

-r i 3 4 

~Z , 

B .A , quantitate — vel _ 33 — (aW — .abee ) 1 -+• -i 

* - _ « ' T • i 70 7° ' •' 7° 

/ • • • 

1 3 4 

(abtid-^—abtf)^ -*■ -&c. ~ 1 

o * . E* 
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to8 

Ex hac propofitione deducitur fequens regula determinandi numerum ra- 
dicum impoflibilium in data aequatione. 

. E binomio elevato ad potentiam, cujus index exprimit dimenfiones aequa- 
tionis propofitx, fumahtur uncia: terminorum mediorum, unitate depref- 
fx; quxvis uncia fic deminuta, dividatur per rcfpondcntem unciam dupli- 
catam, & fra&ioncs, qux inde oriuntur, ponantur fupra medios terminos 
corrcfpondentes in data aequatione : & fi quadratum cujusvis termini du- 
SUm in fra&ionpm fupcrcmincntcm majus fit quam reftangulum c terminis 
immediate adjacentibus, minus rcdtangulo ex proxime utrinque jacenti- 
bus, plus rc£iangulo ex utrinque fcquentibus, minus &c, tunc fignum 
ponatur fub ipfuin terminum , cujus qtiadratum fuit multiplicatum per 
fraftionem fupereminentem j fin minus, ponatur fignum negativum , atque 
fub primum Sc ultimum terminum ponatur fignum .+.. Tot ad minimum 
erunt radices impoflibiles, quot dantur mutationes in ferie fignorum st 

figno -t- ad fignum , vel a , ad -4-. , . 1 .. . 

Ex. gr. determinandx fint radices impoflibiles in xquationc hac, 

x 7 fx 6 ■+■ ifx* — ijx 1 ■+■ i 8 «’ tax' — z 8 x ■+■ 24 =: 0. 

Uncia; terminorum intermediorum in feptima potentia cujusvis binomi? 
funt 7, zi, jf, }<-, xi, 7. ex quihtis fubtrahendo unitatem, &: dividen- 
do reliquum per ipfam unciam duplicatam, quotientis erunt 

6 10 34 xo d , $ so 17 17 ro $ 

14 41’ 70 70’ 41 «4 7 Ll Jf Jf « 7 

qux fra&ioncs ponendx funt fupra medios terminos datx xquationis hoc 
modo. 


J 10 17 17 . 10 $ 

7* 1 " 3T 11 , 7* 

fx ipx’ — i8x* -t- iox — »8x + 14 s *■ 


Deinde, quia quadratum ipfius fx* duftum in fraftionem fupereminen- 
tem i, ideft^-x'* minus cll quam x J .if.v f , ideft quam ifX'*, pono 

fignum fub terminum fx*. Porro , quia quadratum ipfius ifxf du- 

ftum in fra&ioncm fuperiminentem id eft x ’* majus eft quam 

( — f x* xjr*) (vt . i8x’) =3 p 7X’®, pono fignum fub termi- 

num ifx*. Video etiam quod x 8 (quadratum termini x$x* du&um 

in fra&ionem — ) minus cft, quam (ifx» . i8x>) — (fx« . iox*)-f- (x?.— i8x) 


3f 


3 <> 
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rs 252**, pono fignum fub terminum 23X 4 . Deinde quia (iSx 1 )*.-^, 

id eft majus quam ( zjxCiox 1 )^ — If* 5 28x) — (fx‘.24) 

— 70X 6 , pono fignum-*- fub terminum i8x>. Porro, cum (iox‘}\ 

vel x * , minus fit quam 

21 


(i8x* iSx) (i3x 4 .24) =s 48x 4 , 

pono fignum , fub terminum icx\ Tandem, quia (t8x)*. 2 - , vel 

336X*, majus eft quam, tox* . 24 es i40x‘, pono fub 28x fignum -*-* &, 
ut dixi , fub primum atque ultimum terminum feribo Cum autem fint 
fcx mutationes in fignis, video fex dari radices impoflibiles. 

Si radices impoflibiles fuiflent inveniendae per regulam NEWTONIA» 
NAM , fic fuiflet operandum. 

i l l l L i ' 

7 S> 4 4 P 7 

je 7 fx* 1 fx* — 2 jx 4 -*- 1 8* * -+- tox* 28X 24 =s #. 

4 — — — 4 - 4 — 4 — 4 — 4 — 4 — 

per qtiam regulam duar tantum radices impoflibiles inveniuntur , cum den- 
tur fex, fcilicct I V' 3,1 V — - 3, t 4 - V 2, l-Y 2, 

I 4- V' t , i — Y 1 , feptiwa radix cil — X. 


/ 
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DEMONSTRATIO 

Theorematis de ‘Potentiis radicum f£c. 

f * * * t 

i • 

AUCTORE GEORGIO FRIDER. BAERMANNO 


L. A. M. & Math. Prof. Viccmbcrgx. 


I N excellenti Opere Isaaci Newtoni , quod Arithmetica Univerfa * 
lis inferiptum eft , ' extat inter bene multa eximia inventa,» quibus 
incomparabilis ille mathematicus Algebrae fines prorogavit , perele- 
gans quoddnm theorema, quo.illc in, loco de limitibus radicum xquatio- 
num ufus cft. Legitur id hifce verbis enuntiatum. „ Ponamus cogni- 
,, tas quantitates terminonim aquationis fub fignis mutatis efle p, <7, r, s, 
„ t, v, &c. eam nempe feCUndi p, r tertii f, quarti r, quinti f, & fic 
„ deinceps} & fignis terminorum probe obfervatis , fiat a, pa +- 
,, 2 qzzb t qa +- jr z; c , pe -\-qb +-.r<n- := d. pd +- qc +- rb sa 

,, +- f tzse, pe+- qcl -h-rc +- sf>+- ta +- 6 vzzf \ & fic in infinitum, ob- 
„ fervata feric progreflionis- Et erit a fumma radicum , b fumma qua- 
„ dtatorum ex fingulis radicibus , t fumma cuborum , d fumma qua* 
,, drato* quadratorum , e fumma quadrato-cuborum, f fumma cubo-cu- 
,, borum, & fic in in reliquis.” Cujus regulas cum aliquoties magnum 
ufum, non folum in theoria de limitibus xquationum , fcd & in aliis 
quxftionibus tra&andis, expertus cflem } non contentus ejus per in- 
du&ionem probatione, perfcttnm demonftrationcm habere exoptabam. Sed 
ut ipfc hujus theorematis inventor id fine omni dcmonftrationc vel analyfi 
expofuit} ita nec ab aliis mathematicis , quorum feripta evolvere mihi li- 
cuit, ejus aliquam dcmonftrationem traditam reperi. Ego vero demon- 
flrationcm hujus rcgulx aliquoties pertentans , quoniam ex theoria forma- 
tionis potcftatum eam ducendam efie falfo pcrfuafus eram, femper in in- 
du&ionem valde incompletam, 8c jam in cafu quintarum pateftatum nimis 
intricatam, rejcftus, fcopum meum haud eram allocutus. Nuper autem 
cumJoANNis Bernoullii Opera evolvens, forte incidiflem in locum, in 
quo illudiis ille Geometra fe Newtoniani illius theorematis , quod elcgan- 
tillimum appellat, demonftrationcm invenifie dicit, (*) eamque iifdem 
operibus frultra quxfiviflem: incitabatur animus, ut rem denuo aggrederer} 
& aliam qunc viam ingreflus ad veram ejus regula: demonftrationcm per- 

vc- 

(*) Vide Operum Tom. IV, p. 11. 

. * * * I t 
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BAERMAN. DE POTENT. RADIC . 

▼cniflc mihi videor. Quam ergo inveni laudati theorematia demonftratio- 
ncm, eam nunc, hac fcriptionc analytice exponere conditui. 

§. I.. Sint feries fequentes. 


L I 

II. 

IIL 

IV. 

1 v. 

a 

0 

0 

1 ° 

° 

b 

ab 

0 1 

° 

! 0 

t 

ac , bc 

abe 

1 ° 

0 

d 

ad, bd, cd, 

abd, aed, bed 

abei 

0 

e i 

ae, be, ce, de 

abe , a te, beti a ^ e t bde , ede 

abccy abde , ecde 9 bede 

abede 

fcc. 

&c. 

Scc. 

&c. 

&c. 


Termini ferici primitivx a, b, e &c. funt quxlibet quantitates fub fignis 
fuis 4- vel — In qualibet autem fecundarum lericrum terminus ordinis 
-» (mirio numerandi faCo a cyphris) formatus e ft ex u — — i terminis fe- 
riei proximx praecedentis, multiplicando fingulos per terminum in 
ferie I. Commata, quibus uniufcujufque termini partes di (lintix funt, fi- 
gna 4— vel — - denotant, qux iis partibus ex lege multiplicationis con» 
veniunt. : , 

§. IL Sit fumma » terminorum fub lignis fuis in ferie I. fumma» 
terminorum fub fignis fuis in ferie 1 1. aa 0 , fumma n terminorum in fe- 
rie III. xy, in ferie IV. as /, in ferie V.Ci, Sc fic deinceps. Evidens 
ergo ell fore. 

1 3 aa fummx produ&orum ex fingulis binis inter n terminos */eriei I. 

y Z2 fummx productorum ex fingulis ternis n terminos ejufdem fcrici 

Je! fummx produCorum ex fingulis quaternis * ... 

• aa fummx produftorum ex fingulis quinis 8cc. Scc. 

- 5- III. Quoniam, fi numerus terminorum n in ferie I. unitate crcfccre 
ponitur, terminus ordinis »+- 1 fit incrementum fummx «, vocabimus 
terminum da.. Si c. gr. n =a 4, ,eft da.— t, fin n aa }, elt d» sa d. simi- 
liter, quia, fi n tranlit in »+- 1, 0 crcfcit termino ( » +- 1 ) ,L ' fcrici II: 
appellabimus hunc terminum dii. Sic, fi iterum fuerit » — 4, erit d, 3aa ut, 
be , te, de. Eadem ratione terminus ordinis »4- 1 in ferie III dicatur aa 
dy\ terminus ordinis »4- 1 in ferie IV— dt\ in ferie Vsa</f» & fic por- 
ro. Ex his Sc lege formandarum illarum ferierum (J. 1.) apparet, efle 

, • , ; =5 ad* 

dy ^3 &dx 
dt sa yd» 
d • sa td* 
bc c. . &c. 

Et 
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tu 

■Et generaliter : fi in ferie §. i. *, /3, y & c. fit quantitas v ordinis m, & ter- 
minus t ordinis m — - i , fore dv 3: t ia. 

§. IV. Si porro fumma n terminorum feriei 1. ( = «) cs A, fumma qua- 
dratorum ex totidem terminis feriei I. =: B, fumma cuborum ex totidem 
terminis feriei I. fub figms fuis ~ C, fumma biquadratorum =: D , fumma 
quintarum poteftatum fub fignis fuis 3= E , & c. Manifelium inde crt, 11 
iterum littera d incrementum defignemus, quod fumma poteftatum cx n 
terminis feriei primae capit, dum » unitate crefcit, fore! 

dA - d» 
dB 33 ’ do.' 
dC - da 1 
dD ~ da* 
dE s dJ 

Et generatim: Si F fit fumma poteftatum gradus m ex fingulis n terminis 
feriei primitivae, fore dF ~ d*™ . Nam e. gr. dC norat incrementum, 
quod accipit fumma cuborum ex » terminis primitivx feriei , dum » tran- 
ntin»+- t. C ergo crefcit cubo termini ordinis n +- t in eadem ferie j 
qui terminus cum ut d* ( $. } ) . necefle eft ut fic dC =3 da}. 

§. V. Ex his autem & iis, quae $. $. di&a funt, fequitur efle. 


dadB 

53 

dC dldB 


adC dydB 


fide 

1 &c. 

dadC 


dD d&dC 


adD dydC 


HdD . 

&c. 

dadD 


dE dMD 


adE dydD 


frdii 

Scc. 

& c. 


&c. &c. 


&c. &c. 


&c. | 



Et geneAliter: Si t,{ Gnt duo termini in ferie $. a. continui, atque T, F 
duo termini inferie § 4. fc invicem, nullo interpofito, excipientes, erit 
d ( dr=i ndF. Etenim (5. $ ) '& pofito dTzzd*'"-' , erit dF 32 

d* m .Ergo d dT 33 wda rn 33 ndF. 

§. VT. Jam primo, ut inveniam relationem inter A, B, « & /3 , intueor 
aequationem (§. $.) d$zzada y & difpicio, quxnam, per methodum in- 
crementorum , addi debeant fecundo membro , ut id quantitas incrementa- 
lis completa fiat. Deinde, his ad pofterius membrum additis, & iifdem 
(vel totidem aliis, fed illis figillatim xqualibus) quantitatibus priori mem- 
bro adje&is, Ut xqualitas utrinque confervetur, redeo ad fummas termi- 
norum , qusc relationem qtixfitam inter A, B , a & portendent. Itaque 
cum quantitati ad» addendx fint a. da. q-d* 1 , ut quantitas incrementalis 
completa habeatur (*)j fit autem da } 33 dB : ad xquationem d&z 3 «-da 

addo xquationem d& 4- dB 33 fit i</,3 4- dB 33 d. •«. 

Hinc 

(*) Si hujus demonftrationem dcfiderai , vide t. u. 
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Hinc redeundo ad fummaj invenitur 
20 4 — B “ aa Aa. 


•• 


'II 


§. 7. Secundo invpftigaturus relationem inter A y B, C y «, 0, & y, 
fumo fcqucntem xquationem §. 3. dy =3 &da. Cujus pofterioii membro, 
Ut id completa incrementalis fiat, addere oportet adii 4— d&d*. Eli au- 
tem W 3 :x A*d* (§. 3. 4.), & dlida x; ad*' (§. 3.) X 5 adB (§.4). Er- 
go ad xquationem dy “ /s da 

4 

addita xquatione A a da -4- adB ~ ad$ 4 - d,ida , fit 
dy 4 — Aada 4 — adB S d. Aji 

Nunc ex §. 6. fubftituatur valor quantitati» Aa } 8c prodibit fcqucns 
aequatio 

dy 4— 2 pjd* 4— Bda ^ d. A(i , 

-(— adB 

qux, cum fit &d* zz dy y huic xquipollct 

\dy 4— Bda ;X d. A&. . 1 

• ; \ ' 4— adB 

Denique, ut compleatur quantitas incrementalis in fecundo termino ob- 
via , addatur xquaiio d*dB dC o ($. f) ■, & habebimus 

3 dy 4— Bda — — dC S d. A(i. 

4 - adB 
, 4 — dadB 

Unde, capiendo fummas fingulorum terminorum, invenitur 

‘ ;y +- Ba C ex -43. 

* *» 

§. 8. Similiter, ut definiatur relatio inter A, B, C, D, a, 0, y Sc 
confideremus xquationem §. 3. di zzydx. 

Hujus fecundo membro, ut id fummabile fiat, addi debent quantitates 
•dy 4~ dyda. Atqui clt *dy :s Afida (5. 3. & 4), atque dyda s jida' E 3 
0 dB ($. 4). Ergo, ad xqualia xqualibus adjectis , fit 

di 4 ~ A fida 4 “ 0dB rx d . A y. 

* » - ■ # i 

Et in locum quantitatis A0 fubftituto ipfius valore ex xquationc ultima 
5.7. fit. 

Tom. II. p di 
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di 4- 3 ydx 4 — B xdx Cdx 4— (&dB zz d. Ay ) 

feu, quia 3 yd* ~ },d $ , 6c *d* — dfi (§. 3), 

4 di 4— udo — Cdx ZZ d. Ay, 

4 - gdB . ■ , 

4 * ' 

Quare, addita xquatione dfldB *dC — — dudC 4 r d!) zz, 0 (§. f), l«t- 

bemus 


4 di 4 — CdZ 7 — Cdx dD zZ d. Ay.. . 

4 — fidC udC 

4 — d . de . ■ — dxdC 1 _ 1 

Ex qua xquatione, fu m mas fingulorum terminorum' capienda, dicitur hxc 
4J f- 5,3 C* 4— D i zz Ay. 

§. 9. Eadem via refationem inter A , Z7, C, D, *, 6, y, i, Sc t in- 
venire, & continue ad altiora progreflum facere licet. Sed ut, qua; ad 
perfectam Newtopiani theorematis demonft rationem adhuc requiri viden- 
tur, generatim Sc unfverfe pcrfequutnur, fcquens theorema ollendere lu- 
bet. .i - 

Sint in ferie quantitatum A, B , C, £tc. §. 4. expolitarum tres qu.xvis 
S, T, V, fe invicem ordine excipientes, & pollrema quidem P' fit fumma 
poteftatum gradus m 4 - 1 cx quotvis fingulis terminis feriei prim.e §. r. 

J irxcedens autem T fumma poteftatum gradus m cx totidem terminis \ 
int porro #, *•, f, t, r, v in ferie quantitatum «, fi, y, &c. §. 1. expofi- 
tarum fefe ordinatim excipientes, fic ut ultima quidem u fit fumma produ- 
ctorum cx fingulis (m 4 - 1)*»" terminis feriei primx §. 1. prxcedtns ve- 
ro t fumma produ&orum cxfingulis m •*" terminis cjufdcm feriei, & c: 
Dico, fi fuerit 

Wr 4 - Bf Ci 4 - Di .... S* +7 T zZ At 

fignis litterarum B, C, D, .... alternantibus, fore ,, 

# • * * 9 ’ ’ ' 1 ' 

(«-4- t) v -4- Er Cf -t- Z?ar — T* " FzZ At. 

Nam inter xquationes §.3. fumta illa, qu* cft ordinis», fcilicer^ zitdm, 
ut fecundum ejus mcmbmm quantitas incrementalis completa reddatur, 
addere illi oportet »dr -f. dxd *. Sed (f. 3.} mdr S 5 ' Atd » , & drd* zZ «d* 
ss cdB (§. 4). Ergo generatim habemus 

i) di -t- cdB -4- Acdx zZ d. Ar. 

Jam fubftituto hic pro At ipfius valore, erit 
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i) dv -f. cdB 4 - tttrdx - 4 - B-da Cwdx -+- Dtdx.... 

Sadx 2Z Tdx ~ d ■ At. 

. ■ I < 

Atqui per aequationem initio fumtam eft m-td* re mdv , ideoque dv -+- mida ES 
(m t) dv j & cum o* fine quantitates in ferie §. *. continux, evidens 

«fi ex $. 3. fore (da — dt. fc.adcm ratione pacet, cfie nda s d( y 0 da ES 

dit 8cc. Itaque, fubftitutione rite facta, habetur . , a 

3) (m -t- 1) dv-i-tdB es Cd( -t- Ddx .... ±r Tdx zz d. At. 

Cujus xquationis priori membro addatur “ </*'", & fuppleantur in fingu* 
lis cjufdem membri terminis ea: quantitates, qua: accedere debent, ut ex 
quolibet termino quantitas integralis fcu fumma erui poflit. Quibus faftis 
prxcedcns xquatio fub nova tantum fpccic redibit 

4) (m -+- 1) dv -t- cdB — Cd( 4- Dd-x .... ±7 Tdx ” dP zZ d.Ar. 

-+. Cdt - — — (dC -t- t dD £■ «dT 

-t- drdB — — d(dC 4- ±r rfadT 

Etenim vi §. f. dtdB f</C s 0 , & — </,</£7 -t- W/> SS 0 8cc. Erga 

■cujufque terminorum, qui fecundum rerminum fequuntur, pars media, 
& pars ima termini pncccdcntis, fc mutuo dellruunt. Denique efle quo» 
que +7 dadT +7 =5 «, ex §. f. apparet. Ergo aquationem 3) falva 

membrorum. aequaliratc ?n 4V tranfmutari pofle, certum eft. Quod cum 
ita fit , eliciendo ex lingulis terminis xquationis 4) quantitates integralcs, 
*. .1 . • i 

(»j 4- 1 ) v 4- B<? — — . C( -t- Dt 7 » V s* ^ 4 t. 

» # / , , , < , 

§. to. Hocce theorema legem^ progreflus aquationum, quibus relatio*' 
nes inter quotvis ex quantitatibus A, B , C, D , Scc. Sc totidem ex quan- 
titatibus «, / 3 , <f Scc. definiuntur, in fc continet. Nimirum, quia in» 
venimus ($. 6. 7. 8,> • .. 

4 8 -t- a — Ax 

374— ii» C s AS> 

4 <f 4- £3 C* 4- I> ~ Ay. erit vi theor. $. P* 

-. ..«<• ■ f • 4 - C& +- Dx E = AS .. 

6 f 4 — Bi Cy 4 - D /&. — »— £*-t— £53 At , 

&c. . &cc . 

Verum, Ut clarior fiat illa pro^reflionis lex, 8c verbis poflit diftinSKus ex» 
primi, terminos harum aquationum, alio ordme politos, hic iufra exhibebo, 

B Ax — c 18. 

C =3 Ba — A(i H — 3 y* 

D — CxG— B3> 4— Ay 4 i. 

E S D» C ,3 4 - £7 ■ Ai 4 » fi. 

F S Ex ■ D{& 4 — Cy Fi 4 » A* ■ ■■*» 6^* 

Scc. &c. 

p 4 M*: 




1 
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Manifeflum igitur cft, ad inveniendum valorem quantitati* , littera aliqua 
majuscula in lerie §. 4. expreflac, fcribcndas efle omnes majufculas illam 
antecedentes, fecundum alphabeti ordinem, inchoando ab ea qua; illi pro- 
xima ell 5 deinde Ungulas majufculas ducendas efle in litteras alphabeti 
grxei, ordine fuccedentes, fic ut prima majufcula in *, fcqucns in 3, 8c 
bc porro, ducatur j ultimo autem horum produdtorum jungendum faftuna 
'ex fcquenti littera grxea in numerum, qui ejus in alphabeto locum indi- 
cat} tandem feriei fic formatae terminis praefigenda effe Cgna -t- & — 
altematim , incipiendo a ligno 

§. it. Et ha: quidem, quas pollremo loco recenfui xquationes, cx ipGp 
ifunt, qux in theoremate Ntwtoniano , quod demonftrandum mihi fumfe- 
ram, traduntur. Conflat enim, cognitam quantitatem fecundi termini in 
omni aequatione, ligno ejus mutato, elTe fummx omnium radicum xquatio- 
nis xqualcm. Hinc, fi feries prima §. t. fit feries radicum alicujus ecqua- 
tiqnis : erit noftrum A vel * =3 a vel p in formulis N EWTONI. Coefficiens 

cognita tertii termini xquationis , qux NEWTONO cft q.aiqualis ell 

aggregato produftorum ex lingulis binis radicibus fub lignis fuis, quod 
nobis erat ~ fi. Cognita quantitas quarti termini xquationis, ligno 
ipliiis mutato, quam NEWTONUS dixit r , cft fumma fa&orum ex lin- 
gulis ternis radicibus , quam nos pofuimus =3 y. Cognita quantitas quinr 
tif ligno ejus manente, & qux ergo ex NEWTONI denominatione 
erit =3 — s,e(l fumma produftorum ex lingulis quateri^ radicibus, quam 
nos vocavimus t. Coefficiens termini fexti fub ligno contrario, qux NEW- 
TONO ell =3 /, quia xquatur aggregato produ&orum ex lingulis qui,- 
nis radicibus, in noftra nomenclatura ell 33 «} & fic deinceps. Ergo pro 

«, 0, y, i, t &c. in pollerioribus formulis $. 10. feriptis p, q,r , t , t 

Scc. refpe&ivc , 6c pro A,B,C,DScc. fubfUtutis litteris NEWTONI 
0 , b, c , d &c. fit. 


Summa quadratorum bziap - »- 1 q 

cuborum c ~ bq -4- aq -t- 7,r 
biquadratorum dzzcp -1- bq -1- ar -t- 
quadrato-cubor. czzdp - 1-- cq -t- bf -1- as 4- J? 
. . &c. Scc. ■ ' 


•••> « 


C it. Qux in fuperioribus de incrementis quantitatum variabilium, & 
de inventione xquationis integralis ex xquatione incrementali , fine de- 
monllrationc aflumli , nc filum analyfeos rumperem , ea in gratiam eorum 
le&orum , quibus forte methodus incrementorum nota vel familiaris non 
«ft, hoc loco, quoniam id breviter fieri poteft, demonltrabo. . ; 

Intelligantur dux quantitates variabiles A , B . & dum altera earum A 
crcfcit quantitate *, altera B ponatur crefcere quantitate /3. Dico produ- 
fti cx utraque AB incrementum fimultaneum efle B%,+- AH- 4- «0. Nam 
quia A, B crcfcendo fa£lx funt >/+-*, B +- fi: ncceflc ell ut produftum 
ex iis nunc faftum fit (A+ « ) {B -t-fi ; ) -53 AB •+• B» -+- Afi -t- «/3- Verum 


r 


i 
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in primo carum quantitatum ftatu erat produftum ex ipfis AB. Evidens 
itaque e ft, incrementum hujus produfiti eflc B* -+- -4-«,3. Cui confe- 

quens elt , incrementum, quod capip AA y dum A crefcende fit 
«fle iA*-+-*».- E eouvcrfo-4gitur,-i»-jS«-4-^(g-4-a0 fpefitari poteft ut quan- 
titas incrementialis (potefl autem ut talis fpefitari, fi conilct, • eflc incre- 
mentum variabilis A , & 0, fimultaneum incrementum variabilis B): quan- 
trcas integralis, feu fumma, ad quan» i^ud iocrcmenrum pertinet , erit AB. 

Porro , fint plures //, B, C, 8cc. quarum relatio generaliter & perpetuo 

definiatur xquatione e. gr. hac, A B zs C. Sint carum valores prxfen- 

tes fimultanei a, A, e rcfpefifcive, & incrementa, qux mox , cum mutabun- 
tur, accipient, *, 0. y refpefitive. Ej-go in fiam prfiefenti illatum varia- 
bilium obtinet hxc «quatio a isc; 6c in ilatu mox futuro locum ha- 
bebit haec , <a-+-<* b 0 — f-+-y. Igitur, praecedente xquatione huic 

fubtrafta, necefle eft, ut fit etiam »■ 0z=y. Quare, e converfo, ob- 

fcurum efle nequit, ex ceqllatiOne incremicrtfali completa, velut * — 0 =3 y. 
refice colligi xquationem integralem A BzzC, qux variabilium con- 

flantem ad fe mutuo relationem definiat. Atque hxc quidem eorum, qux 
in fuperioribus lumta fuere, il luit rationi fufliciunt. " 
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PROPOSITIO I. 


I N aquatione quadratica tot funt permutationes quot radices pofi- 
tivar, Se adeo tot fucccffioncs quo* negativa:. Pono autem hic & fem- 
per in fcqucntibus, niG contrarium moneatur, omnes radices cflc realcs. . 
Dem.*sit. (i (1) x 1 -px-i-qzzt (3) x l -*-px — qzza 

(4) X' — px — q =2 0 , erit pro duobus prioribus cafibus* ^pizV( — p l — q) 

1 4 


& pro pofterioribus x t=. i- p +7 (<^-p- 4 -g), notante pundto fignum ipfius 

z 4 

pfigno in tequatione oppofitum. Jam, erit cafibus primis p'-q) minor— p 

4 ^ 

& adeo cafu x. utraque radix negativa, funt vero & duae fuccclGones, ca- 
fu 2. altera pofitiva altera negativa, adeft vero fucccffio Se permutatio. 

Deinde cafibus poftremis cft p'- 4-g) major ■— p unde tam cafu 3 quam 4 , 

4 ^ 

erit una radix pofitiva altera negativa, adeft vero etiam utroque cafu una 
fucccflio & una permutatio. E. D. 


P R O P. II. LEMMA. 

• * , 
Series fignorum-t-& , utcunque permixtorum, habet permutatio- 
nes numero p*r/, fi finiat per -+-* impari fi finiat per 

Dem. ponatur feries aliquot ejusmodi lignorum augeri accedente uno, 
ita tamen ut 8c in ferie aufta , primum fignum fit -+- & ultimum adhuc 
•*- vel — prout erat antea : Dico permutationum numerum vel non au- 
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geri, tel augeri horario!. < Inferatur enim novum figAiiei uKuhtjuotn fn*drtt*i 
fcriem,2c ponetur vd inter duo fimili* (putan-inter duo-*-, aut — inter duq— J 
tumque permutatio nulla accedit, vel inter duo diilimilia, acceduutquc 
permutationes dux , vel intef. fimile 8c drfiimilc, ckllruiturquc perrmuaijo 
qux ante erat, inter hscc diro,; acccdi* vero alw pemutajio loto ejus, at- 
que nova etiam fuficellio.. j Si rero accedens lignum debet addi ante ptj- 
mum vel poft Ultimum , oportet lit et Jbnilc .fit, adeoque addat iiiceeilio» 
nem, non permutationem. Qmnibui ergo his ealibos vel nofri augentur 
permutationes, vel augentur binario. Quibus intellectis perfpicitur, fi in 
«na aliqua ferie fignis qtrsm ■ piuciflimii conllamc propohtio. vera fit, ve- 
ram etiam fore m alia quavis plura ligna habente, ^iScd ferierum, qua: a 
ligno ■+■ incipientes per-»- finiunt, atque permutattones habent, paucifiimi* 
terminis conflans, in r qua^fum permutationes nilflleio pu i , 

quare fi augeatur in ea lignorum multitudo ita tamen uuextlcma tmneaiH 
• 4 -, vel non crefcct permutationtith numerus vel crelcet binario, manebit* 
que adeo femper par. 

- Inter eas vero feries qux finiunt per — , pauciflimis terminis con- 
fiat hxc -4- — liabens permutationem unicam. r Igitur permutationum 
numerus, vel non crefccns vel chelccnS binario, femper manet impar. Q^E.D. 

' "• u / ; t . , n , • n 

. i . * - . . r ji P,R Q P p II 

* '• ‘ : . I,< : »!-• «■ 



• Curva quarti arqmtio x m -+-px m 1 1 ... - sj y 

definit, intellcfto per m numero pofirivo integro, duobus cruribus diver* 
git in infinitum^ ad easdem a«Cis partes fi ferit m p.ir, ad divcvfas fi m im- 
par, poteft vero axem fecafe «* vicibus 6 C quavis interfeftione tranfit y in 
bppofitum.* ' ' ' r’V. I ?Jt 1 • v: !•• ; jd <i r 

Dem. sit AP x=i -V, PM cadant vero abfcrflte po furva: ad dex- 
tram punfti A, ordinatx pofitivx fupra axem. Jam ad * 33 co eft^ 33 x’*' 
infinitum, pofitivtim qurdem fi m fit par, qualecunque lignum habeat at, 
fed negativum pro .v negativo fi fit m impar. Porrd aequatio determina- 
ta qux prodit ponendo^ 330 habet radices w, unde poteft y cvancftrere rn 
vicibus, fi ex radices omne» firit reales. Dcniqud ad quamvis intcrftdHo-. 
nem, puta ad E , curva axem tranfit, & proinde y etiam tranfit in oppofi- 
tum,nifi forte coeuntibus duabus interfcbfcionibus curva afceni tangat Q. E.D. 

Cor. I. cogitetur alia curva, pro qua fit mx ° 1 — r) px’ n ' 

■*-(»»— i)qx m 3 -r- / 33 Z\ erunt Z ut dy t polita dx 33 i. Hxc 

igitur curva poteft prxcedcrttis dillerentialis vocari. Et fic pergi poteft, 
formando hujus _flujionali$ fliixionalcm , .atque .Opus urgendo donec deve- 
niatur ad lineam. rcftam , quae! erit cuiva; _difTcrcntialis gradus m — i. 

Cor. II. ad ca \ ad qux cft % 33; o, cft quoque dy 33 q, 8 c adeo y maxi- 
mum aut‘minimum, vel, fi utrumque communi vocabulo complefti velis, 
limes.. Sic fi GH fit ordinata, negativarum inter C St i>, maxima, erit 
t ■ > . . j . . i . -AG. 

.• Vide fig. ad hanc psg. ' 


v. - 
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y/C abfciffa, ad quam differentiatis curvae propofit» axem fuun» fecat. 
Vel fi K.I (zz, AG adeoque ad x idem,) HI ordinata minima pofitivarum 
qux cadunt inter C &C D in novum axem. 

Cor. III. secet curva axem m vicibus, & fit F ultima interfe&io ver- 
ius dextram, erit curva ad -dextram pun&i F perpetuo fupra axem, & 
adeo ad finiftrani infra. Unde ordinat» inter F & interfc&ionem proxime 
prxcedentera E lunt negativa;, & VW lime* inter eos, eft maximum ne* 
gativum. Inter E & D’ vero limes PM eft maximum pofitivum,& inter 
D, C rurfus eft GH maximum negativum , atque fic porro omnes limites 
funt maxima, fignis fuis alternantia ab ultimo negativo, a quavis enim in- 
terfectione ad proxime prxccdcntcm ordinat» crefccrc atque rurfum dc- 
crefcere debent. > i ■ : .wr • ‘ . 

Cor. IV. proinde fi ad x aliquod ubi eH dy zs e, Gt y non maxi- 
mum fed minimum y pereunt ibi dux intcrfe&iones & fiunt in xquationc 
Pre^pofito yzzzo, du» radices impoflibiles. Sic fi curva in fig. refera* 
tur ad axem per K transeuntem , fpe&abit ad aquationem quinti gradus cujus 
quatuor radices funt impofiibiles, dux propter minimum HI, du» prop- 
ter minimum WX.; Nam fi y fiat minimum, neccffe eft ut antea decre- 
verit & poft rurfus crcfiratj Sc proinde fi tale y non fit ultimus ex limiti- 
bus, fed ex intermediis ut HI, ordinat», nec ante ex infinito decreverunt, 
nec poli in infinitum crefcunt, fed cadunt utrinque duo maxima ST, M£>, 
ejusdem cum minimo HI figni, patetque p«rire duas interfe&iones C & D 
qux contigiffcnt fi loco HI minimi, fumet GH maximum maximis duo- 
bus RS , PM oppofitum , curva relata ad axem AF , ubi fpedraflet ad aqua- 
tionem quinque dimenfionum, habentem omnes radices rcales. Non difli- 
mili ratiocinio offenditur perire duas interfe&iones ultimas, E, F, fi li/ncs 
ultimus ad f^non fit maximum negativum ut FW, fed minimum pofitivum 
ut WX, nec non perire duas interfc&ioncs maxime verfus finiftram fitas 
B, C, fi ad abfeiffara maximam negativam , ad quam eft dy zz. o (vel mini- 
mam pofitivam, fi tales negativ» non adfint) limes eft pofitivus in cafu m 
paris, negativus in cafu m impatis. Hxc autem latius perfequi hic ni|)il 
attinet. 

cor. V. spectet curva ad xquationem cbius radices omnes funt rcales , 
hoc eft contingant intcrfeCtioncs m, fint vero abfciffx pofitiv» al quas cadunt 
limites, numero n , & erunt limites omnes maxima, fignis fuis alternan- 

tia, ita quidem ut fi ultimus verfus dextram, fcilicct FIV, dicatur » 

& reliqui MP , a—i. ac GH, n—z tfic. fit 


tui 

n negativas 

n— pofttrvus 


■ » * 

n—i - - - - - 

- 



4 ----- 

* »-r - r * * 



n-zk - - - - 

W-lf — t. - - - ’ 

• r*’ i , ■’ / . 

1 1 

» 

■ % 


. Proinde, fi quxratur qualis fit primus ad abfeiffam AG , fi eque n im- 
par, patet effe debere » zk =3 1 fcu effe eum negativum, ut GH in fig. 

•• ubi 
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ubi n rs fi vero fic n par, erit n ii— i =3 i, & limes maximum 

pofitivum. 

roR. VI. in hypothesi Cor. prae, cadent femper non pauciores 
quam n interfeftiones ad abfeifias pofitivas. Nam inter qux vis duo maxi- 
ma proxime je fequentia , cum fint oppofita {Cor. 3.), cadit- interfectio, 8c 
adeo inter maxima » cadunt interfeftiones n — i. Porro cum ultiifliim 

maximum fit negativum (Cor. 3.); dabitur adhuc n* interfeftio F, accedens 

prioribus n i, puta duabus E, V, qua; cadunt inter tria maxima 

VH' PA1 , GH. 

Cor. VII. sit AG abfeiffa ad quam fpcftat maximum primum GH ex 
prxfatis », atque fit » impar, erit GH negativum, (Cor. y.): fit aquatio- 
nis Prop. ultimus terminus u politi vus, feli fit -*-«,& ad x S *, feu ad 
A,' cft curva fupra axem. Unde debet axem inter G fit A tranfire vel fe- 
mcl, vel ter, vel quinquies fice., numero impari. Sed cum inter quosvis 
duos tranfitus cadat maximum, darentur maxima adhuc inter G 8c A , adeo- 
que ad abfeifias pofitivas , contra byp. Ergo tranfit axem faltem femcl , uc 
in C. Si vero fit — «,elt ad A infra axem ,eumquc adeo inter G fic A vel 
non tranfit, vel tranfit bis, quater, Scc, nupicro pari ,quod rurfus fieri nequit, 
ne plura quam n maxima oriantur. Ergo non tranfit, Proinde fi fit n • 
impar, erunt interfeftiones ad abfeifias pofitivas, numero » +> i fi fit-t-ci, 

& n fi fit u. Nam H femper funt, etiam fi nulla fit inter G fic A {Cor. 

prae.) 

Cor. VIII. si sit n par, erit limes primus pofitivus (Cor. f.) Unde 
fimiliter, ut ante, deducitur fore interfeftiones numero » i fi fit — «, 
fic n fi fit 

PROP. IV. 

Aequatio determinata qua; prodit ponendo Z zzo in Cor. i. prae, ha- 
beat tot rtdiccs pofitivas quot habet permutationes} fic numerus utrasque 
indicans fit n: dico fic aequationem qua; prodit Prop. III., fafto y zz e, 
habere tot radices pofitivas, quot ipfa habet permutationes. 

• Dem. per hyp. xquatio pro Z zZ o habet tot permutationes, quot 

habet formula x m . px m . qx ” 1 ...... tx. Sit primo n par, fic per 

Lemma erit -\-tx. Ergo in aequatione Prop. lll. vclclf-Mx-t-w vel -f -tx u. 

Sunt vero interfeftiones curva: cum axe ad abfeifias pofitivas, (hoc e ft 
radices pofitivx xquationis qux prodit pofito^ = o) cafu i. numero n fic 
cafu x. numero n+i. At manifcltum etiam eft permutationibus n qux 

erant io x m . px m qx m 1 ’ - - - -t-tx, accedere nullam fi fit-t-w, uni- 
cam fi fit. u. 

Deinde fi fit n impar, erit vel fx-f. » vel tx u (per Lemma) & 

cafu i. erunt radices pofitivx «-hi , cafu i. faltem n (Cor. 7. prae.) rurfus- 
que patet tot efle radices pofitivas quot funt permutationes. Q; E. D. 

Tm. II. q PROP- 
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In omni xquatione tot funt radices pofitivx quot funt permutationes 
fub conditione Prop I. 

Dem. valet enim hoc de quadratica Prop. I. Ergo per Prep. IV. de 
cubica, cujus diffcrentialis efb quadratica, ergo de ea cujus fluxionalis cft 
cubica, hoc efl dc biquadratica , & fic in infinitum, cum quxvis xquatio 
fit diffcrentialis ejus , cujus gradus efl proxime fuperior. Q; E. D. 

Cor. cum «quatio gradus m habeat terminos & figna numero »+l, 
fequitur ut fi habeat permutationes numero n , fucccfliones fint numero m-i*. 
Sed fi radices pofitivx fint numero », erunt negativx numero w — », adco- 
que tot negativx quot fucccfliones. Cafus fi «22 « tum in his continetur: tum 
etiam ex genefi xquationum perfpicitur, cum in oculos incurrar, fi omne» 
radices fint negativx, meras dari fucccfliones. 

Schol. cur regula non poflSt applicari fi xquario radices imaginarias 
contineat, patet ex Cor. 4. Pr. III . j pereuntibus enim interfeftionibus , 
hoceit ingredientibus xquationem radicibus imaginariis, ccffat hypothefis cui 
innititur Cor. f. <S. J. 8. Pr. III. & adeo tota hxc theoria Ceterum ex 
harum curvarum confideratione perfpicitur etiam, duobus modis inefle poffe 
imaginarias. Vel enim diffcrentialis xquationis radices quxdam funt ima- 
ginarix} Whx quidem omnes reales funt, efficiunt vero quosdam limites 
minima, qux maxima efficere debebant. Pollremuxn genus pendet a con- 
ditione termini ultimi in xquatione, adeoque eo mutato tollitur. Ita parabo- 
Jois in fig. exhibita, fi referatur ad AC^axem,fpeftabit ad xquationem gra- 
dus f. habentem 4. imaginarias ob unicam interfe&ionem T. Jam fit ap- 
plicata quxvis e2 v> & AK 22 b , & ejusdem curvx ad AP axem 

relatx applicata quxvis MP =2 y eritque y 22 w — b-, & fi ante fuerit 

**. px* - - - . tx . u 23 w, erit jam x’ .px* - - - . tx.u b 22/, folaque 

mutatione ultimi termini ex u in u — -b y abiit xquatio in talem cujus om- 
nes radices funt reales. Quando vero diffcrentialis xquationis radices fiunt 
imaginarix, limites plane fiunt impoflibiles atque y continuo crcfcunc. 
Tunc autem principalis xquationis imaginarias ab.cjus coefficientibus pen- 
dere manifolium eff. Sit x 1 *. px. r zz y & jx* *. q =2 Z, ubi Z =3 0 ad 


x =2 ir*'. — q, patet fi q in xquatione fit numerus pofitivus,fore ambas 

xquationis diffcrentialis, & adeo duas cubicx , radices imaginarias, Si in 
genere in quacunque .xquatione cujus fecundus terminus dceft, fore ima- 
ginarias, fi tertii termini , feu ipfius x”’ ' l , coefficiens fuerit pofitivus, 

quod evincitur formando differentiales usque ad eam qux fit quadratica 
(Cor. 1. Pr. III.) Porro, fi in cubica ante addufta fit x qx, 8c adeo 

quantitas poflibilis , requiretur tamen, quo omnes cubicx radice» 

reales fint, Ut adhibito ante difto ipfius x valore cum figno inferiore, 
prodeat in cubica y pofitivum, tc figno fuperiore jr negativum (Cor. 4. 

Pr. 
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Pr. III.) , hoc eft ut cafu priore fit ~ qV ■+■ ~g -4-gv'-+. i- q -+-r 

• I y •* * J - t | • *■ ■— * • ^ 

quantitas pofitiva unde habetur — g?major — r*,quod idem etiam fequiturex 

27 ...4 

altera hypothefi. His in vulgus notis, illuftratur duplex modus, quo im- 
pofllbiles xquationi inefle pomint. Inde etiam intcllieitur quousque fc ex- 
tendant regulx varix a compluribus tradita: , pro impombilibus cogno- 
fccndis. Quatenus enim inde pendent, ut datx xquationis differcntialcs 
formentur, ufquc ad eas quae fiunt quadraticx, colligaturquc fi hx habent 
imaginarias, habituram etiam principalem, utique non pofiunt id imagina- 
riarum genus detegere quod a folius ultimi termini conditionibus pendet. 
Equidem quomodo fubftitucndo radices xquationis differentialis in principa- 
lem , poflint hujus imaginari* detegi perfpicietur ex Cor. 4. Pr. J 1 I.% fed 
qux applicationem hujus methodi valde incommodam reddant quivis fa- 
cile animadvertet. • - 
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P. ROGERII JOSEPHI BOSCOVICH 

S. I. ‘Publici Mathefeos ProfeJJoris in Collegio Romano . 

OBSERVATIO 

• f » 

IN PROBLEMA LVI. 

% • • # • * i 

I N Arithmetica Univerfali NEWTONI habetur problema f<J. hujufi- 
modi: Comit* motu uniformi retlilineo ptr Catum trajicientis locis qua- 
tuor ob fer vatis , difantiam. a terra , motu [que determinationem in bypctbcft Co~ 
pernicea colligere. Hoc problema, ut hic a NEWTONO folvitur, con- 

S 'ruit cum illo, quod habet Prine, lib. i. prop. 1 6. corol. i. ubi id ad 
implices geometricos terminos reducitur i fic autem ibi habet : retia duci 
poteft , cujus partes retiis quatuor pofitione datis dato ordine interjetl * datam 
habebunt proportionem ad invicem. Nam ex quatuor obfervationibus come- 
ta vifi e quatuor diverfis Terra: locis rcda£jis ad eclipticam, determinantur 
quatuor rectae pofitione datae, qux nimirum tendunt a quatuor locis veris 
Terrae ad quatuor loca vifa comctx, & rcfta, qux duci debet, eft ipfa 
orbita comctx redafta ad eclipticam, cujus partes, illis quatuor redtis po- 
rtione datis intcrceptx , funt iit hypothefi motus reftilinei, in ratione in- 
tervallorum temporis inter illas quatuor obfervationes, qux ratio datur ex 
datis obfervationum momentis. Profert autem ibi tres ejus problematis 
conftruftiones , 8c innuit alias a\Vrenno,'6c Wallifio ante iplum exetf- 
gitatas. • ' ■ • 

Cometx diftantiam a Terra is inquirit lib. j. lem. 4. quod confcqui- 
tur Prop. Jp., ac utitur hypothefi motus cometx reftilinei & uniformis, 
negligendo nimirum' inxqualitatcs , qux habemur in orbe cometx, qui 
orbis nec revera reftil incus c(l, nec motu uniformi percurritur. Solutio, 
quam ibi profert, reducitur itidem ad folutionem cjufdem problematis, 
& ejus ope illud ipfum problema geometricum libri t. refolvi facile pof- 
fet reduftioiie idonea adhibita, qux aliam ejufdem folutionem exhiberet. 

Addit ibidem NEW TONUS illud: hic autem (locus cometx in plartO' 
eclipticx) orbe Jovis inferior effe folet. Verum fatis vereor, ne ipfe nu- 
meros ad ejufmodi inveftigationem c fele&is obfervationibus adhibere omi- 
ferit> quod fi prxftitiflet , ego quidem arbitror, ipfum fuific pcrPpedht- 
rum , quam inepta fit ea methodus ad determinandam etiam craflo modo 
comctx dillantiam. Id ego cafu comperi, & demonfiravi in mea difier- 
tationc dc cometis edita anno »744. Et quidem Euftachius Zanottus , 
Bonoaienfis Acadcmix Aftronomus, do&ifiimus fanc, & tam geometrix. 
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quam aftronomix peritiflimus,cum ad folutionem ejus problematis a NEW* 
TONO traditam in Arithmetica Univcrfeli numeros applicuiflet , ufus ob- 
fervationibus Comctx, quas ccnfcbat admodum accuratas, qux vero a fe 
invicem diflarent per binos circiter dies, invenit diftantiam prorfus abfur- 
dam, orbitam nimirum comctx, qui apparuerat ad partes folis, invenit ja- 
centem ad partes prorfus oppolitas, live, fi quorundam Geometrarum vo- 
cabulis uti licet, dillantiam invenit plusquam infinitam, qux nimirum 
per infinitum traduda in negativam abierit e pofitiva, errore plusquam 
infinito. Et is quidem tum ccnfuit errorem piovenifle ex eo , quod ob- 
fervationes aflumfiflet non fetis proximas ad negligendam inxqualitatcm 
motus comctx, attributo errore non fetis magnx obfcrvatioimm propin- 
quitati, qui ab ipfius metliodi vitio pendet, ut ibidem ollendi. 

Vitium autem methodi in eo connftit, quod problema determinans po- 
fitionem redx a quatuor redis politione datis fcdx dato ordine in ratione 
data, habet cafum, in quo evadit indeterminatum, infinitas numero folu- 
tiones admittens, ita ut per quodvis pundum cujufpiam e quatuor redis 
politione datis duci pouit reda qux ab iis eo dato ordine fecctur in ea 
data ratione: Se is ipfe cafus occurrit, fi Se motus cometx Se motui 
Terrx afiumantur pro rcdilincis &C uniformibus. Nimirum inveni illud, 
fi afiumantur utcumque binx redx, Se in lingulis triafegmcnta eodem orr 
dine jacentia verfus plagam utramlibet, qux fint ad fe invicem in 'ali qua 
ratione data, ac per bina quxvis homologa. Tegmentorum extrema, du- 
cantur redx, qux- enint quatuor redx politione datx;’]poflb duci alias 
numero infinitas , nimirum aliam in quavis dillant ia ari arbitrium afiiiintaj 
. qux ab illis quatuor redis fecctur in illa cad.cm ratione data illo eodem or- 
dine. Qtiamobrem fi motus & Terrx Se comctx efict revera rcdili- 
neus, Se uniformis, derminatio evaderet frutlranea, ut in ejusmodi cafi- 
bus accidit, in quibus problemata, qux generaliter funt 'determinata, eva- 
dunt indeterminata iri quopiam cafu particulari : Se quoniam , quo magis ad 
rcdilineum, Se xquabilcm accedit motus comctx, quod non fit, nili «(Tu- 
menda intervalla inter obfervationes mjn<3ra, eo magis Se motus Terrx 
accedit ad redilincum Se uniformem ; idcirco , quo magis iqtcr fc prox i- 
mx aflumantur obfervationes eo magis ad indeterminationem- problematis 
acceditur. 

Determinatio igitur problematis oritur ab iis quantitatibus, quibus ii 
bini motus recedunt a redilineis Se uniformibus. Se quibus obfervationes 
aberrant a veris pofitionibus.rcdarum jungentium vera loca Terrx , Se lo- 
ca. cometx redada ad eclipticam ; fernper enim copimittuntur in obfervatio- 
nibus errorucli, utut exigui. Si motus comctx parum ab ea hypothcfi 
recederet, motus autem Terrx recederet, ita ut is receflus efiet multo 
major quam receflus ille, Se quam exigui obfervationum errores; tum 
determinatio haberetur verx proxima. Sed quoniam receflus motus Ter- 
rx ab ea hypothefi eft minor, quam receflus motus cometx ; determina- 
tio oritur a quantitatibus, qux aberrant a politionibus pro ipfa determina- 
tione faciendis; Se fi prxterca exigua funt temporum intervalla, uterque 

q j re- 
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rewCw c(V exiguus etinra ixfpeftu errorum udtniflbrnm in oWervitiotitbut^ 
unde fit ut determinatio ip£» provenire pofiit utcumque remota a vera, 
nec nili cafu quodam, quo fe errores omnes compenfcnt, ad vtrart poffii 
accedercj quam ob caufam illud . fufpicor, NEWTONUM, cum aliun- 
de nodet, cometas, ubi fub afpc&um cadunt, infra Jovem defccndcre, 
methodi autem, quam proponebat, vicium nequaquam animadvcrtiffet , il- 
lud affirmafle, diltamiam ea methodo inveniri plerumque minorem diftan- 
tia orbitae Jovis. Id autem nihil omnino minuit aeternum decus, quod fi- 
bi, ut ceteris tam multis & geometricis & aftronomicis compertis, ita 
& hoc ex capite immortalis fu* cometarum theorix comparavij, quorum 
orbita; qua ratione definiri debeant non in falfa hypothcfi motus rectilinei, 
& uniformis, fed in vera motus fafti in ellipfi, qux ad parabolam accedat 
plurimum, compcrit primus, & in eodem Principiorum lib. j. expofuit, 
ac deraonliravit. 

Ut ea, qux ad hanc problematis indeterminationem pertinent, demon- 
ftrentur omnia, proponam analylim geometricam problematis reftx du- 
ccndx inter quatuor reftas politione datas, ex qua orietur coaftruftio fe- 
re prorfus congruens cum ea , quam admodum fimplicem pfopofuit Sim- 
pfonus in fuis Geometri* clementis, quam tantummodo reddet paullo fira- 
pliciorem; ex ca vero calus hic indeterminatus fponte fluet. 

Quatuor re&x politione datx fint in fig. i.* AB, AC, DE, FG, inter 
quas oporteat ducere rcftam HL ira, trt cfna-fe g n a cnra HI, IK, KL, iis 
intercepta, fint in ratione datarum TV, VX, XY. 

Sit fa£tum, & occurfus prim* e re&is datis cum quarta fit in F, fe- 
cund* cum prima, & quarta, in A, 3c Qj ac tertix cum iisdem in D, 6c. 
Pj concipiantur autem per K, & I, rc£hc parallelx primx, & quar-' 
tx , qux fibi invicem occurrant in N, ac prior quartx in O, pofterior 
primx in M; concipiatur prxtcrca rc&a per A, N, occurrens quartx in 
S, & re£ta per P, N, occurrens prim* in R.- patet, fore fimtlia triangu- 
la IMH, INK, LOK a lateribus parallelis conllituta ; ac tc&as paralle- 
las MN, FG a reftis FM, Qi, SN, tranfeuntibus per idem pnn&um A 
fccari debere in eadem ratione, ut & ON , FR, a reftis FO, DK, RN, 
transeuntibus per idem pun&um P itidem in ratione communi utrique. 
Hinc habebuntur hujusmodi proportiones 

. FQ . QS :s MI . IN :: HI . IK :: TV . VX .. 

... ' FD . DR:: OK . KN :i LK ..KI XY . VX 

Datur igitur ratio datarum FQ_, FD ad re&as QS, DR, adeoque dan- 
tur & hx reflae, proinde etiam punfta S, R, adeoque & rc&x AS, RP, 
ex quarum ccmcurfu N du&x re&x NO, NM , parallelx re&x prim* 
& quartx, per fuos concurfus cum tertia in K, Se fecunda, in I, determi- 
nabunt pofitionen) IK rcftx quxlitx HL, adeoque ipfam rcftam. Q.E.F. 

Ex hac analyfi fponte confcquitur hujusmodi conftruftio. , Fiat QS ad 

' Ultram , qux ad hanc commentationem pertinent, quod Se de reliquis intclligcndum cH. 
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FQ.,tft VX ad VT, & DR ad FD , ut VX ad XY. Pet A» S, fic R,P, 
ducantur rectae, cx quarum cancurfa N ducantur NK, NI parallelae , illa 
primx, hxc quartx e redtis datis, 8c occurrentes illa tertia: in K, hxc fc- 
cundx in I , ducaturquc per I , & K, redta occurrens urimx in H, quar- 
ta: in L; Sc dico, refiam HL fore fedtaro in I, Sc K in eadem ratione, • 
in qua redta TY fccatur fn V, X. ‘ ' 

Produdtis enim redtis NI, NK, donec occurrant primx, fic quarta: 
in M, O, erunt firailia triangula IMH, INK, LOK, a lateribus paralle- 
lis cor.ftituta, & redtx parallclxMN, FS, a redtis FM, QI, SN, trans- 
euntibus per idem pundtum A, fecabuntur in eadem rationes ac ON, FR, 
a redtis FO, DK, RN, transeuntibus per idem pundtum P itidem in ea- 
dem ratione. Quamobrcm habebuntur hujusmodi proportiones 

• HI . IK :: MI . IN :: FQ. .QSi.TV.VX * ‘ . 

1K . KL NK . KO :: RD . DF :: VX . XY 

• * • .* i * , 

Sunt igitur tres redtx HI, IK, KL inter fc, ut TV, VX, XY in* 
ter fe. Qi E. F. 

In hac generali conftrudtione concurfus redtarum AS, RP, in N proble- 
ma determinat, quod unicam folutionem habet determinatam, (i iltx bi- 
nae redtx in unicam non coalcfcunt s at iis coalefccntihus in unicam rc 7 
£bam, problema evadir indeterminatum. Si nimirum pundtum S a^eat in 
P, 8c R in Aj redtx AS, RP, congruent, & in ea unica rfcdta affirmi po- 
terit pundtum N quodeumque, quod folutionem exhibebit. Tura autem 
cafus redibit ad fequentem politionem, atque conftrudtionem. 

Sint in fig. z. exdem redtx AB, AC, DE, FG, qux in prima, ac fic 
FQ,. QP :: TV . VX, fic FD . DA :: XY . VX s dico folutione* 
problematis fore numero infinitas. Dudta enim per A, & P, redta, aflu- 
matur in ipfa quodeumque pundtum N, fic per ipfum ducantur redtar 
NKO, NIM parallelx primx , fic quarta e redtis datis, fic redta HL du- 
per I, Sc K problema folvet. Erit enim, ut in folutione generali 

' . . HI . IK :: MI . IN :: FQ.. QP :: TV . VX ’ . 

IK'. KL :! NK . KO ” AD . DF :: VX . XY •* 

Problema igitur in boc cafu evadit indeterminatum. Potcft autem duci 
redta quxfita in quacumque diftantia. Afiumpto enim in redta AC, v«i 
DE quovis pundto I, vel K, duci potcft IN parallela FG, vel KN pa- 
rallela AB, qux in redta AP determinabit pundtum N, 8 c ner ipfum 
dudta NK, vel NI, habebuntur pundta, I, K, & tota rcfta HL. 

Quoniam autem licet confiderare quovis ordine redtas datas , appclland® 
primam, fecundam, ficc. quam libuerit, & femper dabitur ratio fcgmentorun* 
redtx ducendx interceptorum iis confideratis eo ordine; potcft per quod- 
vis pundtum cujusvis ex redtis datis ducj redta quxfita j efficiendo nimi- 
rum, ut ca redta data confideretur unquam fecunda, vel tertia e dant 
quatuor. 

Sint 
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Sint jam in fig. $• bina; redx HL , HX' fcdx in I, K, 6c T, K' in 
eadem ratione , & perpuncta H, H'; 1,1' j K, K'; L, L'; tranfeant quatuor 
redx AB, AC, DE, FGj oportet oftendere, hunc e(Te cafum indetci mi- 
nationis problematis , ita ut inter hujusmodi redas infinitx alix duci pos- 
fint, qux in eadem ilia ratione fcccntur ab iisdem quatuor redis, ac in 
data quavis diftantia duci polfit ejusmodi redta. 

Ducantur per I , & 1', redta: parallelx FG occurrentes AB in M, M'* 
tum per K K', redta: parallelx AB occurrentes redtx F G in O, O', & 
redis, MI, M' I', in N , N\ Erit MI. IN :: HI. 1K :: HT.IK.':: 
M T . I N'. Quare tres redtx M'M, l'I, N N convergant ad pundtutn 
commune, adeoque ad punftum P. EU igitur APNN' unica reda, Sc 
idcirco cib I-Q..QP :: MI. IN :: HI . 1K, & DF . DA :: OK.KN.;: 
LK. . KI. Sunt igitur FQ^ad QP, 8t FD ad DA in ea ratione, quam 
debent habere extrema c tribus tegmentis redx ducendx ad medium , 
quod indeterminationem expolitam inducit. 

Patent igitur omnia , qux fuerant propoGta, nimirum haberi catum in 
hoc problemate, in quo id evadat indeterminatum, & hanc ipium efle 
catum , quo motus Terrx, & cometx accipiantur pro uniformibus, & re- 
dtilincis, quo nimirum quatuor redx pofitione daix tranfeant per punda 
binarum redarum fedarum in eadem quapiam ratione, quo nimirum cafu 
infinitx alix duci poliunt eodem modo fcdx, ita ut in quavis diftantia 
poflrt duci aliqua* unde confequitur, cx datis, pofitione ejusmodi qnatuor 
redis, & ea ratione fcgmcntoium redx inter cas interjacentis, non polle 
determinari hujus diftantiam. 

Prxter hunc catum indeterminatum hujuscc problematis, funt & alii ex 
generali conftrudione evolvendi, in quorum quibusdam oportet ipfam 
etiam conftnidionem generalem nonnihil immutare. 

In primis fi in fig. t. binx redx AS, RP evadant parallelx, pundum 
N abit in infinitum, ita ut nufqitam jam fit. Tum & reda quxfita in 
infinitum ita abit, ut nufquam jajn fit-, ac problema haberi poteft pro im- 
pofttbili. Nimirum eo cafu nulla reda ita duci poteft, Ut a redis pofi- 
tione datis fecetur in illa ratione data. Is calus habetur, ubi fit FS . FP :: 
FA . FR. 'Facile autem eruetur determinatio ejusdem catus per redas 
FQj FP, FD, FA, datas, & per tegmenta datx- redx TY. Nam ex 
propbrtionc polita erit FS . FR 33 FP . FA. Porro cum fit FQ_. QS :: 

TV . VX, erit TV . TX FQ^. FS =3 Sc eodem padd 


FR =3 


VYjJFjD 

XY 


Hinc FS ad FR 


TX.VY -. FQ.FD 
TV’ XY •• 


Cum igitur 


is valor debeat xquari FP.FA ,eritr"TV . XY ad TX . VY :: PQ_. FD ad 
FP . FA, qux ratio fi habeatur, problema nullam folutionem admittet.-' 
Quod fi in fig. f. evanefeeret FD vel FE, tribus redis tranfeuntibus 
per idem pundum ■, oporteret in eo cafu aflumere ad arbitrium in prima 
reda pundum /, vel in quarta/', &c ducere redam fi parallelam quartx e 


qua- 
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3 uatuor re&is datis, vel fr parallelam primx, donec occurrat illa fecun- 
x in i, rei haec tertix in d , ac in iildcm alfumerc is ad //, vel dr ad df 
in ratione VX ad TV , vel ad XY, 8c occurfus rcitarum tranfeuntium 
per As, & P r exhiberet illud idem punitum M, quod eodem modo pro» 
blcma folvcrct. Eflet enim. 

. HI . IIC :: MI . IN :: fi . is :: TV . VX. ’ 

IK . KL :: NK . KO xi.rd . df :: VX . XY. 


Si autem evanefeerent & FD, & FQj tunc omnes quatuor datx reitx 
tranfirent per idem punitum F, in quod idcirco abirenc omnia quatuor 
punita A, D, Q, P . Eo cafu reitx As, Pr tranfirent itidem per pun- 
itum F, & vel nufquam alibi fibi invicem occurrerent, abeunte & N eo- 
dem , vel abirent in unicam reitam, congruentes fimul. Priorem cafiun ex- 
primit figura 4., ubi quatuor reitis FB, FC, FE, FG tranfeumibus per 
idem punitum F , ac aflumptis Ff, Fa ad arbitrium , & faitis , ut priuj 
TV . VX :: //.», ac XY . VX :: ad . dr , binx reitx F;, Fr nufquam 
concurrunt, nifi in F5 pofterior autem cafus habetur in fig. f. , ubi eadem 
conltruitione faita , reitx Fr, Fr in unicam coalefcunt. In primo cafu 
folutio nulla haberi potell cum nullum occurrat punitum N , quod in utra- 
que e reitis Fr, Fr fimul pofitum , poflit exhibere (imul illas duas rationes 
TV .VX, & VX . XY : in fecundo cafu problema e(t indeterminatum 
infinitas numero folutiones admittens. Aftumpto enim ubicumque punito 
N in reda Frs , & reliqua conltruitione peraita , ut in folutionc generali t 
habebitur. 

I 

HI . IK MI . IN :: fi . is :: TV . VX. 

1 K . KL :: NK . KO :: rd . da :: VX . XY. 


Hic pofterior cafus pertinet ad illud ipfum problema indeterminatum , quod 
in fig. z. exhibuerant reitx AS, RP figurx primx, coalcfccntes in uni- 
cam AP ipfius figurx z. 

Quod ii prima, & fecunda, vel tertia, 2 c quarta c reitis datis cflent in- 
ter fe parallelx ; abiret punitum A, vel P in infinitum j & tunc in fig. r. 
per S, vel r ducenda effer reita parallela primx, 8c fecundx , vel per R, 
vel r ducenda eflet reita parallela tertix , & quartx , quorum concurfus 
in N cum RP , vel Pr, vel cum AS, vel As folutionem exhiberet, con- 
gruente in primo cafu, SN cum ON, & in fecundo PN cum MN. Pri- 
mum cafum exhibet figura 6 ., in qua fecunda reita QC exiftente paralle- 
la primx FB, & faitis TV . VX :: FQ. QS ducenda cft reita SKN 
parallela reitis QC , FB, cujus concurfus in N cum reita RP determina- 
ta eodem paito, quo in figura 1., exhibet conftruitioncm , duita itidem 
NIM parallela GF, & per I, K quxfita reita HIKL. Ex eo autem cafu 
patet etiam fecundus. 

Quod fi tres c reitis datis, vel omnes quatuor, forent inter fe paralle- 
lx i problema aut eflet impoflibile , aut haberet folutiones numero infini- 

Tm. II. r . tas; 
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bis : verum eo cafu generalis illa conftruftio locum non haberet , fed lon- 
giore ambitu alia inac derivari deberet, qua; in fequentem admodum expe- 
ditam delineret. 

Sint in fig. 7. tres rcftx datae inter fc parallelae AB, AC, DE, quas 
fecet in F, Q, P quarta FG. Si FQ_, QP non funt , ut TV, VX ; pa- 
tet problema fore impodibilc ; quia dufta quavis HIKL, erunt HI, IK, 
ut FQ_, QP- Si autem hx funt in illa ratione 5 aflumpta PL ad PQ, 
uti ell XY ad XV, quxvis refta LH dufta per L, fic nulla alia, folvee 
problema. Patet primum, quia HI, IK, KL erunt ut FQ_, QP , PL, , 
five ut TV, VX , XY. Patet fecundum, quia quxvis alia, qux occur- 
rat ipfi FG alicubi in /, habebit Ik ad ki , ut /P ad PQ_, adeoque non ut 
LP ad PQ , & proinde nec ut XY ad XV. 

Sed fi & quarta fit itidem parallela, ut G' F’, Sc dufta quavis FQPL, 
ipfa non fuerit fefta ut TVXY; nulla alia bikU erit ita fefta , cum debcanc 
ejus fegmenta efle , ut fegmenta rc&x FQPL. 

Si autem FQPL fuerit ita fefta , quxvis alia hikL' du£U in quacumque 
difiantia, 8c in quacumque dire&ione erit itidem fefta in eadem ratione. 
Cum autem Ac difiantia punfbi L' per quod re&a ducatur, & ejus inclinatio 
variari poflint utcumque; patet, tum folutiones fore infinities infinitas , Si 
problema indeterminatum indeterminatione fecundi ordinis. 

Hi funt cafus prxeipui hujus problematis, quod, ut plerumque genera- 
lia problemata, cafus habet plurimos qui evolutionem particularem exi- 

? jant finguli fuam , & occurrunt cafus, in quibus evadit impodibilc, ac ca- 
us, in quibus evadit indeterminatum. In hoc problemate illud eft dolen- 
dum maxime, quod unus ex cafibus indeterminatis ibi potifiimum accidat» 
ubi ipfum problema maxime ufum habere poffet, & pro quo ia primis fue- 
rat confideratum. 
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Q uamquam pro viribus laboraverim , ut opellam hanc tibi approbarem, 
benigne LECTOR} ramcn nonnulla mutanda & explicanda video, 
dodus ab Amico harum rerum peritiffimo} nonnulla expianda & ad- 
denda ipfe intclligo. , 

Quoniam in Didionnrio eruditi MARCHAND, articulo S’ GRAVE- 
SANDE; edira eft epiftola a me ad illuftrem hunc virum fcriptaipfis Kal. 
Juliis anni 1740. qux continet totam hujus commentarii delineationem, 
quam probavit vir fummus, dicere debeo cur multa deleverim, & aliam 
faciem commentario induxerim. 

Primo , brevitati confulens > omifi nonnullas demonftrationes , qua: aliis 
in libris impreflx leguntur. Hujusmodi eft demonitratio theorematum , 
quae pro inventiqne Divifcrum tradidit nofter, excogitata tum as’GRAVE- 
SANDE tum a Nic. BERNOULLIO. Hujusmodi pafiter cll Geome- 
tris CURVARUM , quam poft hunc commentarium inceptum plure* dodi 
viri pertractarunt, inter quos eminent Gabriel CRAMMERUS cc Leonardus 
EULERUS. Praeterea non prorfus hanc tradationem flagitabat inflitu- 
tum noftrum. Hujusmodi pariter funt Phyfices, Aftronomix &c. principia* 

S iuac necefTaria fune ut intclligar.tur nonnulla problemata a NEW TONO 
oluta, & qux ideo pollicitus fueram , ne tiro ad alios libros confugere co- 
geretur. Tunc fcilicet, qux eft Juvenum confidentia, fperabam me con- 
feribere poffe librum, quem tiro fine duce pollet intelligcre s nunc autem 
viginti annoTum in docendo confumptorum experieptia dodus , fateor mc 
rem tunc agereflum cfie, quam nec ego , nec nemo, puto, perficere poteft. 
Quis enim afferre poteft notiones prorfus omnes, qux infunt in argumento 
quodam? Sed ex notionibus, qux omittuntur, has facile fupplet nic, ille 
difficile, alter nc difficile quidem. Hinc fit ut idem liber pro Ledorum 
ingenio, videatur pcrfpicuus huic , illi obfcurus. Prxceptore opus eft, qui 
intclligat quas notiones auditor fupplere nequit, & illas ipfas enucleandas fu-, 
fcipiat, reliquas negligens , qux difcipulo fponte fe fiftunt. 

Ceterum in Tomo I. longior videri poteft demonftratio theorematis bino- 
mialis , qux eft pag. N'.* 94.. .13$. Sed cxcufatum, obfecro, me 

habeat Lcdor rem a primis principiis deducere fatagentem , & quatuor diver- 
fa theoremata demonitrantem. Nam a N°. 94. aa totum 110. trado regulam 
pro multiplicandis binomiis quibuslibet, qux in Algebra fortafle non inutilis 
comperietur. AN*. 11 r. ad 114. regulam pro multiplicandis biuomiis unum 
Faftorem communem habentibus, qux pariter lxpc uftivenit, prxfettim in evol- 
vendis xquationum proprietatibus. Jpfum theorema binomiale , quando nempe 
integer eft exponens, traditur a N°. 11 j\ ad na. Reliqui compleduntur 
theorema pertinens ad infinitinomium. 

Pag. 104. & tof. Docet NEWTONUS quomodo eliminetur quantitaa 
multarum dimenfionunr. Has regulas inexplicatas reliqui , tum quia haben- 
tur cxplanatx a Gabnelt CRAMERO ad calcem Geometri «e curvarum , tum 
* 1 1 quia 
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quia fine multis ambagibus res explicari non poterat \ & cum hac regul* mi- 
nus utiles fint ad intclligcndum totum librum* N EWTQNI, Letfor, quan- 
do iis opus habebit, ad CRAMERUM confugere poteft, vel ad ea quae 
alio loco tradam a me de hac re excogitata ante hos aliquot annos. 

Pag. 1 1 j. coi. i. , ut oftendam quantitatem imaginariam efle V— 7, pro- 
voco ad Scft. I. N". 80. Eo loco ell oftenlum quadratum cfie pofitivum* 
feti radix fit pofitiva, feu negativa. Ergo quadratum negativum radicem 
neque pofitivam neque negativum habet, id cft vere quadratum non eft;* 
quod i pfum exponit vox imaginarium. 

Eadem pag. 1 13. coi. 2 . ex 

x-bz 33 305 &c x .y :: y . z-, ac y + z =3 36, fit y 33 6 -bX 
quod multo facilius confici poterat. Quia enim 
X-bz. e- 30, &cy-b& 3 ; 3 6\ erit y-b z x * zzy—x =3 5 <S — 30 33 S. 

Nunc pauca ad Tomum If. Siquis contentus r.on fit dcmonftrationibus j 
quibus confirmatur theorema enunciattim pag. 19 N°. 4f. quod nempo 
omnis aequatio rationalis quas dividi poteft per x^-m-b>i\!p 33 o, dividi 
poteft etiam per *-*.»» nVp 33 o, videat an hxc fufficcrc poflit. 

Quoniam xquatio propofita dividi poteft per 

x-t -m-bnlp zz o ; cft x 33 m n\'p, & O 33 Qlm^-nlp) 

Nam ultimus terminus aequationis conficitur per multiplicationem ex omni- 
bus quantitatibus cognitis Faftorum fimplicium ; inter quas, cft m-bn^lpi 
& faftum ex reliquis difco 33 Q. 

Cum vero fit x 33 m — zVp, poterit in propofita poni — m — » Vp , 

atque hujus poteftatcs, prox & ejus potcftatibus. Quo fa&o propofita evadet 

o 33 Q£w-j-»\'p) -+. N( — m — n^p) .+. M(— m - n Vp) 1 -+- L(— m — n v'p) , 4« 

K(— m — n V/j 4 -+- &c. 


Hinc feribendo poteftatcs ipfas, & feparando terminos rationales, ac irtfc* 
tionales , erit per N a ’» 38. ejusdem loci, 

o 33 Q« Nw+M(w‘ + s‘f) -+- L( m 1 3 »n'p) -j- &c. 

% 

& 

o 33 QnVp N*v , /i + aM«»v'/+L( 3 m'»\'p *'pVp)-r- 8ccv 

Ergo fubducendo xqualia ab xqualibus , fecundam a prima 

0 33 Qm — Q n\’p — Nw;-f-N*^p-+- M(m‘ — imrtVp-b »p x ) rb 
E( — » J -4- \m'u^p — 3 wn ! p -bn y p\'p) -b 8cc. 

3 * . . id cft . *, .. ... . 
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o Q(w — »Vp)-+-N(— M( — m~t.it '/p) , +L(-m+.n VpjG.&c. 

H xc autem aequatio dividi potefl per m . — »v'p; & fubflituendo x & 
ejus potcflates pro hoc binomio & ejus poteflatcs, reftituit propofitam. 
Ergo quando * 

x 33 — m — «Vp ; etiam x 33 w-+-»Vp, & x+m — »Vp =3o.> 

Negotium facetiore potefl ultimus terminus. Sed dico ncccflario efle 
33 R(/w — « V 1 p). Quandoquidem 

Per hypothefim, efl O quantitas rationalis : hoc pofito nequit efle Q_ 
quantitas rationalis; nam tunc O 33 Q(m + tt\'p) eflet quantitas irratro- 
nalis, contra hypothefim. Sed neque potefl efle quantitas furda unius, 
nominis; cx. gr. Q_33 <*V(3; quia tunc eflet O 33 «w V/3-s- «* V0p, 8c 
falcem irrationalis ellec pars Neque potefl pars radicalis habere cx- 

r 

ponentem r a binario diverfum. Si enim eflet Q ^33 R(y-j-« V0), eflet 
’ r ' r 

O 33 QL(w+»Vp) 33 R(jh-«V0) (m+tt\'p) ~ R( Wy ^ y'0-f. yn Vp-+- 

r . 

yn V /3 Vp) 


& eflet quantitas irrationalis. Sit ergo > — t. £Wt 

r '■ r 

my-t-ynxT/p-t-ynVp+yn/fiVp 33 my + mxl fr+yn'! p+yn<lfy « , 
qua: quantuas debet efle rationalis. Hoc autem fici i nequit , nlfi 
m<ty/ll + y»Vp 33 o; wW/3 =: — *«Vp } & m 33 y; ac «Vj3 — — «Vjs 

Quare efl • i 

Q. “ R(w «Vp) & O 33 R(«r — »Vp) 0«-+-»Vp) 

id efl ultimus xqujtionis rationalis terminus, qui dividi potefl per m-+n tp*. 
dividi etiam poteil per tn — n\ p. 

Tunc ergo, pofl fubftitutioncm, feparfttionem , & fubduflionem, habe- 5 
bimus _ 

• * \ ** * 


in qua omnes termini dividuntdr per m+ttVp. ' 

( 

Theorema quod habetur pag. zp. fub N°. 88. Sic cxpljco. Propofita 
aquatio fit * • . - . , x. ; . 


■ Ax n 


(*•+-£) (*” 


.Be*- l + Cx B_3 + D.v *- 4 .... 
atque hxc conflet cx 


-f-O 33 o 

— 't -r. 


•* s 


■ ax 


.bx n -'. 

M'- 


■cx 


.»-4 


!+-p) '33- O •• 

erit , 
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erit, multiplicando. 


- 4 - fi • 

» . n—l 


■ ali 


■ ili 


■tfi 


»— 4 


-f- C 


.'••• -4- p(i =3 0 , 


Jjuac aequatio non tantum propofitx xqualis eft, fed tftntk*i ita ut tota 
xquatio totam xquet, & finguli termini fingulos terminos. E It igitur 

A s a-bfti B “ b -t-afi i C za c + bi 3 8cc. 


Neque difficilius explicantur N'. 8...10. pag. fS, j-pj qui pariter obfcu- 
riores vili funt. Nam 

In xquatione propofita litara x exponit ambigue omnes radices, live po 4 
fitivas, five negativas. 

Quando ipfius «exponentes duo n — r, & * — s funt pares, poteftates 

ipfx x"~' ■, & x~ ' funt pofitivx, five x exponat unam e radicibus pofi- 
ti vis , five unam e radicibus negativis. 

Sine ergo duo quivis propofitx termini 


quatenus exponentes funt pares, unus Fa&or ipfius •*. r * 

quare alter eft-*- M : fed unus Fa&or ipfius — Px” r eft x*' - '; & alter— P. 

Igitur five radices maneant quales funt , id eft pofitivx qux erant pofirivx, 
& negativx, qux erant negativxj five mutentur in contrarias, ita ut nega- 
tivx fiant qux erant pofitivx , & pofitivx qux erat negativxj manebunt quales 
erant termini xquationis propofitx, in quibus « habet expomntem parem. 
Sed quando exponentes m— r &C n—s funt numeri impares, poteftates ipfie 

j»*~ r j & x” ’ funt pofitivx , quando x exponit unam e radicibus pofirivis, 
& negativx quando x exponit unam e radicibus negativis. Cum autem x 

exponat ambigue radices pofitivas vel negativas, unus Fa&or ipfius-j-M*" - r , 
erit ir st~ r j atque ideo alter ±r M 5 pariter unus Fattor ipfius Px* - * 

erit +■ «*~ , i atque idcirco alter ^1P. Sed cocfficientes M & P non mu- 
tantur quando radices pofitivx fiunt negativx & contra j mutantur autem 

ipfx poteftates , & fiunt +L x T $ & x ’ atque eft 

• * 

ir M . +. *"- r =3 Mx" - r j & +- P . +. x”-’ 3 _*. p*” - '. 

Mutantur ergo -figna terminorum in quibus x habet exponentes integros, 
quando radices pofitivx mutantur in negativas, Sc negativx in pofitivas. 

Atque hxc fufficiant. Plura qux emendanda proculdubio compcriet Lector, 
ipfius ingonio corrigenda, & benignitati condonanda relinquo. 

FINIS. 
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